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Resumen
El propósito de este trabajo de grado será dar una introducción a la teoría de grupos

amenables. En el primer capítulo se estudiará la paradoja de Banach-Tarski, que más
adelante se volvería en el ejemplo pionero de lo que un grupo amenable no debe permitir.
En el segundo capítulo, se recreará la prueba de Tarski que da una primera definición de
grupo amenable, junto con algunas propiedades clausurativas. Para el tercer capítulo se
usarán herramientas de ánalisis funcional para dar una nueva caracterización de grupos
amenables y poder dar algunos ejemplos concretos.

Finalmente, en el cuarto capítulo se dará una definición en términos de las C˚´
algebras, importantes para estudiar las algebras de Von-Neumann.

3



Contexto Histórico

En 1934 los matemáticos Stefan Banach y Alfred Tarski, habiéndose basado en tra-
bajos previos hechos por:

1. Giuseppe Vitali, quién prueba que no todos los subconjuntos de la recta real admi-
ten una noción de medida o tamaño.

2. Felix Hausdorff, quién en 1914 demuestra que, salvo un conjunto numerable, es
posible duplicar la esfera 3´dimensional.

Publican un artículo (ver [1]) en el que exponen un resultado contraintuitivo y para-
dójico, el cuál, en su versión más simple, asegura que podemos tomar una bola sólida
3´dimensional, diseccionarla, rotar o mover las partes de tal manera que al reensamblar-
las obtendremos 2 esferas idénticas a la original.

Este aparente absurdo, ahora bien conocido como la paradoja de Banach-Tarski,
nos muestra ciertos problemas que puede traer el asumir el axioma de elección, como
es la existencia de ciertos conjuntos para los cuales no se puede definir una medida bien
comportada, entiéndase esta como una en la que los conjuntos no cambien de tamaño
por solo moverlos. Para probar esto, Banach y Tarski definen en el artículo la noción de
G-paradojicidad; que más adelante, Tarski estudiaría a fondo (ver [4] ó [7] capítulo 11),
llegando así al siguiente teorema:

G no admite una descomopsición G paradójica sí y solo sí G admite una medida
finitamente aditiva, G-invariante y de medida total 1.

Sin embargo, sería John Von Neumann, en 1929, el primero en nombrar estos grupos
bajo el nombre messbar (cuya traducción es medible); posteriormente, en la década de
1950, Mahlon Marsh Day traduce está palabra como amenable.

Von Neumann caracterizaría los grupos amenables en términos de la existencia de
una medida finitamente aditiva, G-invariante y de medida total 1; probaría, entre otras
cosas, que los grupos abelianos eran amenables y, debido a la importancia del grupo
libre en 2 generadores F2 en la prueba de la paradoja de Banach-Tarski, conjeturaría lo
siguiente:

Un grupo G es amenable sí y solo sí no contiene un subgrupo isomorfo a F2.
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Está presunción, conocida como La conjetura de Von Neumann o El problema de Day,
fue refutada en 1980 por Alexander Yu. Olshanskii [3], quién, demostró la existencia de
un grupo G infinito con la siguiente propiedad: para todo H subgrupo propio de G tal
que H ‰ teGu, se tiene que H es cíclico de orden un primo p fijo. Este grupo, ahora
conocido como El grupo monstruo de Tarski, sirvió también para contestar otra duda de
gran interés en la teoría de grupos conocida como El problema de Burnside.

Con la definición de Von Neumann de amenabilidad, también se pudo probar que la
propiedad de ser amenable era estable por:

1. Tomar subgrupos.

2. Tomar cocientes por un subgrupo normal.

3. Tomar uniones dirigidas de grupos amenables.

Como se dijo anteriormente, sería Mahlon Marsh Day quién los nombraría como gru-
pos amenables, además, introduciría la definición de amenabilidad mediante medias,
gracias al isomorfismo entre el conjunto de medidas regulares y el espacio de funcionales
lineales acotados p`8pGqq˚, que se obtiene gracias al Teorema de representación de Riesz
(ver la Proposición 9.4.7 de [8]).

Gracias a los aportes de M.M Day, se pudo utilizar herramientas de ánalisis funcional
y ánalisis armónico en el estudio de grupos amenables y se probaría, entre otras cosas,
lo siguiente:

Sí G es un grupo, N un subgrupo normal de G tal que N y G{N son amenables,
entonces G es amenable.

Una vez se tuvo la certeza de que la propiedad de ser amenable era estable por las
4 operaciones de grupos antes mencionadas, se definirían:

EG la clase de grupos elementalmente amenables, es decir, la clase más pequeña
de grupos que contiene todos los grupos abelianos y finitos, además de ser cerrada
tomando subgrupos, cocientes, extensiones y uniones dirigidas.

AG la clase de grupos amenables

NF la clase de grupos que no contienen un subgrupo libre de orden 2.

Y más aún, se preguntarían sí las contenencias

EG Ă AG Ă NF

serían estrictas o no.

Con la conjetura de Von Neumann resuelta, es claro que AG ‰ NF ; sin embargo, para
probar que EG ‰ AG, fue necesario que el matemático Rostislav Grigorchuk definiera
un grupo que hoy en día se conoce como: El (primer) grupo de Grigorchuk en 1985.
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Otros matemáticos importantes en el desarrollo de la teoría de grupos amenables
fueron Hans Reiter y Andrzej Hulanicki, el primero porque logra caracterizarlos usando
el álgebra de `1pGq y el segundo porque (usando el resultado de Reiter), logra conectarlos
con la teoría de representaciones vía la noción de contencia débil. Esto permite enunciar
la amenabilidad de un grupo mediante C˚-algebras:

G es amenable sí sy solo sí C˚redpGq – C˚pGq.

Finalmente, vale la pena resaltar que la noción de amenabilidad tiene aplicaciones
en estadística, geometría diferencial y álgebra de operadores, para ver estas al detalle,
revisar los capítulos 4, 7, 1 y 2 de [5] respectivamente.
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Introduccióm

En este trabajo se explica la noción de amenabilidad y varias definiciones equivalentes;
para ello, en el primer capítulo, se expone la paradoja de Banach-Tarski:

La esfera S2 es SO3pRq-paradójica.

como el primer ejemplo motívico de la definición de grupos amenables
Para ello, se introducen las nociones de G-equidescomposabilidad y G-paradojicidad

de un grupo, así como se muestran varios ejemplos de grupos paradójicos, el más im-
portante, el grupo libre en 2 generadores F2. Posteriormente, habiendo mostrado que la
propiedad de G-paradojicidad es transitiva del grupo a un conjunto sobre el cuál este
actúe libremente, se procederá de probar que el grupo de rotaciones SO3pRq contiene un
subgrupo isomorfo a F2.

En el segundo capítulo, se enuncia y demuestra el siguiente teorema de Tarski:

Suponga G actuando en X y E Ă X, entonces existe una medida finitamente aditiva,
G-invariante µ : 2X Ñ r0,8s con µpEq “ 1 si y solo si E no es finitamente

G-paradójico.

Una vez se tiene este resultado, se procede a definir grupos amenables y se muestra
su equivalencia con el hecho de no ser G-paradójico.

Se finaliza el capítulo mostrando que la clase de grupos amenables es cerrada por:
tomar subgrupos, cocientes por un normal y uniones dirigidas.

En el tercer capítulo, se definen medias sobre el espacio de funciones acotadas sobre
un grupo `8pGq y se da una nueva definición de amenabilidad en términos de estas:

G es amenable sí y solo sí existe un funcional m : `8pGq Ñ C tal que:

1. mp1q “ 1.

2. mpϕq ě 0 para todo ϕ P `8pZq tal que ϕ ě 0.

3. mpgϕq “ mpϕq con gϕpxq “ ϕpg´1xq, para todo x P G.

Una vez se tiene está definición equivalente, se procede a mostrar que la clase de
grupos amenables es también cerrada por extensiones de un cociente amenable por un
subgrupo amenable.

En el capítulo 4, se busca dar una definición de amenabilidad en términos de las
C˚-algebras; para ello, se explican las nociones de:
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1. vectores casi invariantes.

2. relación de contenencia débil entre dos representaciones unitarias π y ρ de un grupo
G, denotada por π ă ρ.

Con todo esto, se presenta una nueva definición de amenabilidad:

G es amenable sí y solo sí π ă λG para toda π representación unitaria de G, con λG la
representación regular.

Y finalmente, usando este último resultado se prueba que:

G es amenable sí sy solo sí C˚redpGq – C˚pGq.
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Capítulo 1

Equidescomposabilidad y la paradoja
de Banach-Tarski

El propósito de este capítulo será entender la paradoja de Banach-Tarski, ejemplo
esencial para comprender la necesidad de definir grupos amenables.

En la primera sección introducimos la noción deG´equidescomposabilidad, propuesta
por Banach y Tarski [1], de aquí derivaremos la definición de G´paradojicidad, mostra-
mos algunas propiedades y ejemplos, el más significativo, el del grupo libre en 2 genera-
dores.

En la segunda sección, probaremos que no todos los subconjuntos de R3 admiten una
noción de medida, usando un par de matrices ahora conocidas como matrices de Sato,
propuestas por Kenzi Sato en [2] y que generan un grupo libre de orden 2, probaremos
la mencionada paradoja.

1.1. Disección de conjuntos
Definición 1.1.1. (G-equidescomponible) Dado pG, ¨q un grupo actuando sobre un espa-
cio X. Sean A,B Ă X, entonces:

1. Decimos que A „n B si existen particiones finitas tAiuni“1, tBiu
n
i“1 de los conjuntos

A y B respectivamente, junto con elementos tgiuni“1 Ă G tales que gipAiq “ Bi.

Similarmente se define contablemente G-equidescomponible.

Cuando solo se específique el grupo se escribirá „G y sí el grupo es claro del contexto
simplemente „.

2. A se dice finitamente G´paradójico si existe una partición tA1, A2u de A tal que
A1 „n A y A2 „m A para algun par de naturales n,m.(Para hablar de G-contablemente
paradójico, A1, A2 deben ser contablemente G-equidescomponible con A ).
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Diremos que un grupo G es paradójico sí al actuar sobre si mismo por traslación a
izquierda es G-paradójico.

Ejemplo 1.1.2. Sí R actuá sobre si mismo por traslación, entonces r0, 2s es finitamente
R-equidescomponible con r10, 11q Y r21, 22s.

Definición 1.1.3. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X, entonces la acción se
dice transitiva sí para todo par de elementos x, y P X, existe g P G tal que g ¨ x “ y.

Ejemplo 1.1.4. Si G actua transitivamente sobre X, entonces para cualquier par de
subconjuntos finitos A,B Ă X se tiene A „n B si y solo si tienen la misma cardinalidad.

Demostración. Sean A,B Ă X subconjuntos finitos de cardinalidad n, entonces tome
la descomposición A “

ď

aPA

tau, analogo para B, como la acción es transitiva, para cada

a P A existe g P G tal que ga “ b para cada b P B, luego A „n B
Consideré A,B Ă X subconjuntos finitos de cardinalidades r, s respectivamente, y por

hipótesis A „n B (para que todo tenga sentido, n ď mı́npr, sq), usando la descomposición
de A y B se tendría la existencia de tgiuni“1 Ă G tales que gipAiq “ Bi, sí ocurriera el
caso que r ą s, por principio del palomar existiria i0 P rns tal que |Ai0| ă |Bi0| y
gi0pAi0q “ Bi0 , lo cual supone una contradicción.

Ejemplo 1.1.5. Un grupo libre F de rango 2 es F´paradójico, con F actuando sobre si
mismo por multiplicación a izquierda.

Demostración. Sean a, b P F los generadores de F y sea W pxq es conjunto de palabras
reducidas que comienzan por x, entonces F “ t1F u \W paq \W pa´1q \W pbq \W pb´1q,
más aún:

1. Si x P W pa´1q es de la forma x “ a´1a´1ρ con ρ una palabra reducida, entonces
ax P W pa´1q (en particular a´1 P W pa´1q implica 1F P aW pa

´1q)

2. Si x P W pa´1q es de la forma x “ a´1bρ con ρ palabra reducida, entonces ax P W pbq.

Por lo tanto F “ W paq \ aW pa´1q. Similarmente F “ W pbq \ bW pb´1q

Proposición 1.1.6. La G´equidescomposabilidad, tanto finita como contable, define una
relación de equivalencia.

Demostración. Recordemos que una relación de equivalencia cumple:

1. Reflexividad: Basta con tomar eG la identidad del grupo.

2. Simetría: Por la descomposicion de A y B, existen gi P G tal que Ai “ gipBiq;
considere pues los g´1

i que llevan cada Ai en los Bi.
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3. Transitividad: Para el caso finito, asuma que A „n B y B „m C, entonces:

existen tAiuni“1 Ă A, tBiu
n
i“1 Ă B, tDju

m
j“1 Ă B, tCjumj“1 Ă C asociados a las

particiones y tgiuni“1, thju
m
j“1 Ă G tales que gipAiq “ Bi, hjpDjq “ Cj.

Consideramos ahora la familia tBi XDju para i P t1, ..., nu, j P t1, ...,mu y vemos
que cumple con las propiedades de una partición:

a) Tome i0, i1 P t1, ..., nu y j0, j1 P t1, ...,mu entonces pBi0XDj0qXpBi1XDj1q “

H.

b) Dado x P B, de la definición de partición, es claro que x P Bi y x P Dj.

Sea tg´1
i pBiXDjqui,j una familia de subconjuntos de A, entonces esta familia ates-

tigua que A es G-equidescomponible con C bajo la acción del conjunto thjgiui,j
para it1, ..., nu, j P t1, ...,mu.

Proposición 1.1.7. Suponga G actuando en X y sean E, pE Ă X tales que E „G pE. Sí
E es G´paradójico, entonces también lo será pE.

Demostración. Sean E1, E2 Ă E atestiguando la G´paradojicidad de E, entonces dado
que E „G pE, existen pE1, pE2 Ă pE tales que E1 „G pE1 y E2 „G pE2, usando la transitividad
de la G´equidescomposabilidad, se obtiene el resultado.

Teorema 1.1.8. (Banach-Schroder-Bernstein) Suponga que G actúa sobre un conjunto
X y sean A,B Ă X. Si A ĺ B y B ĺ A, entonces A „G B

Demostración. Primeramente vemos que:

1. Si A „ B, entonces existe una biyeccción g : A Ñ B tal que C „ gpCq cuando
C Ă A

2. Si A1 X A2 “ H “ B1 XB2 y si As „ Bs para s “ 1, 2 entonces
ď

As „
ď

Bs

Sean f : A Ñ B1 y g : B Ñ A1 con B1 Ă B y A1 Ă A, cuya existencia esta
garantizada por el inciso p1q y la hipótesis, respectivamente.

Sea C0 “ AzA1 y defina recursivamente Cn`1 “ g´1fpCnq. Considere C “

8
ď

n“0

Cn.

Observamos que gpAzCq “ BzfpCq: si x P AzC es tal que gpxq este definido, entonces
x P A y x R C o equivalentemente x R Cn`1 para algun n ` 1 P N, por construcción
x R g´1fpCnq, luego no existe y P fpCnq tal que gpxq “ y, de aqui se concluye que
gpxq P BzfpCq; como g es biyeccion, tenemos que AzC „ BzfpCq, pero por propiedad
p1q nuevamente, C „ fpCq y finalmente usando p2q, concluimos que A “ pAzCq Y C „
pBzfpCqq Y fpCq “ B.
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Proposición 1.1.9. Sí G es paradójico y actúa en X libremente, entonces X es G´paradójico.

Demostración. Suponga Ai, Bj Ă G y gi, hj P G atestiguando que G es paradójico,
usando elAxioma de elección, obtenemos un conjuntoM Ă X tal que |MXpG¨xq| “ 1
para todo x P X.

Se procederá a probar ahora que tgpMq : g P Gu es una partición de X:

Sea x P X, entonces x P G¨x, además por hipótesis, existe un único yx PMXpG¨xq,
entonces existe gy P G tal que gy ¨ x “ yx, por lo tanto x P gypMq y dado que x fue
arbitrario, entonces se concluye que

ď

gPG

gpMq “ X.

Suponga que existen g, h P G distintos y tales que gpMq X hpMq ‰ H, entonces
existen x, y P M tales que g ¨ x “ h ¨ y, equivalentemente x “ g´1h ¨ y, entonces
x P pG ¨ yq XM , es decir x “ y, como G actúa sobre X con estabilizador trivial,
entonces g “ h, i.e gpMq X hpMq “ H para todo g, h P G distintos.

Sean A˚i “
ď

gPAi

gpMq y B˚j “
ď

gPBj

gpMq con pi, jq P t1, ..., nu ˆ t1, ...,mu, note que:

1. X “
ď

gipA
˚
i q: Sea x P X, entonces x P gypMq, como G es paradójico, existe algún

k P t1, ..., nu tal que gy “ gkak para algún ak P Ak, luego x P gkpA˚kq.

2. Obtenemos un resultado similar para los B˚j .

Por lo tanto X es G-paradójico.

Observación 1.1.10. En adelante, dado un conjunto X, denotaremos al conjunto
tA : A Ă Xu por 2X .

Definición 1.1.11. Una función ν : 2X Ñ R tal que:

1. νpEq ě 0 para todo E Ă X.

2. νpHq “ 0.

3. νpAYBq “ νpAq ` νpBq para todo par A,B Ă X tales que AXB “ H.

es llamada una medida finitamente aditiva para X. Sí G actua en X, diremos que ν es
G´invariante a izquierda si νpgAq “ νpAq para todo A Ă X.

Definición 1.1.12. Sea E Ă X, se dice G´despreciable si µpEq “ 0 cuando µ sea una
medida finitamente aditiva, G´invariante en 2X con µpEq ă 8.

Proposición 1.1.13. Si E es finitamente G´paradójico, entonces E es G´despreciable.
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Demostración. Suponga µ una medida finitamente aditiva, G-invariante en 2X y que
µpEq ă 8, dado que E es G-paradójico, existen E1, E2 Ă G y n,m naturales tales que
E „n E1 y E „m E2, de la definición de finitamente G´equidescomponible, tenemos
la existencia de familias de conjuntos tEiuni“1, tE1,iu

n
i“1, tEju

m
j“1 y tE2,ju

m
j“1 junto con un

conjunto de elementos ttgiuni“1, thju
m
j“1u en G tales que Ei “ gipE1,iq y Ej “ hjpE2,jq,

por lo tanto:

µpEq “ µpE1 ` E2q “ µp
n
ď

i“1

E1,iq ` µp
m
ď

j“1

E2,jq

“

n
ÿ

i“1

µpE1,iq `

m
ÿ

j“1

µpE2,jq

“

n
ÿ

i“1

µpgiE1,iq `

m
ÿ

j“1

µpgjE2,jq

“

n
ÿ

i“1

µpEiq `
m
ÿ

j“1

µpEjq

“ 2µpEq.

Como µpEq ă 8, conluimos que µpEq “ 0.

1.2. Paradoja de Banach-Tarski
Definimos la esfera 3´dimensional como S2 :“ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 ` z2 “ 1u.
Denotamos por SO3pRq el subgrupo de matrices 3ˆ3 con determinante igual a 1.
El grupo SO3pRq actuá naturalmente en R3 mediante multiplicación:

¨

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‚

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

¨

˝

a11x` a12y ` a13z
a21x` a22y ` a23z
a31x` a32y ` a33z

˛

‚.

Sean: σ “ 1
7

¨

˝

6 2 3
2 3 ´6
´3 6 2

˛

‚, y τ “ 1
7

¨

˝

2 ´6 3
6 3 2
´3 2 6

˛

‚ las rotaciones de Sato, se tiene el

siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. Las 2 rotaciones de Sato son independientes, luego, si n ě 1, SOnpQq
tiene un subgrupo libre de rango 2.
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Demostración. Sea F “ xσ, τy con identidad eF , queremos ver que no hay palabra redu-
cida en σ

`
´1, τ

`
´1 igual a la identidad, aparte de la trivial.

Defina pues: Mσ “ 7σ,Mτ “ 7τ,M´1
σ “ 7σ´1,M´1

τ “ 7τ´1 y asuma, por
contradiccion que tal palabra existe:
w “Mkn

σ Mkn´1
τ ...Mk2

τ M
k1
σ con k1 ě 0 , kn P Z, asimismo, defina:

Vσ “ tp3, 1, 2q, p5, 4, 1q, p6, 2, 4qu

V ´1
σ “ tp3, 2, 6q, p5, 1, 3q, p6, 4, 5qu

Vτ “ tp3, 5, 1q, p5, 6, 4q, p6, 3, 2qu

V ´1
τ “ tp1, 5, 4q, p2, 3, 1q, p4, 6, 2qu

Nótese que Mσp1, 0, 0q “ p6, 2,´3q ” p6, 2, 4qp mód 7q; mas generalmente:

1. @v P Vσ Y Vτ Y V ´1
τ , σv P Vσ pmód 7q

2. @v P V ´1
σ Y Vτ Y V

´1
τ , σ´1v P V ´1

σ pmód 7q

3. @v P Vτ Y Vσ Y V ´1
σ , τv P Vτ pmód 7q

4. @v P V ´1
τ Y Vσ Y V

´1
σ , τ´1v P V ´1

τ pmód 7q

Dado que Mσp1, 0, 0q ” p6, 2, 4q pmód 7q P Vσ, por la propiedad 1, Mk1
σ p6, 2, 4q P Vσ,

por hipótesis, ks ‰ 0, @s : 1 ă s ă n, luego Mk2
τ pM

k1
σ Mσp1, 0, 0qq P Vτ YV

´1
τ dependiendo

del signo de k2 usamos las propiedades (3) ó (4).

Similarmente Mk3
σ M

k2
τ M

k1
σ Mσp1, 0, 0q P Vσ Y V ´1

σ inductivamente llegamos a que
wp1, 0, 0q P Vσ Y V

´1
σ Y Vτ Y V

´1
τ , por lo tanto wp1, 0, 0q ‰ p1, 0, 0q “ eF p1, 0, 0q.

Teorema 1.2.2. (Paradoja de Hausdorff) Existe D Ă S2 contable tal que S2zD es
SO3pRq´paradójico.

Demostración. Sea F igual que en el teorema anterior, entonces toda rotación de este
grupo deja fijos dos puntos (los ejes de rotación), ahora bien, considere D como la unión
de los puntos fijos por alguna rotación en F , como F es contable, entonces D es contable,
faltaría ver que S2zD es SO3pRq´paradójico.

Para probar esto, note que: si p P S2zD y g P F , entonces gppq P S2zD, caso contrario,
si h P F fijara gppq, entonces p P S2zD sería un punto fijo de g´1hg P F , lo cual es una
contradicción, luego F actúa sobre S2zD libremente. Usando la Proposición 1.1.9 se
obtiene el resultado.
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Teorema 1.2.3. Sí D Ă S2 es un subconjunto contable, entonces S2 y S2zD son
SO3pRq´equidescomponibles.

Demostración. Buscamos ρ rotación de S2 tal que ρipDq X ρjpDq “ H para todo par
i, j P N : i ‰ j; con esto bastaría puesto que:

S2 “ D̂ Y pS2zD̂q „ ρpD̂q Y pS2zD̂q “ S2zD con D̂ “
Ť

tρnpDq : n “ 0, 1, 2, ...u

Sea l una línea que pase por el origen y no toque al conjunto contable D, sea AP el
conjunto de ángulos θ tales que para algún n ą 0 y un P P D, ρpP q P D, donde ρ es la
rotación alrededor de l por nθ radianes, por lo tanto AP también es contable.

Considere A “
Ť

PPD Ap, como A es contable, existirá θ R A y ρ su correspondiente
rotación alrededor de l entonces ρpDq X D “ H sí n ą 0 y de aquí se sigue que sí
0 ď m ă n, entonces ρmpDq X ρnpDq “ H pues sabemos que ρn´mpDq XD “ H.

Corolario 1.2.4. (Paradoja de Banach-Tarski)La esfera S2 es SO3pRq-paradójica.

Demostración. Por Teorema 1.2.3, la esfera es SO3pRq´equidescomponible con S2zD,
luego, gracias a la Proposición 1.1.7, nos basta con que S2zD es SO3pRq´paradójico,
pero esto se tiene gracias al Teorema 11.
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Capítulo 2

Grupos amenables

En la primera sección, siguiendo el capítulo 11 de [7], se enunciará y demostrará el
Teorema de Tarski, del cuál nace una primera definición de grupos amenables, posterior-
mente, se mostrarán algunas operaciones de grupo bajo la cuál esta clase es cerrada.

2.1. Teorema de Tarski: Una primera caracterización
de grupos amenables

Sea pT,`, 0q un semigrupo conmutativo con identidad 0 y elemento distinguido ε,
entonces el semigrupo admite un orden parcial dado por la siguiente condición: dados
α, β P T decimos que α ď β si existe δ P T tal que α ` δ “ β.

Lema 2.1.1. Si T0 Ă T es finito, tal que ε P T0 y para todo n P N se tiene que
pn` 1qε ę nε, entonces existe ρ : T0 Ñ r0,8s tal que:

a) ρpεq “ 1

b) Sí tφiumi“1, tθju
n
j“1 Ă T0 satisfacen que

m
ÿ

i“1

φi ď
n
ÿ

j“1

θj, entonces:

m
ÿ

i“1

ρpφiq ď
n
ÿ

j“1

ρpθjq

Demostración. Inducción sobre el tamaño de T0.

Caso Base |T0| “ 1: como ε P T0, entonces T0 “ tεu y la función ρ : T0 Ñ r0,8s
dada por ρpεq “ 1 cumple trivialmente la condición (a), mientras que la condición
(b) se reduce a probar que, sí mε ď nε, entonces m ď n (está implicación es
cierta, caso contrario, mε ď nε y m ą n implicaría que m ě n ` 1 y por lo tanto
pn ` 1qε ď mε ď nε, de aquí es fácil ver que los extremos de está desigualdad
incumplen con una de las hipótesis.
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Paso inductivo |T0| ą 1: considere α P T0ztεu, use la hipótesis inductiva para
obtener una función ν en T0ztαu que satisfaga la afirmación.

Defina ρ : T0 ÝÑ r0,8s por:

ρpxq “

#

νpxq sí x P T0ztαu

ı́nfpAq e.o.c

dónde:

A :“

#

ř

νpβkq´
ř

νpγlq
r

: r P N, tβkupk“1, tγlu
q
l“1 Ă T0ztαu,

řq
l“1 γl ` rα ď

řp
k“1 βk

+

.

Habiendo definido ρ, procederemos a probar que:

a) ρpεq “ 1, pues ε P T0ztαu.

b) Tome tφiumi“1, tθju
n
j“1 Ă T0ztαu y s, t P N tales que:

m
ÿ

i“1

φi ` sα ď

n
ÿ

j“1

θj ` tα,

entonces habrán 3 casos:

1. s “ t “ 0: como ρæT0ztαu ” ν, por hipótesis inductiva terminamos.

2. s “ 0 y t ą 0: queremos probar que
m
ÿ

i“1

φi ď
n
ÿ

j“1

θj ` tα implica que:

m
ÿ

i“1

ρpφiq ď
n
ÿ

j“1

ρpθjq ` tρpαq sii ω “
1

t

`

m
ÿ

i“1

νpφiq ´
n
ÿ

j“1

νpθjq
˘

ď ρpαq.

Como ρpαq “ ı́nfpAq nos bastará con ver ω ď
1

r

`

p
ÿ

s“1

νpβsq ´
q
ÿ

k“1

νpγkq
˘

P A.

Note que:
m
ÿ

i“1

φi ď
n
ÿ

j“1

θj ` tα, entonces
m
ÿ

i“1

rφi `
q
ÿ

k“1

tγk ď
n
ÿ

j“1

rθj `
q
ÿ

k“1

tγk ` trα.

Por otro lado:
q
ÿ

k“1

γk ` rα ď
p
ÿ

s“1

βs, entonces
n
ÿ

j“1

rθj `
q
ÿ

k“1

tγk ` rtα ď
p
ÿ

s“1

tβs `
n
ÿ

j“1

rθj.

Por lo tanto:
m
ÿ

i“1

rφi `
q
ÿ

k“1

tγk ď
p
ÿ

s“1

tβs `
n
ÿ

j“1

rθj

aplicando hipótesis inductiva:
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m
ÿ

i“1

rνpφiq `
q
ÿ

k“1

tνpγkq ď
p
ÿ

s“1

tνpβsq `
n
ÿ

j“1

rνpθjq

3. s ą 0 y t ą 0 : queremos probar que
m
ÿ

i“1

φi ` sα ď
n
ÿ

j“1

θj ` tα implica que:

m
ÿ

i“1

ρpφiq ` sρpαq ď
n
ÿ

j“1

ρpθjq ` tρpαq

para ello, será suficiente con mostrar que
m
ÿ

i“1

φi` sα ď
n
ÿ

j“1

θj ` tα implica que:

sρpαq `
m
ÿ

i“1

νpφiq ď tz `
n
ÿ

j“1

νpθjq con z P A.

Sean pues tγluql“1, tβku
p
k“1 Ă T0ztαu y r ą 0 definiendo a z, entonces notamos

lo siguiente:

3.1)
m
ÿ

i“1

φi ` sα ď
n
ÿ

j“1

θj ` tα implica que
m
ÿ

i“1

rφi ` rsα ď
n
ÿ

j“1

rθj ` rtα.

3.2)
q
ÿ

l“1

γl ` rα ď
p
ÿ

k“1

βk implica que
q
ÿ

l“1

tγl ` trα ď
p
ÿ

k“1

tβk.

3.3) De los dos anteriores numerales tenemos la cadena de desigualdades:

´

m
ÿ

i“1

rφi ` rsα
¯

`

q
ÿ

l“1

tγl ď
n
ÿ

j“1

rθj `
´

rtα `
q
ÿ

l“1

tγl

¯

ď

n
ÿ

j“1

rθj `
p
ÿ

k“1

tβk.

Tomando los dos extremos y aplicando ρ llegamos a que:

m
ÿ

i“1

rνpφiq ` rsρpαq `
q
ÿ

l“1

tνpγlq ď
n
ÿ

j“1

rνpθjq `
p
ÿ

k“1

tνpβkq.

Despejando sρpαq:

sρpαq ď
1

r

´

n
ÿ

j“1

rνpθjq `
p
ÿ

k“1

tνpβkq ´
m
ÿ

i“1

rνpφiq ´
q
ÿ

l“1

tνpγlq
¯

.

Sumando
m
ÿ

i“1

νpφiq a ambos lados:
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sρpαq `
m
ÿ

i“1

νpφiq ď tz `
n
ÿ

j“1

νpθjq.

Finalmente, tomando el ínfimo sobre los z P A, concluimos que:

sρpαq `
m
ÿ

i“1

νpφiq ď tρpαq `
n
ÿ

j“1

νpθjq.

Teorema 2.1.2. Sea pT,`, 0, εq un semigrupo conmutativo con identidad 0 y un elemento
distinguido ε, entonces son equivalentes:

1. Para todo n P N, pn` 1qε ę nε

2. Existe µ : TÑ r0,8s medida tal que µpεq “ 1 y µpα` βq “ µpαq ` µpβq, @α, β P T

Demostración. (2 implica 1 ): Por contradiccion: sí existe µ que satisface p2q, entonces
µpαq ď µpβq si α ď β (pues α ď β si existe δ P T tal que α ` δ “ β ùñ µpβq “
µpαq ` µpδq ě µpαq).

Además note que µpnεq “ n, entonces pn` 1qε ď nε implicaría que:
n` 1 “ µppn` 1qεq ď µpnεq “ n, lo cuál es una contradicción.

(1 implica 2 ): SeaMpT0q “ tf P r0,8s
T : fpεq “ 1, fpα`βq “ fpαq`fpβq para α, β, α`

β P T0u,
por el Lema 2.1.1, MpT0q ‰ H, adicionalmente, sabemos que r0,8sT es compacto

gracias al Teorema de Tychonoff; pero por otro lado, sabemos queX un espacio topológico
es compacto sí y solo sí para todo F colección de cerrados en X, se tiene la propiedad
de intersección finita.

Para usar la anterior observación, notaremos que MpT0q es cerrado:
Sea f PMpT0q

c, entonces fpεq ‰ 1 ó fpα ` βq ‰ fpαq ` fpβq para α, β, α ` β P T0.

Como MpT0q
c Ă r0,8sT “ tprθqθPT : rθ P r0,8su, entonces podemos identificar

f ” prθqθPT “ fpθq en la θ-ésima entrada y consecuentemente, fpθiq “ πipfpθqθPTq.

Sí f P MpT0q
c es tal que fpεq “ r ‰ 1, como R es Hausdorff, podemos encontrar un

δ ą 0 tal que 1 R pr´δ, r`δq entonces π´1
ε pr´δ, r`δq ĂMpT0q

c. Asimismo, si f PMpT0q
c

es tal que fpγ`tq ‰ fpγq`fptq para alguna terna γ, t, γ`t P T0 considereHγ,t : r0,8sT Ñ
r0,8s dada por: Hγ,tpprθqθPTq “ πγ`tpprθqθPTq ´ rπγpprθqθPTq ` πtpprθqθPTqs; por hipótesis,
fpγ ` tq ´ rfpγq ` fptqs “ p ‰ 0, entonces existe c ą 0 tal que 0 R pp´ c, p` cq y por lo
tanto f P H´1

γ,t pp´ c, p` cq ĂMpT0q
c. Concluimos finalmente que MpT0q es cerrado.

Note que Mp
Ťn
i“1 Tiq Ă

Şn
i“1MpTiq, luego tMpT0q : T0 Ă T finito y ε P T0u es una

familia que cumple la Propiedad de intersección finita, i.e., existe µ P
č

T0ĂT

MpT0q,

lo cuál finaliza la demostración.
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Definición 2.1.3. Definimos SN “ tf : N Ñ N : f es biyectivau como el grupo de
permutaciones de N.

Suponga G un grupo y G actuando en X, defina una acción extendida como sigue:
sea X˚ “ X ˆ N y G˚ “ Gˆ SN y defina G˚ actuando en X˚ por:

pg, πq ¨ px, nq “ pgpxq, πpnqq.

Sí A Ă X˚, entonces aquellos n P N tales que A tiene al menos 1 elemento con
segunda coordenada n son llamados los niveles de A.

Definición 2.1.4. Sean G,X,G˚, X˚ como en la definición anterior:

Un subconjunto A Ă X˚ es llamado acotado si tiene solamente finitos niveles.

La clase de equivalencia con respecto a la G˚-equidescomposabilidad de un con-
junto acotado A Ă X˚ es llamado el tipo de A y se denota por rAs.

El conjunto de tipos se denota por S.

Para rAs, rBs P S, defina rAs`rBs “ rAYB`s, con: B` “ tpb,m`kq : pb,mq P Bu,
donde k es tal que los niveles de A y B` son disjuntos.

Proposición 2.1.5. La operación ` dada arriba está bien definida, es conmutativa y
asociativa, por tanto pS,`q es un semigrupo conmutativo. Lo llamaremos semigrupo de
tipo.

Demostración. Sean rAs, rBs P S, entonces:

1. La operación ` esta bien definida: tome A1, B1 P rAs, rBs respectivamente, luego:

1.1) A „ A1.

1.2) B „ B1.

1.3) B` „ B`1 .

Entonces AYB` „ A1 YB
`
1 .

Es decir: rAs ` rBs “ rAYB`s “ rA1 YB
`
1 s “ rA1s ` rB1s.

2. La operación ` es conmutativa y asociativa: es inmediato de (1.2) .

Observación 2.1.6. Note que rHs “ e sirve como identidad del grupo y sí E Ă X,
denotamos rEs :“ rE ˆ t0us.
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Dado un semigrupo conmutativo con unidad, hay un orden natural dado por: α ď β
sí y solo sí existe γ en el semigrupo tal que α ` γ “ β. Note que rAs ď rBs sí y solo sí
A ď B, i.e., A es G˚-equidescomponible con un subconjunto de B.

Teorema 2.1.7. (Ley de cancelación débil) Sí para α, β P S y n P N se tiene que:
nα ď nβ entonces α ď β.

Demostración. nα ď nβ sí y solo sí
n
ÿ

i“1

α ď
n
ÿ

i“1

β, entonces existen A,B Ă X˚ tales que

α “ A y β “ B, reescribimos nα ď nβ como
n
ÿ

i“1

rAs ď
n
ÿ

i“1

rBs, ahora bien,

rAs ` rAs “ rAY Ap1qs donde Ap1q es un levantamiento de A.

Inductivamente
n
ÿ

i“1

rAs “
”

n
ď

i“0

Apiq
ı

, análogamente con β, por lo tanto llegamos a que

”

n
ď

i“0

Apiq
ı

ď

”

n
ď

i“0

Bpiq
ı

sii
n
ď

i“0

Apiq ď
n
ď

i“0

Bpiq, tome E “
Ťn
i“0A

piq y F “
n
ď

i“0

Bpiq,

entonces E es G˚-equidescomponible con un subconjunto de F .
Sea χ : E ÝÑ E` Ă F la función que atestigua que E „ E` y similarmente φi :

Ap0q ÝÑ Apiq, ψi : Bp0q ÝÑ Bpiq (estas existen pues rAp0qs “ rAp1qs “ ¨ ¨ ¨ “ rApn´1qs) y
igualmente para los Bpiq.

Para cada a P Ap0q, sea ā “ ta, φ1paq, ..., φn´1paqu y para b P Bp0q, sea b̄ “ tb, ψ1pbq, ..., ψn´1pbqu,
entonces se puede ver que Ā “ tā : a P Ap0qu forma una partición de E debido a que:

Sí tomamos a0 P E, entonces a0 P A
pi0q para un único i0 P t0, ..., n ´ 1u, como

A „ Ai0 bajo φi0 , entonces si consideramos x P φ´1
i0
pa0q, tenemos que a0 P x̄ Ă

ď

āPĀ

ā.

Sí γ̄, η̄ P Ā tales que γ̄ ‰ η̄ implica que γ̄ X η̄ “ H: Sí existiera x P γ̄ X η̄, existirían
r, s P t0, ..., n´ 1u tales que x “ φrpγq y x “ φspηq, entonces x P ApsqXAprq, lo cuál
es una contradicción pues tApiqun´1

i“0 es una partición de E.

Ahora formamos un grafo bipartito haciendo el primer conjunto de vértices Ā y el
segundo B̄ y defina las aristas por ā b̄ sí pχ ˝ φiqpaq P b̄; entonces este grafo es n-
regular en la primera parte y de máximo grado n en la segunda parte, mas aún, satisface
la condición del matrimonio (ver el Teorema A.1.2) en la primera parte, ya que, sí
Y Ă Ā es tal que |Y | “ k y sí se considera Z el conjunto de vecindades de vértices de
Y ; entonces el número de aristas que van de Y a Z es nk, pero si |Z| ă k, entonces el
número de aristas que salen de Z hacia Y sería menor a kn, lo cuál es una contradicción.

Por el Teorema de Hall-Rado-Hall, obtenemos un apareamiento M para el grafo
que cubre a A, para cada vértice ā, hay una única arista ā b̄ y existe en virtud de
pχ ˝ φiqpaq “ ψjpbq.

Consideré ahora Ci,j “ ta P Ap0q : ā b̄ P M y pχ ˝ φiqpaq “ ψjpbqu y Di,j “ tb P
Bp0q : ā b̄ PM y pχ ˝ φiqpaq “ ψjpbqu.
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Entonces ψ´1
j ˝ χ ˝ φi mapea Ci,j en Di,j y es una G˚- congruencia dado que ψj, χ y

φi lo son. Como tCi,ju particiona Ap0q, esto muestra que Ap0q „
Ť

Di,j Ă Bp0q.

Corolario 2.1.8. (Ley de Cancelación) Sí para α, β P S y n P N se tiene que: nα “ nβ
entonces α “ β.

Corolario 2.1.9. Sí α P S y n P N satisfacen que pn` 1qα ď nα, entonces 2α “ α.

Demostración. Sustituya la desigualdad hipótetica en sí misma:
nα ě pn` 1qα “ nα ` α ě pn` 1qα ` α “ nα ` 2α.

Eventualmente llegaremos a nα ě nα ` nα “ 2nα, como claramente nα ď 2nα,
entonces tenemos que nα “ 2nα y por la ley de cancelación concluimos que α “ 2α.

Teorema 2.1.10. (Teorema de Tarski) Suponga G actuando en X y E Ă X, entonces
existe una medida finitamente aditiva, G-invariante µ : 2X Ñ r0,8s con µpEq “ 1 si y
solo si E no es finitamente G-paradójico.

Demostración. Asuma que existe una medida µ : 2X ÝÑ r0,8s finitamente aditiva,
G-invariante con µpEq “ 1 y por contradicción asuma que E es G-paradójico, por Pro-
posición 1.1.13 E es G-despreciable, pero esto implica que µpEq “ 0.

Para probar la otra dirección, asuma que E no es G-paradójico y sea S el semigrupo
de tipos de la acción de G en X, entonces 2ε ‰ ε donde ε “ E ˆ t0u, entonces por el
contrarrecíproco del Corolario 2.1.9 pn ` 1qε ę nε, para todo n P N, por Teorema
2.1.2 existe ν medida en S tal que µpεq “ 1, definiendo µpAq :“ νpA ˆ t0uq obtenemos
la medida G-invariante en 2X .

Al conjunto de medidas de probabilidad finitamente aditivas lo notaremos por PMpEq.

2.2. Grupos amenables y operaciones que los preservan
I

Tomando en el Teorema 2.1.10 X “ E “ G, llegamos a la siguiente definición:

Definición 2.2.1. Un grupo G se dice amenable sí existe una medida finitamente adi-
tiva, G´invariante a izquierda µ : 2G Ñ r0,8q tal que µpGq “ 1.

Observación 2.2.2. Gracias al Teorema 2.1.10, tenemos que G es amenable sí y
solo sí G no es G-paradójico.

A continuación se expondrán algunas propiedades de los grupos amenables.

Teorema 2.2.3. 1. Todo grupo finito es amenable.
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2. Un subgrupo de un grupo amenable es amenable.

3. Sí N es un subgrupo normal de G, con G amenable, entonces G{N es amenable.

4. Sí G es la unión directa de un sistema dirigido de grupos amenables, tGα : α P Iu,
entonces G es amenable.

5. Todo grupo abeliano es amenable.

Demostración. 1. Sí |G| “ n ă 8, defina µpAq :“ |A|
n

para todo A Ă G.

2. Sea µ una medida enG yH un subgrupo deG. SeaM un conjunto de representantes
para la colección de cosets a derecha de H en G. Defina ν en 2H por:

νpAq “ µp
Ť

tgA : g PMuq, entonces vemos que:

Sí A,B Ă H y A X B “ H, considere g1, g2 P M , entonces Ag1 X Bg2 “ H,
caso contrario, existe a P A tal que ag1 P Bg2.

• Sí g1 “ g2, entonces a P B, lo cuál es una contradicción.
• Sí g1 ‰ g2 entonces ag1 P Bg2 Ă Hg2, por lo tanto Hg1 X Hg2 ‰ H lo

cuál es una contradicción con la definición de M .

De lo anterior concluimos que νpAYBq “ νpAq ` νpBq.

Sí A Ă G y r P G, entonces:
νprAq “ µp

Ť

tprAqg : g P Muq “ µ
`

rp
Ť

tAg : g P Muq
˘

“ νpAq pues µ es
G´invariante a izquierda.

3. Sí µ es una medida para G, defina ν : pG{Nq Ñ r0, 1s mediante νpAq “ µp
Ť

Aq,
las propiedades de ν se verifican igual que en p2q.

4. Sea G “
Ť

tGα : α P Iu, con Gα grupo amenable, µα la respectiva medida tal que
para cada α, β P I, existe γ P I tal que Gα y Gβ son subgrupos de Gγ.

Considere el espacio topológico r0, 1s2G , que es compacto gracias al Teorema de
Tychonoff. Para α P I, defina:

Mα “ tµ : 2G Ñ r0, 1s : µpGq “ 1, µpgAq “ µpAq y µpAYBq “ µpAq ` µpBqu para
todo par A,B Ă G disjuntos y todo g P Gα.

Entonces cadaMα es no vacío pues al menos está µ definida por µpAq “ µαpAXGαq.

De manera análoga a la prueba del Teorema 2.1.2, se puede ver que Mα es un
subconjunto cerrado de r0, 1s2G . Dado que Mγ ĂMαXMβ cuando Gα, Gβ Ă Gγ, la
colección tMα : α P Iu posee la propiedad de intersección finita, es decir que
existe µ P

Ş

tMα : α P Iu y tal µ atestigua que G es amenable.
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5. Sea G un grupo abeliano y considere tH ď G : H es finitamente generadou. Bajo
el orden de inclusión, este conjunto define un sistema dirigido y más aún, G es la
unión directa de este sistema. Ciertamente, sí tomamos α P G, entonces α P xαy, el
subgrupo cíclico de 1 generador. Luego, por (4), será suficiente probar el resultado
para grupos abelianos finitamente generados.

Sí H “ xa1y , tome ε ą 0 arbitrario. Escoja N P N tal que 2
N
ď ε y defina

µε : 2H Ñ r0, 1s por:

µεpAq “
|ti : 1 ď i ď N, ai1 P Au|

N

Entonces:

a) µεpHq “ 1 es inmediato.

b) Sí A,B Ă H tales que AXB “ H, entonces µεpAYBq “ µεpAq Y µεpBq.

c) Sea A Ă H, defina:

Ā “ ti : 1 ď i ď N, ai1 P Au y a1Ā “ tj : 1 ď j ď N, aj1 P a1Au.

Sí N P Ā, entonces aN`1
1 P a1A, pero como en a1Ā solo consideramos las potencias

menores o iguales que N , tendríamos que pN ` 1q R a1Ā.

Reescriba el conjunto a1A como tj : 1 ď j ď N, aj´1
1 P Au; sí 1 P Ā, entonces a1 P A

y a1 R a1A, caso contrario, j “ 0 estaría en a1A.

Por lo tanto, 0 ď | |Ā| ´ | ¯a1A| | ď 2 y de aquí es fácil concluir que:

|µεpa1Aq ´ µεpAq| ď
2

N
ă ε.

Para cada ε ą 0, defina Mε “ t% : 2Z Ñ R : |%paAq ´ %pAq| ă εu, entonces la
construcción de arriba nos muestra que Mε ‰ H.

Adicionalmente, tenemos que Mε es cerrado para todo ε ą 0 por un razonamiento
similar al Teorema 2.1.2.

La familia de conjuntos tMεuεą0 cumple con la propiedad de intersección finita
pues:

n
č

i“1

Mεi “Mmı́n εi .

Gracias al Teorema de Tychonoff, encontramos µ P
č

εą0

Mε tal que H es amenable.
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Para el caso general, sea H “ xa1, ..., amy y defina:

µεpAq “
|tpi1, ..., imq : 1 ď i1, ..., im ď N y ai11 ...aimm P Au|

Nm

entonces, similarmente a como se probó antes, tenemos que:

a) µεpHq “ 1.

b) µεpAYBq “ µεpAq Y µεpBq sí AXB “ H.

c) Sea ak P H un generador, A Ă H y defina Ā, akĀ de manera similar al caso
anterior, entonces:

Sí pi1, ..., ik´1, N, ..., imq P Ā, entonces pi1, ..., ik´1, N ` 1, ..., imq R akĀ.
Sí pi1, ..., ik´1, 1, ..., imq P Ā, entonces pi1, ..., ik´1, 1, ..., imq R akĀ.

Por lo tanto:
|µεpakAq ´ µεpAq| “

2Nm´1

Nm
“

2

N
ď ε.

Por un razonamiento de compacidad similar al anterior, termina la prueba.
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Capítulo 3

Grupos amenables vía medias

Finalizando el capítulo anterior, se definieron grupos amenables como aquellos
grupos G que admitían una medida de probabilidad finitamente aditiva, G-invariante.

Gracias al teorema de representación de Riesz-Markov-Kakutani, podemos conectar
la teoría de la medida con el análisis funcional, lo que a su vez nos permitirá dar una
nueva definición de amenabilidad junto con más ejemplos explícitos.

3.1. Relación entre medias y medidas
Definición 3.1.1. Sea Z un conjunto, considere el espacio vectorial `8pZq de todas las
funciones acotadas x : Z Ñ C, entonces este conjunto es un espacio de Banach con la
norma ‖¨‖

8
dada por: ‖x‖

8
:“ sup

aPZ
|xpaq|.

Para cada λ P C, se tiene que λ P `8pZq como la función constante.

Definición 3.1.2. Una media en Z es un mapa lineal m : `8pZq Ñ C tal que:

1. mp1q “ 1.

2. mpϕq ě 0 para todo ϕ P `8pZq tal que ϕ ě 0.

Proposición 3.1.3. Sea m : `8pZq Ñ C una media, entonces ‖m‖ “ 1.

Demostración. Sea ϕ P `8pZq función a valor real, defina ψ :“ ‖ϕ‖
8
¨ 1 ´ ϕ, entonces

ϕ ě 0 y por hipótesismpψq ě 0, reescribiendo tenemos que:mpϕq ď ‖ϕ‖
8
, reemplazando

φ por ´φ obtenemos ´mpϕq ď ‖ϕ‖
8
ùñ |mpϕq| ď ‖ϕ‖

8
.

Tome ahora ϕ P `8pZq arbitrario, sea λ P C tal quempλϕq “ |mpϕq|(tome λ “ mpϕq).
Como `8pZq es cerrado bajo conjugación, existen ϕ1, ϕ2 P E tales que λϕ “ ϕ1` iϕ2

(recordar que sí z P C, entonces z “ z`z̄
2
` i z´z̄

2
), como 0 ď mpλϕq “ mpϕ1 ` iϕ2q por lo

tanto mpϕ2q “ 0 y concluimos que: |mpϕq| “ mpλϕq “ mpϕ1q ď ‖ϕ1‖8 ď ‖λϕ‖8.
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Al conjunto de todas las medias sobre Z lo denotaremos por MpZq.
A continuación se mostrará que existe una biyección natural entre PMpZq y MpZq,

la cuál nos permitirá usar herramientas clásicas de análisis funcional y nos llevará a la
segunda definición de amenabilidad.

Para ello, se seguirá el siguiente razonamiento: dado A Ă Z, denotamos por χA a la
función característica de A.

Sea m P MpZq, defina el mapa pm : 2Z Ñ R por: pmpAq “ mpχAq, nótese lo siguiente:

pmpZq “ mpχZq “ mp1q “ 1.

Sí A,B Ă Z disjuntos, entonces χAYB “ χA ` χB y se sigue que:

pmpAYBq “ mpχAYBq “ mpχAq `mpχBq “ pmpAq ` pmpBq.

Teorema 3.1.4. El mapa Φ : MpZq Ñ PMpZq definido por Φpmq “ pm es biyectivo.

Para probar esto se usarán unos cuántos lemas.
Sea E pZq “ SpanpχA : A Ă Zq, luego tenemos el siguiente lema:

Lema 3.1.5. El subespacio vectorial E pEq es denso en `8pZq.

Demostración. Lema 4.1.9 de [6].

Sea µ P PMpZq y para cada x P E pZq, defina µ̂pxq “
ÿ

λPC

µpx´1
pλqqλ.

Lema 3.1.6. Sea x P E pZq. Suponga que hay una partición finita pAiqiPI de Z tal que la
restricción de x a Ai es constante e igual a αi para cada i P I, entonces:

pµpxq “
ÿ

iPI

µpAiqαi.

Demostración. Dado que µ es finitamente aditiva:
ÿ

iPI

µpAiqαi “
ÿ

λPC

´

ÿ

αi“λ

µpAiq
¯

λ “
ÿ

λPC

µpx´1
pλqqλ “ pµpxq.

Lema 3.1.7. El mapa pµ : E pZq Ñ C es lineal y continuo.

Demostración. Sean x, y P E pZq y ξ, η P C, denote por V,W el conjunto de valores
tomados por x y y respectivamente. Los subconjuntos de la forma x´1pαq X y´1pβq, con
pα, βq P V ˆW , definen una partición finita de Z. Aplicando el Lema 3.1.6, tenemos
que:

pµpξx` ηyq “
ÿ

pα,βqPVˆW

µpx´1
pαq X y´1

pβqqpξα ` ηβq

“ ξ
´

ÿ

pα,βqPVˆW

µpx´1
pαqX y´1

pβqqα
¯

` η
´

ÿ

pα,βqPVˆW

µpx´1
pαqX y´1

pβqqβ
¯
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“ ξpµpxq ` ηpµpyq. Por lo tanto pµ es lineal.

Ahora bien, note que:

|pµpxq| “ |
ÿ

λPC

µpx´1
pλqqλ| ď

ÿ

λPC

µpx´1
pλqq|λ| ď

ÿ

λPC

µpx´1
pλqq‖x‖

8
“ ‖x‖

8
,

donde la última igualdad se tiene del hecho que:
ÿ

λPC

µpx´1
pλqq “ µpZq “ 1.

Así concluimos que pµ es continua.

Lema 3.1.8. Sea X un espacio vectorial normado y Y un subespacio vectorial denso de
X. Suponga que ϕ : Y Ñ C es un mapa lineal y continuo, entonces existe una extensión
lineal y continua pϕ : X Ñ C.

Demostración. Lema 4.1.12 de [6].

Demostración. (Teorema 3.1.4 ): Sea µ P PMpZq, por los Lemas 3.1.5, 3.1.7 y 3.1.8,
el mapa pµ : E pZq Ñ R puede extenderse a un mapa lineal continuo µ̄ : `8pZq Ñ C, de
donde se tiene que:

µ̄p1q “ pµp1q “ µpZq “ 1.

Sí y P E pZq y y ě 0, entonces µ̄pyq “ µ̂pyq ě 0. Usando la densidad de E pZq en
`8pZq, se concluye que para todo x P `8pZq tal que x ě 0, µ̄pxq ě 0.

Por tanto µ̄ P MpZq.
Para todo subconjunto A Ă Z, se tiene que µ̄pχAq “ pµpχAq “ µpAq, luego Φpµ̄q “ µ

y esto nos da la sobreyectividad de Φ.
Para probar la inyectividad, tome m1,m2 P MpZq tales que Φpm1q “ Φpm2q, luego

m1pχAq “ m2pχAq para todo A Ă E, por linealidad, m1 “ m2 en E pZq y por densidad
obtenemos el resultado en `8pZq.

Al conjunto p`8pZqq˚ dotado con la topología derivada de la norma operador ‖¨‖
se le conoce como la topología fuerte. Por otro lado, definimos la topología débil * en
p`8pZqq˚ como la topología más pequeña tal que el mapa evaluación ψx : p`8pZqq˚ Ñ R,
ψxpuq “ upxq, es continuo para todo x P `8pZq.

De la Definición 3.1.2 tenemos que MpZq Ă tu P p`8pZqq˚ : ‖u‖ “ 1u.

Teorema 3.1.9. El conjunto MpZq es un subconjunto compacto y convexo de p`8pZqq˚
respecto a la topología débil ˚.

Demostración. 1. MpZq es convexo: sean m1,m2 P MpZq y t P r0, 1s, es claro que
ptm1 ` p1 ´ tqm2qp1q “ 1 y además si tomamos x P `8pZq tal que x ě 0 entonces
ptm1` p1´ tqm2qpxq ě 0 pues estamos sumando términos mayores o iguales que 0,
de lo cuál se concluye que MpZq es convexo.
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2. MpZq es compacto: probaremos que MpZq es cerrado en la topología débil ˚ y como
está contenido en la bola unitaria de `8pZq, que es compacta gracias al teorema de
Banach-Alaoglu, (ver el Teorema B.1.3), concluiremos que MpZq es compacto.

Tome pmiqiPI una red en MpZq que converge a u P p`8pZqq˚, entonces, para todo i P I
tenemos que ψ1pmiq “ mip1q “ 1 y ψxpmiq “ mipxq ě 0 para todo x P `8pZq tal
que x ě 0. Usando la continuidad de las evaluaciones y tomado límites obtenemos
que ψ1puq “ up1q “ 1 y ψxpuq “ upxq ě 0, por lo tanto u P MpZq y se sigue que
MpZq es cerrado.

3.2. Relación entre medias y medidas sobre grupos
En está sección, se explorarán las propiedades adicionales de PMpZq y MpZq cuando el

conjunto sobre el cuál se construyen es un grupo.
Sea G un grupo, entonces G define una acción natural a izquierda sobre PMpGq y MpGq

como sigue:

1. Sea µ P PMpGq y g P G, definimos gµ : 2G Ñ r0, 1s por gµpAq “ µpg´1Aq para todo
A Ă G.

2. Sea x P `8pGq y g P G, definimos gx : G Ñ R por gxphq “ xpg´1hq para todo
h P G.

3. Sea u P p`8pGqq˚ y g P G, por dualidad podemos definir gu : `8pGq Ñ R por
gupxq “ upg´1xq para todo x P `8pGq.

Decimos que u es invariante a izquierda sí gupxq “ upxq para todo x P `8pGq y
g P G.

Observe que ‖gx‖
8
“ sup

hPG
|gxphq| “ sup

hPG
|xpg´1hq| “ sup

hPG
|xphq| “ ‖x‖

8
.

De lo anterior obtenemos que la acción de G en `8pGq define una isometría y conse-
cuentemente una función continua en `8pGq para todo g P G.

Proposición 3.2.1. La acción a izquierda de G en MpGq es afín y continua con respecto
a la topología débi ˚ en MpGq.

Demostración. Es claro que la acción a izquierda de G en p`8pGqq˚ es lineal. Por otro
lado, si se fija un g P G, entonces el mapa u ÞÑ gu es continuo en p`8pGqq˚ dado que, el
mapa u ÞÑ gupxq es el mapa evaluación en el punto g´1x, que es continuo por la definición
de la topología débil ˚. Como MpGq es un subconjunto convexo de p`8pGqq˚ (gracias al
Teorema 3.1.9), se concluye que la restricción de la acción a MpGq es afín y continua.

Proposición 3.2.2. Sea g P G y A Ă G, entonces gχA “ χgA
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Demostración. Sea h P G, entonces gχAphq “ χApg
´1hq “ 1 sí y solo sí g´1h P A,

equivalentemente h P gA, por lo tanto χgAphq “ 1, de donde concluimos que gχA “
χgA.

Recordamos ahora la biyección Φ : MpGq Ñ PMpGq definida por Φpmq “ pm, con
pmpAq “ mpχAq.

Teorema 3.2.3. Sea g P G y m P MpGq, entonces xgm “ g pm.

Demostración. Sea A Ă G, usando la Proposición 3.2.2 vemos que:
xgmpAq “ gmpχAq “ mpg´1χAq “ mpχg´1Aq “ pmpg´1Aq “ g pmpAq.

Proposición 3.2.4. Sea m P MpGq, entonces m es invariante a izquierda (abrev. lim)
sí y solo sí la respectiva medida de probabilidad finitamente aditiva pm es invariante a
izquierda.

Demostración. Se sigue del Teorema 3.2.3.

Teorema 3.2.5. Sea G un grupo, entonces G es amenable sí y solo sí existe una lim.

Proposición 3.2.6. Sea G un grupo. Suponga que existe una pmiqiPI en MpGq tal que,
para todo g P G, la red pgmi ´miqiPI converge a 0 en p`8pGqq˚ con la topología débil ˚.
Entonces G es amenable.

Demostración. Dado que MpGq es compacto en la topología débil ˚ por el Teorema 3.1.9,
se puede asumir que la red pmiq converge a una media m P MpGq. Sea g P G, dado que la
acción a izquierda de G en MpGq es continua por la Proposición 3.2.2, se tiene que, para
todo x P `8pGq la red pgmi ´miqpxq converge a 0. tomando límites, se tiene la igualdad
gmpxq “ mpxq. Por lo tanto gm “ m, lo que muestra que m es invariante a izquierda,
por lo tanto G es amenable.

Observación 3.2.7. Sea g P G, denote por δg el mapa definido por δgpfq “ fpgq para
f P CcpGq. De la definición de convolución es fácil ver que: pδg ˚ φqpxq “ φpg´1xq, por lo
tanto δg ˚φ “ gφ P `8pGq y podemos escribir la condición de amenabilidad como sigue:

Definición 3.2.8. Sea G un grupo, entonces G es amenable sí y solo sí existe una
media en `8pGq tal que mpδg ˚ φq “ mpφq.

Definición 3.2.9. Sea PpGq “ tf P `1pGq : f ě 0, ‖f‖1 “ 1u, entonces m se dice una
media invariante a izquierda topológica (abreviado t-lim) sí m es una media tal
que mpf ˚ φq “ mpφq para φ P `8pGq, f P PpGq.

Lema 3.2.10. Sea G un grupo, entonces toda t-lim es lim.

Demostración. Sea m una t-lim, tome φ P `8pGq, g P G y fije f P PpGq, entonces:
mpδg ˚ φq “ mpf ˚ δg ˚ φq “ mppf ˚ δgq ˚ φq “ mpφq.

(El hecho de que f ˚ δg P PpGq se sigue del Corolario B.2.5)
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Lema 3.2.11. Sea G un grupo y m P UCBpGq˚(ver la Definición B.2.4) una lim,
entonces m es una t-lim.

Demostración. Sean φ P UCBpGq, f P `1pGq, como m es una lim, vemos que:

mpδg ˚ pf ˚ φqq “ mppf ˚ φqq. (3.1)

Para cada φ P UCBpGq, el funcional f ÞÑ mpf ˚ φq es continuo (dado que es la
composición de una convolución con m, las cuales son continuas), por lo tanto, existe
ψ P `8 tal que: mpf ˚ φq “

ÿ

xPG

fpxqψpxq. Por la ecuación (3.1) tenemos que:

ÿ

xPG

fpxqψpxq “
ÿ

xPG

pδg ˚ fqpxqψpxq “
ÿ

xPG

fpg´1xqψpxq “
ÿ

uPG

fpuqψpguq,

luego ψ “ δg´1 ˚ ψ, de donde concluimos que existe Cpφq constante tal que:

mpf ˚ φq “ Cpφq
ÿ

xPG

fpxq.

Si f P PpGq, entonces mpf ˚ φq “ Cpφq.

Consideré ahora peαqαPA una aproximación acotada de la identidad para `1pGq con-
tenida en PpGq, (ver la Definición B.2.13), entonces: mpf ˚ φq “ ĺım

α
mpf ˚ eα ˚ φq “

Cpφq “ ĺım
α
mpeα ˚ φq “ mpφq.

Teorema 3.2.12. Sea G un grupo, entonces son equivalentes:

1. G es amenable.

2. Existe una t-lim en `8pGq.

3. (Propiedad de Reiter) Para todo Q Ă G compacto y todo ε ą 0, existe f P PpGq
tal que:

sup
xPQ

∥∥x´1f ´ f
∥∥

1
ď ε.

4. (Condición de Følner) Para todo subconjunto finito E Ă G y ε ą 0, existe un
subconjunto finito F Ă G tal que:

|gF4F | ď ε|F |.

Demostración. (1 implica 2) Sea G un grupo amenable, entonces existe m una lim para
`8pGq, como UCBpGq es un subespacio de `8pGq, entonces m es una lim para UCBpGq.

Sea peαqαPA una aproximación acotada de la identidad para `1pGq contenida en PpGq
y defina: rm : `8pGq Ñ C por: rmpφq “ ĺım

α
mpeα ˚ φ ˚ eαq, entonces:
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rmp1q “ 1:

note que p1 ˚ eαqpgq “
ÿ

xPG

1pxqeαpx
´1gq “

ÿ

xPG

eαpx
´1gq “ ‖eα‖1 “ 1.

Repitiendo este razonamiento concluimos que: rmp1q “ ĺımαmpeα ˚ 1 ˚ eαq “ 1.

‖rm‖ “ 1:

por definición, ‖rm‖ “ sup
‖φ‖8“1

|rmpφq| “ sup
‖φ‖8“1

| ĺım
α
mpeα ˚ φ ˚ eαq|.

Ahora basta con ver que: |mpeα ˚ φ ˚ eαq| ď ‖m‖‖eα‖1‖φ‖8‖eα‖1.

rmpf ˚ φq “ rmpφq para f P PpGq y φ P `8pGq:
Tome f P PpGq y φ P l8pGq, entonces:
rmpf ˚ φq “ ĺım

α
mpeα ˚ pf ˚ φq ˚ eαq

rmpf ˚ φq “ ĺım
α
mpeα ˚ pf ˚ φq ˚ eαq “ ĺım

α
mpf ˚ peα ˚ φ ˚ eαqq

“ ĺım
α
mpeα ˚ φ ˚ eαq (pues m es una t-lim)

“ rmpφq.

De esta manera demostramos que rm es una t-lim para `8pGq.
(2 implica 3) Sea m una t-lim en `8pGq; como PpGq es débilmente ˚ denso en el

conjunto de todas las medias de `8pGq, existe una red pfiqi Ă PpGq que converge a m en
la topología débil ˚. Más aún, como m es una t-lim, para todo f P PpGq tenemos que:

ĺım
i
pf ˚ fi ´ fiq “ 0. (3.2)

Esto debido a que:

xf ˚ fi, ϕy “
ÿ

xPG

pf ˚ fiqpxqϕpxq “
ÿ

xPG

´

ÿ

yPG

fpxyqfipy
´1
q

¯

ϕpxq

“
ÿ

yPG

´

ÿ

xPG

fpxyqϕpxq
¯

fipy
´1
q p dado que ‖f‖1 “ 1q

“
ÿ

yPG

´

ÿ

xPG

f̌py´1x´1
qϕpxq

¯

fipy
´1
q p tome f̌pzq “ fpz´1

qq

“
ÿ

yPG

´

ÿ

xPG

f̌puqϕpu´1y´1
q

¯

fipy
´1
q

“
ÿ

yPG

pf̌ ˚ ϕqpy´1
qfipy

´1
q

“ xfi, f̌ ˚ ϕy.
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Por lo tanto:
ĺım
i
xf ˚ fi ´ fi, ϕy “ ĺım

i
xf ˚ fi, ϕy ´ xfi, ϕy “ ĺım

i
xfi, f̌ ˚ ϕy ´ xfi, ϕy

“ mpf̌ ˚ ϕq ´mpϕq

“ 0 (pues m es una t-lim)

.

Defina E “
ź

fPPpGq

`1
pGq, entonces E es localmente convexo y la topología débil en E

está dada por el producto de topologías debiles.

Sea Σ Ă E definido por: Σ “ tpf ˚ g ´ gqfPPpGq : g P PpGqu. Note que Σ es convexo
ya que, si tomamos f, g1, g2 P PpGq y t P r0, 1s, tenemos la igualdad:

tpf ˚ g1 ´ g1q ` p1´ tqpf ˚ g2 ´ g2q “ f ˚ ptg1 ` p1´ tqg2q ´ ptg1 ` p1´ tqg2q

Más aún, gracias a (3.2) su clausura en la topología débil ˚ contiene al 0.
Entonces existe una red pgjqj Ă PpGq tal que para todo f P PpGq :

ĺım
j
‖f ˚ gj ´ gj‖1 “ 0

Inclusive, si escojemos f P K Ă l1pGq compacto y ε ą 0 arbitrario, entonces existen
ξ1, ..., ξn tales que: ‖f ´ ξk‖ ď ε para algún k P t1, ..., nu.

Escoja j0 tal que: ‖ξl ˚ gj ´ gj‖ ď ε para todo l P t1, ..., nu y j ě j0.
Entonces para todo j ě j0 y f P K obtenemos el siguiente resultado:
‖f ˚ gj ´ gj‖1 “ ‖pf ˚ gj ´ ξk ˚ gjq ` pξk ˚ gj ´ gjq‖1

ď ‖f ˚ gj ´ ξk ˚ gj‖1 ` ‖ξk ˚ gj ´ gj‖1

ď ‖gj‖1‖f ´ ξk‖1 ` ‖ξk ˚ gj ´ gj‖1 ď 2ε.

Debido a que gj P PpGq y considerando k tal que ‖f ´ ξk‖1 ď ε.

Escoja Q Ă G compacto tal que e P Q y ε ą 0. Fije f P PpGq, como el mapa
G Ñ `1pGq dado por x ÞÑ x´1f es continuo (Corolario B.2.7), entonces el conjunto
tx´1f : x P Qu es un compacto en `1pGq, por consiguiente, existe j tal que:∥∥x´1f ˚ gj ´ gj

∥∥
1
ď ε para todo x P Q.

Considere g “ f ˚ gj y tome x P Q arbritrario, entonces g P PpGq y se tiene que:∥∥x´1g ´ g
∥∥

1
“

∥∥px´1g ´ gjq ` pgj ´ gq
∥∥

1
ď

∥∥x´1f ˚ gj ´ gj
∥∥

1
` ‖f ˚ gj ´ gj‖1 ď 2ε

(3 implica 4): Sea Q Ă G una vecindad compacta de eG, ε ą 0 y K “ Q2. Por hipótesis,
sabemos que existe f P PpGq tal que:
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sup
xPK

∥∥x´1f ´ f
∥∥

1
ď
ε|Q|

2|K|

Aplicando el Lema B.2.8 a f y x´1f tenemos que:∥∥x´1f ´ f
∥∥

1
“

ż 8

0

|xF pf, rq4F pf, rq|dr para todo x P G.

Por lo tanto, para todo x P K se tiene que:

ż 8

0

|F pf, rq|

˜

ÿ

xPK

|xF pf, rq4F pf, rq|
|F pf, rq|

¸

dr “
ÿ

xPK

∥∥x´1f ´ f
∥∥

1
ď
ε|Q|

2
.

Ahora presentaremos una serie de hechos que nos permitirán concluir que xAXA ‰ H:

1. Dado que
ż 8

0

|F pf, rq|dr “ ‖f‖1 “ 1, existe algún r tal que 0 ă |F pf, rq| ă 8 y

ÿ

xPK

|xF pf, rq4F pf, rq|
|F pf, rq|

ď
ε|Q|

2
,

en caso contrario: |F pf, rq|
ÿ

xPK

|xF pf, rq4F pf, rq|
|F pf, rq|

ą |F pf, rq|
ε|Q|

2

Puesto que la función |F pf, rq| es positiva para todo r.

Integrando a ambos lados tendríamos que:

ż 8

0

|F pf, rq|

˜

ÿ

xPK

|xF pf, rq4F pf, rq|
|F pf, rq|

¸

dr ą ‖f‖1

ε|Q|

2
.

Lo cuál supone una contradicción con lo antes demostrado.

2. Para el conjunto A “

#

x P K :
|xF pf, rq4F pf, rq|

|F pf, rq|
ď ε

+

se tiene que |KzA| ă
|Q|

2
.

Caso contrario:

ÿ

xPK

|xF pf, rq4F pf, rq|
|F pf, rq|

ě
ÿ

xPKzA

|xF pf, rq4F pf, rq|
|F pf, rq|

ą ε|KzA| ą
ε|Q|

2

lo cuál es, nuevamente, una contradicción.
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3. Q Ă AA´1

Sea x P Q, note que Q “ eGQ Ă Q2 “ K pues Q es vecindad compacta de eG.

Entonces |xK XK| ě |xQXK| “ |xQ| “ |Q| y por lo tanto:

|Q| ď |xK XK| “ |xpAY pKzAqq X pAY pKzAqq|

ď |xAX A| ` |KzA| ` |xpKzAq|

“ |xAX A| ` 2|KzA| ă |xAX A| ` |Q|.

Por lo tanto |xA X A| ą 0, es decir, existen a, y P A tales que: ax “ y, entonces
x “ ya´1.

Ahora, sean x1, x2 P A, entonces se tiene que:

x1x
´1
2 F pf, rq4F pf, rq Ă px1x

´1
2 F pf, rq4x1F pf, rqq Y px1F pf, rq4F pf, rqq

y ciertamente esto implica que:

|x1x
´1
2 F pf, rq4F pf, rq| ď |px1x

´1
2 F pf, rq4x1F pf, rqq| ` |px1F pf, rq4F pf, rqq|

“ |px´1
2 F pf, rq4F pf, rqq|`|px1F pf, rq4F pf, rqq| ď 2ε|F pf, rq|.

Con lo cuál habremos acabado la prueba.

(4 implica 1): Sea pEnqnPN una sucesión creciente de subconjuntos finitos de G, en-
tonces por la Condición de Folner, existen Fn conjuntos finitos tales que:

|gFn4Fn| ď
|Fn|

n
para todo g P En,

denote fn “
χFn

|Fn|
, entonces tenemos que fn P PpGq y ‖gfn ´ fn‖1 “

|gFn4Fn|
|Fn|

Sea m un punto de acumulación para pfnqnPN en la topología débil ˚, entonces m es
una lim en l8pGq.

3.3. Grupos amenables y operaciones que los preservan
II

En esta sección, utilizaremos algunos de los resultados ya obtenidos para ampliar la
clase de grupos amenables y poder dar ejemplos más concretos.
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Teorema 3.3.1. Sí, dos grupos G y H son isomorfos, con G amenable, entonces H
también es amenable.

Demostración. Sea θ : GÑ H el isomorfismo entre los grupos y mG la media invariante
a izquierda para G. Defina ahora θ˚ : `8pHq Ñ `8pGq por: θ˚φ “ φ ˝ θ, note que está
bien definida pues: ‖θ˚φ‖

8
“ sup

gPG
|pθ˚φqpgq| “ sup

gPG
|pφpθpgqq| “ sup

hPH
|φphq| “ ‖φ‖

8
dado

que θ es un isomorfismo.

Defina entonces mH : `8pHq Ñ R como mHpφq “ mGpθ
˚φq, entonces vemos que:

1. mHp1q “ mGpθ
˚1q “ 1.

2. mHpyq ě 0 cuando y ě 0 : sea y P `8pHq tal que y ě 0, entonces θ˚y ě 0, por lo
tanto 0 ď mGpθ

˚yq “ mHpyq.

3. mHphφq “ mHpφq para todo h P H: sea h P H, entonces para todo x P G :
θ˚hφpxq “ phφ ˝ θqpxq “ hφpθpxqq “ φph´1θpxqq, dado que θ es isomorfismo, existe
a P G tal que θpaq “ h´1 por consiguiente φph´1θpxqq “ φpθpaqθpxqq “ φpθpaxqq “
pφ˝θqpaxq “ θ˚φpaxq “ a´1θ˚φpxq, finalmente:mHphφq “ mGpa

´1θ˚φq “ mGpθ
˚φq “

mHpφq.

Teorema 3.3.2. Sí N es un subgrupo normal de G, y tanto N como G{N son amena-
bles, entonces G es amenable.

Demostración. Sean ν1, ν2 y mν1 ,mν2 las medidas y medias invariantes para N y G{N
respectivamente. Para cada A Ă G, defina fA : GÑ C por fApgq “ ν1pN X g

´1Aq.
Sean g1, g2 P G tales que g1N “ g2N , entonces g´1

2 g1 “ h P N , luego:
fApg2q “ ν1pN X g

´1
2 Aq “ ν1pN X hg

´1
1 Aq “ ν1phpN X g

´1
1 Aqq “ ν1pN X g

´1
1 Aq “

fApg1q.
De lo anterior concluimos que fA induce una función f̂A acotada con dominio en G{N .

Se procede a definir µpAq “ mν2pf̂Aq y se probará que cumple con los requisitos de una
medida G´invariante y finitamente aditiva en 2G:

1. Dado que fG “ χG “ 1, entonces µpGq “ 1.

2. Sean A,B Ă G tales que AXB “ H, entonces g´1AX g´1B “ H para todo g P G,
por lo tanto:

fAYBpgq “ ν1pN X g´1pA Y Bqq “ ν1pN X pg´1A Y g´1Bqq “ fApgq ` fBpgq, de
donde se sigue que f̂AYBpgNq “ f̂ApgNq ` f̂BpgNq, lo que finalmente nos permite
concluir que µpAYBq “ µpAq ` µpBq.

3. Sea g P G, entonces fgApg0q “ ν1pN X g´1
0 gAq “ fApg

´1g0q “ gfApg0q, usando la
invarianza a izquierda de mν2 tenemos por resultado que µpgAq “ µpAq.
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Corolario 3.3.3. Suponga que G1 y G2 son grupos amenables, entonces el grupo
G “ G1 ˆG2 es amenable.

Demostración. El conjunto H “ tpg1, eG2q : g1 P G1u es un subgrupo normal de G
isomorfo a G1 con cociente isomorfo a G2.

Teorema 3.3.4. Sea 0 Ñ H Ñ G Ñ K Ñ 0 una sucesión exacta corta de grupos
contables, sí H,K son grupos amenables, entonces G es amenable.

Demostración. Por el Teorema 3.3.1 y la Observación A.2.6, tenemos que Kerpgq
y G{Kerpgq son dóciles, dado que Kerpgq es normal en G, usando el Teorema 3.3.2,
finalizamos la demostración.

Teorema 3.3.5. Todo grupo soluble es amenable.

Demostración. Sea G un grupo soluble y teu “ H0 Ă H1 Ă H2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Hn “ G la
respectiva cadena finita de G.

Note que:

1. H0 es abeliano, por lo tanto amenable gracias al Teorema 2.2.3.

2. H0 es normal en H1.

3. H1{H0 es abeliano por definición de grupo soluble y nuevamente amenable gracias
al Teorema 2.2.3.

4. Debido al Teorema 3.3.2 tenemos que H1 es amenable.

Gracias a la finitud de la cadena, podemos repetir este proceso un número finito de
veces hasta llegar al final de la sucesión, entonces concluiremos que G es amenable.

Ejemplo 3.3.6. El grupo de Lamplighter es amenable.

Demostración. Ver el Corolario A.2.17.

Ejemplo 3.3.7. Todo grupo nilpotente es soluble.

Demostración. Ver la Proposición A.2.10.

Ejemplo 3.3.8. El grupo SL2pZq no es amenable.

Demostración. Para probar esto, se considerarán las siguientes matrices A,B P SL2pZq:

A “

ˆ

1 k
0 1

˙

y B “
ˆ

1 0
k 1

˙

con k ě 2, junto con el grupo Γ generado por estas y se mostrará que:
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1. Sí Ω1 “ tpx, yq P Z2ztp0, 0qu : |x| ă |y|u y Ω2 “ tpx, yq P Z2ztp0, 0qu : |y| ă |x|u,
entonces AnΩ1 Ă Ω2 y BmΩ2 Ă Ω1 para todo par n,m P Zzt0u:

a) Sea px, yq P Ω1 y n1 P Zzt0u, entonces
ˆ

1 kn1

0 1

˙ ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x` kn1y
y

˙

, dado que

|x| ă |y|, entonces |kn1y ` x| ą |kn1y ´ y| “ |y||kn1 ´ 1| ą |y|, por lo tanto
An1Ω1 Ă Ω2.

b) Sea px, yq P Ω2 y n2 P Zzt0u
ˆ

1 0
kn2 1

˙ ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x
kn2x` y

˙

, dado que |y| ă |x|

entonces |kn2x` y| ą |kn2x´ x| “ |x||kn2 ´ 1| ą |x|, por lo tanto Bn2Ω2 Ă Ω1.

2. Fije ω P Ω1. Entonces Ai1Bi2 ¨ ... ¨Bin´1Ainω ‰ ω, con i1, ..., in P Zzt0u :
Es fácil deducir de (1) que:

Ainω P Ω2

Bin´1pAinωq P Ω1
...
Ai1pBi2 ¨ ... ¨Bin´1Ainωq P Ω2.

(3.3)

3. Usando el lema del ping-pong, tendremos que Γ es un grupo libre de rango 2,
usando la Observación 2.2.2 y el Teorema 3.3.1, concluimos que SL2pZq no es
amenable.

Ejemplo 3.3.9. Sea X un conjunto infinito. Entonces el grupo de simetrías SympXq no
es amenable

Demostración. Sea X un conjunto infinito, entonces X contiene un conjunto que se
encuentra en correspondencia biyectiva con Z ˆ Z (esto pues X tiene 2 opciones, o es
infinito contable, en cuyo caso el mismo es biyectivo con ZˆZ, o es infinito no contable,
en cuyo caso contiene un subconjunto propio, que es biyectivo con Zˆ Z).

Dado que SL2pZq Ă SympZˆZq, gracias al ejemplo anterior, concluimos que SympXq
no es amenable.

Sin embargo, el subgrupo Sym0pXq “ tπ P SympXq : πpxq ‰ x solamente para finitos xu,
es un grupo dócil infinito gracias al Teorema 2.2.3.
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Capítulo 4

La propiedad de contenencia débil y la
amenabilidad de un grupo

4.1. Vectores casi invariantes
Una representación π tiene un vector casi invariante sí existe una sucesión de

vectores unitarios ξi tales que:

‖πpgqξi ´ ξi‖Ñ 0 para todo g P G.

Teorema 4.1.1. Un grupo G es amenable sí y solo sí la representación regular a iz-
quierda admite un vector casi invariante.

Demostración. Asuma G un grupo amenable y sea Fi una sucesión de Følner

aproximando un conjunto generador S. Defina ξi “
χFi

a

|Fi|
, entonces:

‖λGpgqξi ´ ξi‖2 “
ÿ

xPG

|λGpgqξipxq ´ ξipxq|
2

“
1

|Fi|

ÿ

xPG

|χ2
Fi
pg´1xq ´ 2χFi

pg´1xqχFi
pxq ` χ2

Fi
pxq|.

Ahora notamos que:

|χ2
Fi
pg´1xq ´ 2χFi

pg´1xqχFi
pxq ` χ2

Fi
pxq| “

$

’

&

’

%

0 sí x P gFi X Fi
1 sí x P gFizFi
1 sí x P FizgFi

De donde es fácil concluir que: ‖λGpgqξi ´ ξi‖2 “
|gFi4Fi|
|Fi|

ă ε, es decir, λG admite

un vector casi invariante.
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Para probar el recíproco, considere ξi P `2pGq un vector casi invariante. Defina fi “ ξ2
i ,

entonces fi P `1pGq y además:∥∥g´1fi ´ fi
∥∥

1
“

ÿ

xPG

|g´1ξ2
i pxq ´ ξ

2
i pxq|

“
ÿ

xPG

|ξ2
i pg

´1xq ´ ξ2
i pxq|

“
ÿ

xPG

|ξipg
´1xq ´ ξipxq| ¨ |ξipg

´1xq ` ξipxq|

ď

´

ÿ

xPG

|ξipg
´1xq´ξipxq|

2
¯

1
2
¨

´

ÿ

xPG

|ξipg
´1xq`ξipxq|

2
¯

1
2 (por Cauchy-Schwarz)

ď 2‖ξi‖2

´

ÿ

xPG

|ξipg
´1xq ´ ξipxq|

2
¯

1
2

“ 2‖ξi‖2

´

ÿ

xPG

|λGpgqξipxq ´ ξipxq|
2
¯

1
2

“ 2‖ξi‖2‖λGpgqξipxq ´ ξipxq‖2 Ñ 0

por definición de vector casi invariante.

4.2. Contenencia débil
Definición 4.2.1. Sean pπ,Hq y pρ,Kq dos representaciones unitarias del grupo G, deci-
mos que π está débilmente contenida en ρ sí toda función de tipo positivo asociada a π
se puede aproximar uniformemente en compactos de G por sumas finitas de funciones de
tipo positivo asociadas a ρ; es decir, para todo ξ P H, Q Ă G compacto y ε ą 0, existen

η1, ..., ηn P K tales que para todo x P Q:
ˇ

ˇxπpxqξ, ξy ´
n
ÿ

i“1

xρpxqηi, ηiy
ˇ

ˇ ă ε. En tal caso

escribimos π ă ρ.
Sí π ă ρ y ρ ă π, decimos que π y ρ son débilmente equivalentes y escribimos

π „ ρ.

Lema 4.2.2. Sea pπ,Hq una representación unitaria de un grupo G. Entonces π „ mπ
para m P N positivo.

Demostración. (π ă mπ): Es fácil de calcular.
(mπ ă π): Sean:

ξ “ pξrq
m
r“1 P mH.
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Q Ă G un subconjunto compacto.

ε ą 0.

Tomando ηr “ ξr P H , tenemos que, para todo x P Q:

|xmπpxqξ, ξy ´
m
ÿ

r“1

xπpxqηr, ηry| “ |
m
ÿ

r“1

xπpxqξr, ξry ´
m
ÿ

r“1

xπpxqηr, ηry| “ 0 ă ε

Entonces mπ ă π. Por lo tanto mπ „ π.

Proposición 4.2.3. Sean pπ,Hq, pρ,Kq y pπi,HiqiPI representaciones unitarias de un
grupo G, entonces se tiene que:

1. π ă ρ sí y solo sí para todo par de números cardinales m,n ą 0 se tiene que
mπ ă nρ.

2.
À

i πi ă ρ sí y solo sí πi ă ρ para todo i P I.

Demostración. 1. Una implicación es clara, para la otra dirección, considere m,n ą 0
números cardinales arbitrarios, entonces existen conjuntos I, J tales que n “ |I| y
m “ |J |.

Dados M,N números naturales positivos, entonces gracias al Lema 4.2.2 se tiene
que:

Mπ ă π ă ρ ă Nρ (4.1)

Sean:

ξ “ pξiq
m
i“1 P mH y ε ą 0.

Q Ă G subconjunto compacto.

Entonces existe M P N finito y positivo tal que:

|
ÿ

iąM

xπpxqξi, ξiy| ă ε,

dado que Mπ ă ρ gracias a (4.1), entonces existen η1, ..., ηR P K tales que:

|

m
ÿ

i“1

xπpxqξi, ξiy ´
R
ÿ

k“1

xρpxqηk, ηky| ă ε,

por lo tanto:

|
ÿ

iPI

xπpxqξi, ξiy ´
ÿ

jPJ

R
ÿ

k“1

xρpxqηk, ηky| ď C1 ` C2 con:
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C1 “ |

M
ÿ

i“1

xπpxqξi, ξiy ´
R
ÿ

k“1

xρpxqηk, ηky|

y

C2 “ |
ÿ

iPIzt1,...,Mu

xπpxqξi, ξiy ´
ÿ

jPJzt1u

R
ÿ

k“1

xρpxqηk, ηky|

2. Por definición de contenencia débil, tenemos que:

para todo
À

iPI ξi P
À

iPI Hi, para todo Q Ă G compacto y para todo ε ą 0, existen
η1, ..., ηn P K tales que, para todo x P Q se tiene que:

|x‘πipxqξi,‘ξiy ´
n
ÿ

s“1

xρpxqηs, ηsy| ă ε

que es equivalente a:

|
ÿ

iPI

xπipxqξi, ξiy ´
n
ÿ

s“1

xρpxqηs, ηsy| ă ε

para i0 fijo, considere el vector ‘iPIξ “ ξi0 ‘ p‘i‰i00q, entonces tenemos que:

|xπi0pxqξi0 , ξi0y ´
n
ÿ

s“1

xρpxqηs, ηsy| ă ε.

Luego πi0 ă ρ; como i0 fue arbitrario, concluimos que πi ă ρ para todo i P I.

Para probar el recíproco, consideramos un conjunto de tπiuiPI de representaciones
unitarias tales que πi ă ρ para todo i P I, entonces ‘iPIπ ă nρ, con n “ |I|.
Gracias a p1q tenemos que nρ ă ρ, por lo tanto ‘iPIπi ă ρ.

Proposición 4.2.4. Sean pπ1,H1q, pπ2,H2q, pρ1,K1q, pρ2,K2q representaciones unitarias
de G tales que π1 ă ρ1 y π2 ă ρ2. Entonces π1 b π2 ă ρ1 b ρ2.

Demostración. Sean: Q Ă G compacto, ξ1 b ξ2 P H1 b H2 y ε ą 0, entonces de la
definición de contenencia débil, sabemos que existen tηsuMs“1 Ă H1 y tηruNr“1 Ă H2 tales
que, para todo x P Q se tiene que:

|xπ1pxqξ1, ξ1y ´

M
ÿ

s“1

xρ1pxqηs, ηsy| ă ε
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y

|xπ2pxqξ2, ξ2y ´

N
ÿ

r“1

xρ2pxqηr, ηry| ă ε

tomando tηs b ηru
pM,Nq
ps,rq“p1,1q Ă K1 bK2, podemos concluir que:

R0 “ |xpπ1 b π2qpxqξ1 b ξ2, ξ1 b ξ2y ´

M
ÿ

s“1

N
ÿ

r“1

xpρ1 b ρ2qpxqηs b ηr, ηs b ηry|

“ |xπ1pxqξ1, ξ1yxπ2pxqξ2, ξ2y ´

M
ÿ

s“1

xρ1pxqηs, ηsy
N
ÿ

r“1

xρ2pxqηr, ηry|

ď |xπ1pxqξ1, ξ1|R1 `

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

r“1

xρ2pxqηr, ηry
ˇ

ˇ

ˇ
R2, con:

R1 “ |xπ1pxqξ1, ξ1y ´

M
ÿ

s“1

xρ1pxqηs, ηsy|

R2 “ |xπ2pxqξ2, ξ2y ´

N
ÿ

r“1

xρ2pxqηr, ηry|

entonces: R0 ă ε
´

|xπ1pxqξ1, ξ1|`

ˇ

ˇ

ˇ

řN
r“1xρ2pxqηr, ηry

ˇ

ˇ

ˇ

¯

, es decir, π1bπ2 ă ρ1bρ2.

Teorema 4.2.5. Sea G un grupo, entonces son equivalentes:

1. 1G ă λG

2. π ă λG para toda π representación unitaria de G.

3. G es amenable.

Demostración. (1 implica 2): Sí 1G ă λG, entonces π “ 1G b π ă λG b π, como λG b π
es un múltiplo de λG, (gracias al Ejemplo C.2.4), se sigue el resultado.

(2 implica 1): Es claro dado que 1G es una representación unitaria.

(1 implica 3): Sean Q Ă G un compacto y ε ą 0, entonces por Teorema 4.1.1 existe
fQ,ε P `

2pGq con ‖fQ,ε‖2 “ 1 tal que:

sup
xPQ
‖λGpxqfQ,ε ´ fQ,ε‖2 ă ε
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sea gQ,ε “ |fQ,ε|
2, entonces gQ,ε P PpGq y por desigualdad de Cauchy-Schwarz:∥∥x´1gQ,ε ´ gQ,ε

∥∥
1
“

∥∥x´1
|fQ,ε|

2
´ |fQ,ε|

2
∥∥

1
“

∥∥px´1fQ,ε ´ fQ,εqpx
´1fQ,ε ` fQ,εq

∥∥
1

ď ‖λGpxqfQ,ε ` fQ,ε‖2‖λGpxqfQ,ε ´ fQ,ε‖2

ď 2‖λGpxqfQ,ε ´ fQ,ε‖2

ă 2ε.
Para todo x P Q. Por lo tanto G cumple la condición de Reiter.
(3) ùñ (1): Asuma que se tiene la condión de Reiter. Sean Q Ă G compacto y ε ą 0,

sea f P PpGq tal que:
sup
xPQ

∥∥x´1f ´ f
∥∥

1
ă ε

tome g “
?
f , se sigue que g P `2pGq y ‖g‖2 “ 1. Más aún, dado que |a´b|2 ă |a2´b2|

para todo par a, b de números reales positivos, obtenemos que:

‖λGpxqg ´ g‖2
2 “

ÿ

yPG

|λGpxqgpyq ´ gpyq|
2
ă

ÿ

yPG

|λGpxqgpyq
2
´ gpyq2| “

∥∥x´1f ´ f
∥∥

1

ă ε

4.3. Una caracterización en términos de las C˚-algebras
Sea G un grupo con la topología discreta, pπ,Hq una representación unitaria de G,

entonces podemos considerar el ˚-álgebra homomorfismo `1pGq Ñ LpHq denotado por rπ
y definido mediante la fómula:

rπpfq “
ÿ

xPG

fpxqπpxq P LpHq

es decir:

xrπpfqξ, ηy “
ÿ

xPG

fpxqxπpxqξ, ηy P C, con ξ, η P H

Ejemplo 4.3.1. Dada pλG, `2pGqq la representación regular de G, f P `1pGq y ξ P `2pGq,
entonces rλGpfqξ P `2pGq y más aún:

rλGpfqξpyq “
´

ÿ

xPG

fpxqλGpxq
¯

ξpyq “
ÿ

xPG

fpxqξpx´1yq “ pf ˚ ξqpyq.

Por lo tanto rλGpfqξ “ f ˚ ξ.

Defina ahora la representación universal πuniv de G como la suma directa de todas
las representaciones cíclica unitarias de G. Entonces existe rπuniv : `1pGq Ñ LpHunivq y
definimos la norma maximal de f P `1pGq por:

‖f‖máx “ ‖rπunivpfq‖.
Lo cuál nos permite concluir que:
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Lema 4.3.2. Sea f P `1pGq, entonces:
∥∥∥rλGpfq∥∥∥ ď ‖f‖máx ď ‖f‖1.

Demostración. Aplique el Lema C.1.8.

Definición 4.3.3. La completación de `1pGq con respecto a la norma f ÞÑ ‖f‖máx es
una C˚-álgebra llamada C˚-álgebra maximal de G y denotada por C˚pGq.

Definición 4.3.4. La completación de `1pGq con respecto a la norma f ÞÑ ‖λGpfq‖ es
una C˚-álgebra llamada C˚-álgebra reducida de G y denotada por C˚redpGq.

Observación 4.3.5. Gracias a la proposición C.1.12, tenemos que λG ă πuniv, en-
tonces existe un mapa sobreyectivo Huniv Ñ `2pGq dado por la proyección sobre aquellas
componentes cíclicas de `2pGq que también están presentes en la descomposición de Huniv.

Esto se puede trasladar a un ˚´álgebra epimorfismo C˚pGq Ñ C˚redpGq.

Teorema 4.3.6. Sean π, ρ representaciones unitarias de G, entonces son equivalentes:

1. π ă ρ.

2. ‖rπpfq‖ ď ‖rρpfq‖ para todo f P l1pGq.

Demostración. (1 implica 2) Dado un ξ P H y f P l1pGq fijos, tenemos que:

‖rπpfqξ‖2
“ xrπpfqξ, rπpfqξy

“
ÿ

xPG

fpxqxπpxqξ, rπpfqξy

“
ÿ

xPG

fpxqxrπpfqξ, πpxqξy

“
ÿ

xPG

fpxq
´

ÿ

yPG

fpyqxπpyqξ, πpxqξy
¯

“
ÿ

xPG

fpxq
´

ÿ

yPG

fpyqxπpyqξ, πpxqξy
¯

“
ÿ

xPG

ÿ

yPG

fpxqfpyqxπpxqξ, πpyqξy

“
ÿ

xPG

ÿ

yPG

fpxqfpyqxπpy´1xqξ, ξy

para ‖rρpfqξ‖2 obtenemos una identidad similar.

45



Sea ε ą 0, entonces existe Q Ă G compacto tal que:
ÿ

xPGzQ

|fpxq| ă ε.

Como Q Ă QYQ´1, entonces tenemos que:
ÿ

xPGzpQYQ´1q

|fpxq| ă ε.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que Q es simétrico.

Para la pareja pε,Qq y ξ P H, existen η1, ..., ηn P K tales que, para todo y´1x P Q

|xπpy´1xqξ, ξy ´
n
ÿ

i“1

xρpy´1xqηi, ηiy| ă ε.

Usando el hecho de que, sí |A´B| ă ε entonces |A| ă |B| ` ε, tenemos que:

|xπpy´1xqξ, ξy| ă ε` |
n
ÿ

i“1

xρpy´1xqηi, ηiy|,

lo cuál implica que:

ÿ

px,yqPQˆQ

fpxqfpyq|xπpy´1xqξ, ξy| ă
ÿ

px,yqPQˆQ

fpxqfpyq|
´

|

n
ÿ

i“1

xρpy´1xqηi, ηiy|
¯

` ε‖f‖2
1.

Ahora notamos lo siguiente:

GˆG “ rpGzQq ˆ pGzQqs Y pQˆQq Y rpGzQq ˆQs Y rQˆ pGzQqs.

De dónde se concluye que:

1.
ÿ

px,yqPpGzQqˆpGzQq

fpxqfpyq ă ε2.

2.
ÿ

px,yqPrQˆpGzQqs

fpxqfpyq ă ε‖f‖1.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que eG P Q, entonces obtenemos que:

| ‖ξ‖2
´

n
ÿ

i“1

‖ηi‖2
| ă ε,
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por un razonamiento igual al antes hecho, concluimos que:

n
ÿ

i“1

‖ηi‖2
ă ‖ξ‖2

` ε.

De todo lo anteriormente hecho, es claro que;

‖rπpfqξ‖2
ă

ÿ

px,yqPQˆQ

fpxqfpyq|
´

|

n
ÿ

i“1

xρpy´1xqηi, ηiy|
¯

` ε‖f‖2
1 ` ε

2
` 2ε‖f‖1

“

n
ÿ

i“1

ÿ

px,yqPQˆQ

fpxqfpyq|xρpy´1xqηi, ηiy| ` ε‖f‖2
1 ` ε

2
` 2ε‖f‖1.

Para i fijo sabemos que
ÿ

px,yqPQˆQ

fpxqfpyq|xρpy´1xqηi, ηiy| ă ‖rρpfq‖2‖ηi‖2

(pues para cualquier vector η P K tenemos que ‖rρpfqη‖2
“ r2‖rρpfqη̂‖2 con r “ ‖η‖).

Lo que nos lleva a la siguiente desigualdad:

‖rπpfqξ‖2
ă ‖rρpfq‖2

n
ÿ

i“1

‖ηi‖2
` ε‖f‖2

1 ` ε
2
` 2ε‖f‖1

ă ‖rρpfq‖2
`

‖ξ‖2
` ε

˘

` ε‖f‖2
1 ` ε

2
` 2ε‖f‖1

finalmente, tomamos el supremo sobre los ξ P H de norma 1 y concluimos que:

‖rπpfq‖ ď ‖rρpfq‖ para todo f P l1pGq.

(2 implica 1) Sea Q Ă G un subconjunto finito y ε ą 0, tome x P Q y ξ P H, entonces:

1.
∥∥
rπpχteG,xuqξ

∥∥2
“ 2` xπpxqξ, ξy ` xπpxqξ, ξy.

2.
∥∥
rπpχteG,xuqξ

∥∥2
ď

∥∥
rπpχteG,xuq

∥∥2
ď

∥∥
rρpχteG,xuq

∥∥2.

3. Por definición de supremo, existe η “ ηpε, xq P K tal que:

∥∥
rρpχteG,xuq

∥∥2
´

?
2

2|Q|
ε ď

∥∥
rρpχteG,xuqη

∥∥2
.
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Por lo anterior tenemos que:

∥∥
rπpχteG,xuqξ

∥∥2
´

?
2

2|Q|
ď

∥∥
rρpχteG,xuqη

∥∥2

es decir:

xπpxqξ, ξy ` xπpxqξ, ξy ď xρpxqη, ηy ` xρpxqη, ηy `

?
2

2|Q|
ε.

Defina ahora h : GÑ C por:

hpzq “

$

’

&

’

%

1 sí z “ eG

i sí z “ x

0 en otro caso.

Entonces:

‖rπphqξ‖2
“ 2` ixπpxqξ, ξy ` ixξ, πpxqξy “ 2` i

`

xπpxqξ, ξy ´ xπpxqξ, ξy
˘

.

Por un razonamiento análogo al anterior concluimos que:

i
`

xπpxqξ, ξy ´ xπpxqξ, ξy
˘

ď i
`

xρpxqη, ηy ´ xρpxqη, ηy
˘

`

?
2

2|Q|
ε,

como |Q| “ n, para cada ξ P H de norma 1, existen η1, ..., ηn tales que:

xπpxqξ, ξy ` xπpxqξ, ξy ď
n
ÿ

s“1

´

xρpxqηs, ηsy ` xρpxqηs, ηsy
¯

`

?
2

2
ε

y

i
`

xπpxqξ, ξy ` xπpxqξ, ξy
˘

ď i
n
ÿ

s“1

´

xρpxqηs, ηsy ` xρpxqηs, ηsy
¯

`

?
2

2
ε.

Si escribimos xπpxqξ, ξy ´
n
ÿ

s“1

´

xρpxqηs, ηsy
¯

“ a` ib, entonces tenemos que:

|xπpxqξ, ξy ´
n
ÿ

s“1

xρpxqηs, ηsy| “ a2
` b2

ď ε2.
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Gracias al Teorema 4.3.6, ‖f‖máx “ ‖λGpfq‖ sí y solo sí λG ă πuniv y πuniv ă λG,
por Teorema 4.2.3, esto implica que π ă λG para toda π representación unitaria cíclica,
luego existe un ˚-álgebra epimorfismo C˚redpGq Ñ C˚pGq. Juntado esto con la Observa-
ción 4.3.5 y la caracterización de amenabilidad, llegamos a una nueva definición de
grupo amenable:

Teorema 4.3.7. Sea G un grupo con la topología discreta, entonces son equivalentes:

1. G es amenable.

2. C˚pGq – C˚redpGq.
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Apéndice A

Algebra Abstracta

A.1. Teoría de grafos
Definición A.1.1. Definimos un grafo como una pareja H “ pE, V q con V el conjunto
de vértices y E las líneas que los conectan(denotamos una línea del grafo por u v para
u, v P V ), asimismo :

1. Dado v P V , al conjunto NHpvq “ tu P V : u v P Eu se le llama vecindad de v.

2. El grado de un vértice es el número de aristas incidentes al vértice.

3. Un grafo es regular si cada vértice tiene el mismo grado.

4. Un grafo H se dice bipartito si su conjunto de vértices puede dividirse en 2 sub-
conjuntos disjuntos e independientes U, V tal que cada arista del grafo conecta un
vértice en U con un vértice en V .

5. Un apareamiento en un grafo es un conjunto de aristas disjuntas.

6. Dado N un apareamiento y v un vértice, decimos que v es saturado por N sí existe
una arista de N incidente a v.

7. Sea H un grafo bipartito finito con partes U, V , decimos que U tiene un aparea-
miento saturado sí existe un apareamiento que cubre cada vértice de U .

Teorema A.1.2. (Teorema de Hall-Rado-Hall) Dado H un grafo bipartito con partes
U, V , entonces U tiene un apareamiento saturado sí y solo sí para todo W Ă U se tiene
que: |W | ď |NHpW q|.

Demostración. Teorema C.2 de [7]

La condición sobre los subconjuntos de U del Teorema de Hall es llamada también
condición del matrimonio.
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A.2. Teoría de grupos

A.2.1. Nociones básicas

Definición A.2.1. Dados dos grupos H,G, decimos que f : GÑ H es un homomorfismo
de grupos sí fpabq “ fpaqfpbq para todo a, b P G. Además:

Sí f es inyectiva, entonces f se llama monomorfismo.

Sí f es sobreyectiva, entonces f se llama epimorfismo.

Sí f es biyectiva, entonces f se llama isomorfismo y escribimos G – H .

Definición A.2.2. Dado f : GÑ H un homomorfismo de grupos, definimos el kernel de
f como: Kerpfq “ ta P G : fpaq “ eHu, con eH la identidad de H. Asimismo definimos
la imagen de f como: Impfq “ fpGq.

Teorema A.2.3. (Primer teorema del isomorfismo) Sí f : GÑ H es un homomorfismo
de grupos, entonces f induce un isomorfismo G{Kerpfq – Impfq.

Teorema A.2.4. (Segundo teorema del isomorfismo) Sea G un grupo y K,N subgrupos
de G, con N normal en G, entonces K{pN XKq – NK{N .

Definición A.2.5. Dada una sucesión finita de grupos y homomorfismos

A0
f1 // A1

f2 // ....
fn´1 // An´1

fn // An

decimos que es exacta sí Impfiq “ Kerpfi`1q.

En particular, una sucesión de la forma

0 // H
f // G

g // K // 0

es llamada exacta corta.

Observación A.2.6. Note que en una sucesión exacta corta, gracias al Teorema A.2.3,
tenemos que H es isomorfo a Kerpgq, que es normal en G y por un razonamiento similar
K es isomorfo a G{H.

A.2.2. Grupos solubles

Definición A.2.7. Sea G un grupo, h, k P G y H,K subgrupos de G, entonces definimos:

1. rh, ks “ hkh´1k´1 el conmutador de h y k.

2. rH,Ks el subgrupo generado por los conmutadores rh, ks, con h P H y k P K.
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3. DpGq “ rG,Gs el subgrupo derivado o subgrupo conmutador de G.

4. La serie derivada de un grupo G es la sucesión pDi
pGqqiě0 definida por: D0pGq “ G

y Di`1pGq “ DpDipGqq.

5. La serie central descendiente de un grupo G es la sucesión pCi
pGqqiě0 definida por:

C0pGq “ G y Ci`1pGq “ rCipGq, Gs.

De la Definición A.2.7, tenemos que la serie derivada se ve como sigue:

G “ D0
pGq Ą D1

pGq Ą D2
pGq Ą ¨ ¨ ¨

con Di`1pGq normal en DipGq y DipGq{Di`1pGq abeliano para todo i ě 0.

A los grupos cuya serie derivada es finita, se les prestará especial atención.

Definición A.2.8. Sea G un grupo, entonces G se dice soluble sí existe un entero
positivo k tal que DkpGq “ t1Gu. Al entero positivo k más pequeño tal que DkpGq “ t1Gu
se le llama el grado de solubilidad de G.

Definición A.2.9. Sea G un grupo, entonces G se dice nilpotente sí existe un entero
positivo K tal que Ck “ t1Gu. Al entero positivo k más pequeño tal que CkpGq “ t1Gu se
le llama el grado de nilpotencia de G.

Proposición A.2.10. Todo grupo nilpotente es soluble.

Observación A.2.11. A los grupos solubles de grado 2 se les llamará grupos metabe-
lianos.

Teorema A.2.12. Un grupo G se dice soluble sí y solo sí existe una sucesión finita

teu “ H0 Ă H1 Ă H2 Ă ... Ă Hn “ G

de subgrupos de G tales que Hi es normal en Hi`1 y Hi`1{Hi es abeliano para todo
0 ď i ď n´ 1.

Demostración. Para probar una implicación, si se define Hi “ Dk´ipGq, se habrá termi-
nado.

Para el recíproco, asuma que existe una sucesión finita de subgrupos de G tales que

teu “ H0 Ă H1 Ă H2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Hk “ G

tales que Hi es normal en Hi`1 y Hi`1{Hi es abeliano para 0 ď i ď k ´ 1.

Dado que G{Hk´1 es abeliano, entonces abHk´1 “ baHk´1 para a, b P G, y esto pasa
si y solo sí abpbaq´1 P Hk´1, de donde se tiene que DpGq Ă Hk´1.

Similarmente, Hk´1{Hk´2 abeliano implica que xyHk´2 “ yxHk´2 para x, y P Hk´1,
por lo tanto xypyxq´1 P Hk´2, es decir, DpHk´1q Ă Hk´2, pero por el paso anterior,
tenemos que: D2pGq Ă DpHk´1q Ă Hk´2. Inductivamente (gracias a la finitud de la
sucesión), tendremos que: DkpGq “ teGu, de donde se concluye que G es soluble.
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A.2.3. Producto Directo y Semidirecto

Dada pGiqiPI una familia de grupos, defina el siguiente conjunto:
à

iPI

Gi “ tf : I Ñ
ď

iPI

tales que fpiq ‰ eGi
para finitos i P Iu.

Es fácil ver que sí f, g P
à

iPI

Gi, entonces fg P
à

iPI

Gi es la función i ÞÑ fpiqgpiq para todo

i P I. Asimismo se puede ver que está operación adimite un inverso para cada elemento
y posee una identidad.

De lo anterior podemos definir lo siguiente:

Definición A.2.13. Sea pGiqiPI una familia de grupos, al conjunto
à

iPI

Gi con la opera-

ción componente a componente anteriormente descrita se le llama suma directa de los
grupos Gi.

Sean G,H grupos y θ : H Ñ AutpGq un homomorfismo. Sea G ¸θ H el conjunto
GˆH con la siguiente operación:

pg1, h1qpg2, h2q “ pg1rθph1qpg2qs, h1h2q.

Entonces tenemos lo siguiente:

1. El elemento peG, eHq sirve como identidad para la operación de G¸θ H.

2. Dado pg, hq P G¸θH, es fácil ver que el elemento pθph´1qpg´1q, h´1q es su respectivo
inverso en G¸θ H.

3. Dados g1, g2, g3 P G y h1, h2, h3 P H, entonces tenemos que:

pg1, h1q

´

pg2, h2qpg3, h3q

¯

“ pg1, h1qpg2rθph2qpg3qs, h2h3q

“ pg1rθph1qpg2rθph2qpg3qsqs, h1h2h3q

“ pg1rθph1qpg2rθph2qpg3qsqs, ph1h2qh3q

“ pg1rθph1qg2sθph1h2qg3, ph1h2qh3q

“

´

pg1, h1qpg2, h2q

¯

pg3, h3q.

Por lo tanto G¸θ H es un grupo.

Definición A.2.14. Sean G,H grupos y θ : H Ñ AutpGq un homomorfismo, llamamos
al grupo G¸θ H el producto semidirecto de G y H.

Con lo anteriormente expuesto, podermos estudiar un interesante ejemplo:

Definición A.2.15. Al grupo
à

iPZ
pZ{2Zq ¸θ Z, con θ : Z Ñ

À

iPZpZ{2Zq dado por

θpnqppaiqiPZq “ paiqi`nPZ lo llamamos grupo de lamplighter y lo denotamos por L2.
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Sea a P
À

iPZpZ{2Zq, entonces a “ paiqiPZ con ai “ 1 P pZ{2Zq solamente para
finitos i P Z, entonces a está en correspondecia con el subconjunto A Ă Z definido por:
A “ ti P Z : ai “ 1u. Note que sí b P

À

iPZpZ{2Zq es otro elemento con subconjunto
correspondiente B, entonces ab estará en correspondencia con el conjunto A4B dado
que:

Sí i P AXB, entonces aibi “ 1` 1 “ 0 en pZ{2Zq.

Sí i P AzB, entonces aibi “ 1` 0 “ 1 en pZ{2Zq.

De lo anteriormente expuesto, es claro que todo elemento en L2 se puede ver de la forma
rS, rs para S Ă Z finito y n P Z. Sí rT,ms es otro elemento en L2, entonces

rS, ns ¨ rT,ms “ rS4pθpnqT q, n`ms “ rpS4pT ` nq, n`ms.

Así pues, podemos identificar la identidad de L2 por rH, 0s.

Lema A.2.16. El grupo de lamplighter L2 puede ser generado por 2 elementos, uno de
orden 2 y otro de orden infinito.

Demostración. Sean t “ rH, 1s y a “ rt0u, 0s elementos en L2, entonces tenemos que:

ta “ rH, 1s ¨ rt0u, 0s “ rH4t1` 0u, 1` 0s “ rt1u, 1s.

Y más generalmente

tna “ rH, ns ¨ rt0u, 0s “ rtnu, ns

para todo n P Z, luego:
tnat´n “ rtnu, 0s

de dónde concluimos que, dado rtn1, ..., nmu, ks P L2 arbitrario, se tiene que:

rtn1, ..., nmu, ks “ rtn1, ..., nmu, 0s ¨ rH, ks “ pt
n1at´n1q ¨ ... ¨ ptnmat´nmqtk.

Por lo tanto el conjunto ta, tu es un conjunto generador del grupo de lamplighter.

Corolario A.2.17. El grupo L2 es soluble.

Demostración. Sean t, a P L2 como en el lema anterior y n P Z, entonces:

atnat´n “ rt0u, 0s ¨ rtnu, 0s “ rt0u4tnu, 0s “ rt0, nu, 0s.

tnat´na “ rtnu, 0s ¨ rt0u, 0s “ rt0u4tnu, 0s “ rt0, nu, 0s.

Por lo tanto rt, as “ ra, ts, es decir, el conmutador rL2, L2s es abeliano, por lo tanto L2

es soluble de orden 2.
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A.3. El lema del ping-pong
La siguiente formulación del ping-pong lema se toma de [14].

Teorema A.3.1. Sea G “ xa, by un grupo generado por dos elementos tales que a y b
tienen orden infinito y ponga a actuar a G sobre un conjunto X. Suponga que existen
X1, X2 Ă X disjuntos, no vacíos y tales que, para todo n P Zzt0u:

an ¨X1 Ă X2 y bn ¨X2 Ă X1,

entonces G es libremente generado por ta, bu
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Apéndice B

Análisis

B.1. Análisis Funcional
Los espacios vectoriales aquí considerados tendrán coeficientes en C.

B.1.1. Espacios vectoriales topológicos

Definición B.1.1. Sea X un espacio vectorial normado, decimos que X:

1. Es un espacio de Banach sí toda sucesión de Cauchy en X converge a un punto
en X.

2. Es un álgebra de Banach sí:

a) X es un espacio de Banach.

b) Existe una aplicación ¨ : X ˆX Ñ X (llamada producto) tal que:

Es asociativa.
Es distributiva respecto a la suma de vectores.
αpu ¨ vq “ pαuq ¨ v “ upαvq.
‖u ¨ v‖ ď ‖u‖‖v‖.

Para todo u, v P X y α P C.

3. Es una ˚-álgebra de Banach sí:

a) X es un álgebra de Banach.

b) Existe una aplicación ˚ : X Ñ X (llamada involución) tal que:

pu` vq˚ “ u˚ ` v˚.
pu ¨ vq˚ “ v˚ ¨ u˚.
pu˚q˚ “ u.
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Para todo u, v P X.

4. Es una C˚-álgebra sí:

a) X es una ˚-álgebra.

b) ‖u ¨ u˚‖ “ ‖u‖2 para todo u P X.

B.1.2. Topologías en el dual de un espacio topológico

Sea X un espacio vectorial normado, decimos que un funcional lineal u : X Ñ C
es continuo sí: ‖u‖op “ sup

‖x‖“1

|upxq| ă 8. A este número se le conoce como la norma

operador de u. Al conjunto de todos los funcionales lineales continuos lo llamamos el
dual topológico de X y no denotamos por X˚.

Para cada x P X, sea ψx : X˚ Ñ C el mapa evaluación ψxpuq “ upxq.

Con lo anteriormente expuesto podemos definir lo siguiente:

Definición B.1.2. Sea X un espacio vectorial normado y X˚ su dual topológico, podemos
dotar a este último con las siguientes dos topologías

1. La topología fuerte es aquella inducida por la norma operador ‖¨‖op.

2. La topología débil-* es la miníma topología en la cuál los mapas evaluación son
sontinuos.

Una vez definimos estás topologías, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema B.1.3 (Banach-Alaoglu). Sea X un espacio vectorial normado y denote ‖¨‖
la norma operador en X˚. Entonces la bola unitaria BpX˚q “ tu P X˚ : ‖u‖op ď 1u es
compacta en la topología débil ˚.

B.2. Teoría de la medida
A lo largo de este apéndice, dado 1 ď p ă 8, definimos:

`ppGq “ tf : GÑ C tal que
ÿ

xPG

|fpxq|p ă 8u.

B.2.1. Grupos topológicos

Sea G un grupo topológico, entonces decimos que G es localmente compacto sí:

1. G es un espacio de Hausdorff

57



2. G es un espacio topológico localmente compacto, es decir, para todo x P G, existe
Ux vecindad abierta de x tal que Ux es compacto.

Ejemplo B.2.1. Dado un grupo arbitrario G, si se le dota de la topología discreta,
entonces G será localmente compacto.

Proposición B.2.2. Sea G un grupo topológico, tome eG P G la identidad del grupo y
a P G un elemento arbitrario, entonces:

Las funciones x ÞÑ ax, x ÞÑ xa y x ÞÑ x´1 son homeomorfismos de G en G.

Sí U es una base para la familia de vecindades de eG, entonces taU : U P Uu y
tUa : U P Uu son bases de la familia de vecindades de a.

Proposición B.2.3. Sea G un grupo topológico, eG la identidad de G, y U una vecindad
abierta de eG, entonces:

Existe una vecindad abierta V de eG tal que V V Ă U .

Existe una vecindad simétrica de eG que está contenida en U .

Demostración. Véase la Proposición 9.1.3 de [8].

Definición B.2.4. Sea G un grupo localmente compacto, entonces, denotamos por:

1. CcpGq al conjunto de funciones f : GÑ C tales que tienen soporte compacto.

2. UCBpGq al conjunto de funciones f : GÑ C uniformemente continuas y acotadas.

Es fácil ver que UCBpGq Ă CcpGq Ă `8pGq.

Proposición B.2.5. Sea G un grupo con la topología discreta, entonces cada función en
CcpGq es uniformemente continua a izquierda y uniformemente continua a derecha.

Demostración. Sea f P CcpGq y K “ supppfq. Tome ε ą 0 arbitrario. Para cada x P K,
escoja Ux vecindad abierta de eG tal que |fpxq ´ fpyq| ă

ε

2
cuando y P xUx, luego Vx

vecindad abierta de eG tal que VxVx Ă Ux (por Proposiciones B.2.2 y B.2.3).
La familia txVxuxPK es una cobertura abierta de K y por compacidad del mismo,

existen finitos tx1, ..., xnu tales que txiVxiuni“1 cubre a K. Nuevamente gracias a la Pro-
posición B.2.3, podemos considerar V una vecindad abierta y simétrica de eG tal que
V Ă

Şn
i“1 Vxi . Sean x, y P G tales que y P xV , entonces habrán 3 casos:

1. Sí x, y R K, entonces fpxq “ fpyq “ 0 y por tanto |fpxq ´ fpyq| ă ε trivialmente.

2. Sí x P K y y P xV , entonces existe un i tal que x P xiVxi y asimismo tal que
x, y P xiUi (esto pues x P xiVxi Ă xiUi y y P xV Ă xiVxiVxi Ă xiUi).

Por la suposición inicial, esto implica que |fpxq´fpxiq| ă ε
2
y que |fpxiq´fpyq| ă ε

2
,

usando desigualdad triangular tenemos que |fpxq ´ fpyq| ă ε .
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3. Sí y P K y y P xV , notamos que está última condición es equivalente a:

x P yV ´1 “ yV (esta última igualdad gracias a la simetría de V ).

Cambiando los roles de x, y en (2), será fácil ver que |fpxq ´ fpyq| ă ε .

Por lo tanto f es uniformemente continua a izquierda.

Corolario B.2.6. Sea G un grupo con la topología discreta y f P CcpGq, entonces la
aplicación a ÞÑ af es un mapa continuo de G en CcpGq.

Demostración. Sea ε ą 0, x, y P G. Dado que el mapa z ÞÑ |fpx´1zq ´ fpy´1zq| es
continuo y tiene soporte compacto K, existe z0 P K tal que:

‖xf ´ yf‖
8
“ sup

zPG
|xfpzq ´ yfpzq| “ |xfpz0q ´ yfpz0q|.

Usando la Proposición B.2.5 vemos que, para ε, existe U Ă G vecindad abierta de
eG tal que:

y´1
P x´1U implica que |fpx´1

q ´ fpy´1
q| ă ε.

Por la Proposición B.2.2, el conjunto W “ z0Uz
´1
0 es abierto y además:

sí y´1z0 P x
´1z0W entonces |fpx´1z0q ´ fpy

´1z0q| ă ε,

es decir, ‖xf ´ yf‖
8
ă ε. Por lo tanto, la aplicación a ÞÑ af es continua en norma.

Dado que CcpGq es denso en `ppGq para p P r1,8q, obtenemos lo siguiente:

Corolario B.2.7. Sea G un grupo con la topología discreta y f P `ppGq, entonces la
aplicación a ÞÑ af es un mapa continuo de G en `ppGq.

Finalizaremos está sección probando un lema que relaciona la norma de una función
con la medida de cierto conjunto.

Lema B.2.8. Sea G un grupo con la topología discreta y h, g P `1pGq funciones no
negativas. Para cada r ě 0. Sean F ph, rq “ tt P G : hptq ě ru y F pg, rq “ tt P G : gptq ě
ru, entonces:

‖h´ g‖1 “

ż 8

0

|F ph, rq4F pg, rq|dr
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Demostración. Dadas h, g P `1pGq funciones no negativas, entonces:

|χF ph,rqptq ´ χF pg,rqptq| “

#

0, sí gptq ą r y hptq ą r.
1, sí gptq ą r y hptq ď r.
1, sí gptq ď r y hptq ą r.

De aquí concluimos que: |hptq ´ gptq| “
ż 8

0

|χF ph,rqptq ´ χF pg,rqptq|dr dado que:

sí t0 P G, entonces |χF ph,rqpt0q ´ χF pg,rqpt0q| “ 1 sí y solo sí gpt0q ď r ď hpt0q ó
hpt0q ď r ď gpt0q.

luego habrán 2 casos:

Sí gpt0q ă hpt0q, se tiene que
ż 8

0

|χF ph,rqpt0q ´ χF pg,rqpt0q|dr “ µprgpt0q, hpt0qsq “

hpt0q ´ gpt0q.

Sí hpt0q ă gpt0q, entonces
ż 8

0

|χF ph,rqpt0q ´ χF pg,rqpt0q|dr “ gpt0q ´ hpt0q.

Por lo tanto |hpt0q ´ gpt0q| “
ż 8

0

|χF ph,rqpt0q ´ χF pg,rqpt0q|dr.

Sumando sobre todos los elementos del grupo obtenemos que:

‖h´ g‖1 “
ÿ

tPG

|hptq ´ gptq| “
ÿ

tPG

ż 8

0

|χF ph,rqptq ´ χF pg,rqptq|dr

“

ż 8

0

ÿ

tPG

|χF ph,rqptq ´ χF pg,rqptq|dr

“

ż 8

0

F ph, rq4F ph, rqdr

B.2.2. Álgebra de `1pGq

Definición B.2.9. Sean f, g P `1pGq, entonces definimos f ˚ g : G Ñ C mediante la
siguiente fórmula:

f ˚ gpxq “
ÿ

xPG

fpyqgpxy´1
q para todo x P G.

Proposición B.2.10. Sea G un grupo con la topología discreta y f, g P `1pGq, entonces
f ˚ g P `1pGq y satisface que ‖f ˚ g‖1 ď ‖f‖1‖g‖1.

Demostración. Ver sección (9.4) de [8].

60



Proposición B.2.11. Sea G un grupo con la topología discreta. Entonces `1pGq con la
convolución como multiplicación, es un álgebra de Banach. Más aún, sí definimos el mapa
˚ : `1pGq Ñ `1pGq por: f˚pxq “ fpx´1q, entonces `1pGq es una *-álgebra.

Proposición B.2.12. Sea G un grupo dotado con la topología discreta, entonces existe
una red de funciones no negativas teαuαPA Ă CcpGq, con A un conjunto dirigido, tales
que:

1.
ÿ

xPG

eαpxq “ 1.

2. ĺım
α
‖eα ˚ f ´ f‖1 “ 0 para toda función f P `1

pGq.

Demostración. Lo probaremos primero para el caso en que G tenga una base contable;
para ello consideraremos tUnunPN una sucesión decreciente de vecindades abiertas de eG
tal que toda vecindad abierta de eG contiene algún Un. Para cada n, sea en una función
no negativa en CcpGq que es cero fuera de Un y tal que

ÿ

xPG

enpxq “ 1.

Dado x P G y f P CcpGq, se tiene que:

|pf ˚ en ´ fqpxq| “ |
ÿ

yPG

fpxy´1
qenpyq ´ fpxq|

“ |
ÿ

yPG

fpxy´1
qenpyq ´

ÿ

yPG

enpyqfpxq|

ď
ÿ

yPG

enpyq|fpxy
´1
q ´ fpxq|

ď
ÿ

yPUn

enpyq|fpxy
´1
q ´ fpxq|

como G es localmente compacto, existe W una vecindad abierta de eG y K un sub-
conjunto compacto de G tal que eG P W Ă K, sin pérdida de generalidad, asuma que
Un Ă W , entonces la clausura sUn Ă K es un subconjunto compacto de G; continuando
con la cadena de desigualdades, tenemos que:

|pf ˚ en ´ fqpxq| ď sup
yPsUn

|fpxy´1
q ´ fpxq|

ÿ

yPG

enpyq pel supremo existe ya que f P CcpGqq

“ sup
yPsUn

|fpxy´1
q ´ fpxq|

entonces |pf ˚ en ´ fqpxq| Ñ 0 cuando n Ñ 8 en virtud de que tsUnunPN es una sucesión
decreciente de vecindades compactas de eG, entonces sUn Ñ teGu; dado que CcpGq es denso
en `1pGq, se sigue el resultado.

Ahora bien, en caso de que G no tenga una base contable, Sea el conjunto dirigido
A que consiste de la colección de vecindades abiertas de eG ordenadas por el orden
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parcial U ď V sí V Ă U , procediendo de manera similar al caso anterior, obtenemos el
resultado.

Definición B.2.13. A la red de funciones teαuαPA de la Proposición B.2.12 se le
llama aproximación acotada de la identidad.

Observación B.2.14. `1pGq no es necesariamente una C˚-álgebra, para verlo, considere
el siguiente ejemplo:

Tome G “ Z y x P `1pZq dada por:

xpnq “

$

’

&

’

%

1 sí n “ 0.

´1 sí n “ 1 ó n “ 2.

0 en otro caso.

Entonces: px˚ ˚ xqpnq “
ÿ

mPZ

x˚pmqxpn´mq “
ÿ

mPZ

xp´mqxpn´mq

“ xp1qxpn` 1q ` xp2qxpn` 2q ` xp0qxpnq.
De dónde concluimos que:

px˚ ˚ xqpnq “

$

’

&

’

%

3 sí n “ 0.

´1 sí n “ 2 ó n “ ´2.

0 en otro caso.

Por lo tanto ‖x˚ ˚ x‖1 “ 5 ‰ 9 “ ‖x‖2
1.
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Apéndice C

Representaciones unitarias

C.1. Introducción
Dado H un espacio de Hilbert, decimos que un operador U : H Ñ H es unitario sí

UU˚ “ U˚U “ Id, al conjunto de operadores unitarios con la operación de producto lo
llamamos el grupo unitario de H y lo denotamos por UpHq.

Definición C.1.1. Una representación unitaria de un grupo topológico G en un
espacio de Hilbert H es un homomorfismo de grupos π : G Ñ UpHq tal que el mapa
G Ñ H dado por g ÞÑ πpgqξ es continuo para todo ξ P H. A la representación se le
denotará por pπ,Hq.

Ejemplo C.1.2. Dada una función f : G Ñ C y a P G, definimos la traslación a
izquierda af : G Ñ C por: afpxq “ fpaxq para todo x P G. Dado g P G, definimos el
operador λGpgq : `2pGq Ñ `2pGq dado por: λGpgqξpxq “ g´1ξpxq “ ξpg´1xq; entonces
tenemos que:

1. λGpgq es un operador unitario para todo g P G: sean ξ, η P `2pGq, por definición del
producto interno:

xλGpgqξ, λGpgqηy “
ÿ

xPG

λGpgqξpxqλGpgqηpxq

“
ÿ

xPG

ξpg´1xqηpg´1xq “ xξ, ηy.

2. λGpghq “ λGphqλGpgq para todo par g, h P G: sea ξ P l2pGq, entonces:

λGpghqξpxq “ ξppghq´1xq “ ξph´1g´1xq “ λGphqλGpgqξpxq.

3. El mapa GÑ `2pGq dado por g ÞÑ λGpgqξ es continuo para todo ξ P `2pGq.

Definición C.1.3. Sea pπ,Hq una representación unitaria de G y K un subespacio ce-
rrado y G´invariante de H. Denote, para todo g P G, πKpgq : K Ñ K la restricción de
πpgq a K; entonces obtenemos una representación unitaria para K.
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Definición C.1.4. Sea pHi, x¨, ¨yqiPI una familia de espacios de Hilbert. La suma directa
de los espacios Hi, denotada por

À

iPI Hi es el espacio de Hilbert de todas las familias
pξiqi con ξi P Hi tales que

ř

iPIxξi, ξiyi ă 8 con producto interno dado por:

xpξiqi, pηiqiy “
ÿ

i

xξi, ηiyi.

Proposición C.1.5. Sea pπ,Hq una representación unitaria de G y K un subespacio
cerrado y G´invariante de H. Entonces KK, el complemento ortogonal de K en H es
G´invariante.

Sea pπ,Hq una representación unitaria deG yK un subespacio cerrado yG´invariante,
entonces πpgq “ πKpgq

À

πKKpgq

Demostración. Sean ξ P KK, η P K y g P G, entonces: xπpgqξ, ηy “ xξ, πpgq˚ηy “
xξ, πpg´1qηy “ 0 pues K es G´invariante.

Definición C.1.6. Sea G un grupo topológico, un kernel de tipo positivo en G es
una función continua Φ : G ˆ G Ñ C tal que, para todo n P N, cualesquiera elementos

x1, ..., xn P G y cualesquiera c1, ..., cn P C se tiene que:
n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

cic̄jΦpxi, xjq ě 0.

En particular, dada ϕ : G Ñ C, decimos que es de tipo positivo sí Φ : G ˆ G Ñ C
dada por Φpx, yq “ ϕpx´1yq es un kernel de tipo positivo.

Proposición C.1.7. Sea Φ un kernel de tipo positivo en X. Entonces para todo x, y P X
se tiene que:

1. Φpy, xq “ Φpx, yq.

2. |Φpx, yq|2 ď Φpx, xqΦpy, yq.

Demostración. 1. Para n “ 2, tomando x1 “ x, x2 “ y y c1, c2 P C complejos de
norma 1, entonces tenemos que:

a) Φpxi, xiq ě 0 para i “ 1, 2.

b) γ “ Φpx, xq ` Φpy, yq ` c1c̄2Φpx, yq ` c2c̄1Φpy, xq ě 0.

Entonces γ ´ γ̄ “ c1c̄2pΦpx, yq ´Φpy, xqq ` c2c̄1pΦpy, xq ´Φpx, yqq “ 0, de donde se
concluye que Φpy, xq “ Φpx, yq.

2. Para n “ 2, tomando x1 “ x, x2 “ y tenemos que la matriz
ˆ

Φpx, xq Φpx, yq
Φpy, xq Φpy, yq

˙

es Hermitiana positiva, por lo tanto, todos sus autovalores y consecuentemente, su
determinante es positivo, en otras palabras:
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Φpx, xqΦpy, yq ´ Φpy, xqΦpx, yq ě 0.

Usando el primer inciso, habremos terminado.

Corolario C.1.8. Sea φ una función de tipo positivo para G, entonces |φpgq| ď φpeq
para todo g P G.

Lema C.1.9. Sea H un espacio de Hilbert y f : GÑ H una función continua.
Defina Φ por Φpx, yq “ xfpxq, fpyqy, entonces Φ es un kernel de tipo positivo.

Demostración. Sean n P N, y cualesquiera x1, ..., xn P G, c1, ..., cn P C, entonces:
n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

cic̄jΦpxi, xjq “
n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

cic̄jxfpxiq, fpxjqy “
@

n
ÿ

i“1

cifpxiq, cjfpxjq
D

ě 0.

Proposición C.1.10. Sea pπ,Hq una representación unitaria de G y ξ P H, entonces la
función g ÞÑ xπpgqξ, ξy es de tipó positivo.

Demostración. Tome fpgq “ πpgqξ en Lema C.1.9, entonces Φpg, hq “ xπpgqξ, πphqξy es
de tipo positivo, pero, reescribiendo un poco: Φpg, hq “ xπpgqξ, πphqξy “ xπphq˚πpgqξ, ξy “
xπph´1qπpgqξ, ξy “ xπph´1gqξ, ξy ě 0.

A las funciones xπp¨qξ, ξy se les llamará funciones de tipo positivo asociadas a π.

Definición C.1.11. Una representación pπ,Hq de G es cíclica sí existe un vector ξ P H
tal que SpanpπpGqξq es denso en H. En este caso, ξ se dice un vector cíclico para π.

Proposición C.1.12. Sea pπ,Hq una representación unitaria de G. Entonces H se puede
descomponer en una suma directa H “

À

iHi de subespacios cerrados, G´invariantes y
ortogonales 2 a 2 tales que πæHi

es representación cíclica para todo i.

Demostración. Sea X la colección de todas las familias pHiqi de subespacios cerrados,
G´invariantes y mutuamente ortogonalesHi deH, tales que πæHi

es cíclica. Dote aX con
el orden de inclusión. Por Lema de Zorn, X contiene una familia maximal pHiqi. Entonces
H “

À

iHi; caso contrario, existe ξ ‰ 0 vector ortogonal a todos los subespacios Hi.

Sea K “ spanpπpGqξq, entonces K K Hi para todo i. Luego la familia tpHiqi,Ku P X
y contiene estrictamente a pHiqi, lo cuál supone una contradicción.

Teorema C.1.13. Sea ϕ una función de tipo positivo de G, entonces existe una tripla
pπϕ,Hϕ, ξϕq que consta de:

1. πϕ una representación unitaria cíclica.

2. Hϕ el espacio de Hilbert correspondiente a πϕ.

3. ξϕ un vector cíclico en Hϕ tal que: ϕpgq “ xπϕpgqξϕ, ξϕy para todo g P G.

65



C.2. Representaciones inducidas
Dado un grupo G, pσ,Kq una representación de un subgrupo H de G, definimos

F “ tf : GÑ K| fpxhq “ σph´1qfpxq para todo h P H, g P Gu.

Dados ξ, η P F , dotamos a F de un producto interno como sigue:
Sabemos que K es un espacio de Hilbert, por lo tanto ξpxhq, ηpxhq P K y consecuen-

temente su producto interno está definido; más aún:

xξpxhq, ηpxhqy “ xσph´1
qξpxq, σph´1

qηpxqy “ xξpxq, ηpxqy

donde la última igualdad se tiene del hecho de que pσ,Kq es una representación
unitaria para H.

Por lo tanto el mapa x ÞÑ xξpxq, ηpxqy es constante en los cocientes a derecha de G
módulo H y por ende se puede ver como una función en G{H.

Ahora bien, definimos el producto interno en F como:

xξ, ηy “
ÿ

xHPG{H

xξpxHq, ηpxHqy

y consideramos ahora F , el espacio de Hilbert resultante de la completación de F .
Para cada g P G, definimos un operador πpgq sobre F como: πpgqξpxq “ ξpg´1xq,

entonces se tiene la siguiente igualdad:

xπpgqξ1, πpgqξ2y “
ÿ

xHPG{H

xξ1pg
´1xHq, ξ2pg

´1xHqy “
ÿ

pguqHPG{H

xξ1puHq, ξ2puHqy “ xξ1, ξ2y,

entonces π se extiende a una representación unitaria en F .

Definición C.2.1. Sea G un grupo con la topología discreta, entonces la pareja pπ,Fq,
nos define una representación unitaria para G, llamada representación unitaria de G
inducida por ρ y denotada por π “ IndGHσ.

Teorema C.2.2. Sea pπ,Hπq una representación unitaria de G y pσ,Kσq una represen-
tación unitaria de H. La representación π b IndGHσ es equivalente a IndGHppπæHq b σq.

Los siguientes ejemplos serán de mucha utilidad en el Capítulo 4.

Ejemplo C.2.3. Considere H “ teGu, p1H ,Cq la representación trivial de un subgrupo
H, entonces, igual que antes consideramos:

1. F “ tf : G Ñ C|fpxhq “ 1Gph
´1qfpxqu “ tf : G Ñ Cu dado que H “ teGu y 1H

es la representación trivial.

2. F el espacio de Hilbert resultante de la completación de F .
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3. π : GÑ UpFq dada por: πpgqξpxq “ ξpg´1xq.

De aquí es claro que F “ `2pGq y IndGHp1Gq “ λG, por lo tanto, la inducción de la
representación trivial es la representación regular.

Ejemplo C.2.4. Por el Teorema C.2.2 y el Ejemplo C.2.3 tomando H “ teGu y σ “
1H , entonces πbλG “ πb IndG

teGu
p1teGuq, que es equivalente a IndG

teGu
ppπæteGuqb1teGuq.

Ahora bien, si hacemos nuevamente la construcción de pF , IndG
teGu
ppπæteGuqb1teGuqq,

notamos que F es la completación de Hilbert del espacio F de funciones
f : GÑ Hπ b C –

à

sPS
C para S un conjunto de generadores para Hπ.

Por lo tanto π b λG es equivalente a pdimHπqλG.
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