PARADOJA DE BANACH-TARSKI
Y

TEORIA DE GRUPOS

nnnnn

LA =y

<5,
0 \Wﬂ’ .l

3 )

Pontificia Universidad

JAVERIANA

Colombia
FACULTAD DE CIENCIAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Autor: David Leonardo Ariza Sdnchez.
Director: Mario Andrés Veldsquez Méndez.

Trabajo de grado presentado para optar por el titulo de Matemaéatico.



Indice general

[Agradecimientos|

C Historco

I Tuccion

(1. Equidescomposabilidad y la paradoja de Banach-Tarskil
(1.1. Diseccion de conjuntos| . . . . . . . . . ... ...
[1.2. Paradoja de Banach-Tarsky. . . . . . ... ... ... ... ... .....

[2. Grupos amenables|
[2.1. Teorema de Tarski: Una primera caracterizacion de grupos amenables| . .
[2.2. Grupos amenables y operaciones que los preservan I} . . . . . . . . .. ..

[3. Grupos amenables via medias|
[3.1. Relacion entre medias y medidas| . . . . . .. ... ... ... ... ...
[3.2. Relacion entre medias y medidas sobre grupos| . . . . . . . . . ... ...
[3.3. Grupos amenables y operaciones que los preservan IIf . . . . ... . . ..

[4. La propiedad de contenencia débil y la amenabilidad de un grupo|

[A. Algebra Abstractal
[A.1. Teoria de gratos| . . . . . . . . . . ...
[A.2. Teoria de grupos| . . . . . . . . . ..
[A2.1. Nociones basicad . . . . . ... ... ... . L.
(A.2.2. Grupossolubles| . . . . . . ... ... ..o
[A.2.3. Producto Directo y Semidirecto| . . . . . . . ... ... ... ...
[A.3. El lema del ping-pong| . . . . . ... .. ... ... ... ..

16
16
22

26
26
29
35

39
39
40
44



[B._Analisis| 56

(B.1. Analisis Funcionall . . . . . . . . oo oo 56
[B.1.1. Espacios vectoriales topologicos| . . . . . . . . .. ... ... ... 56

[B.1.2. Topologias en el dual de un espacio topologicol . . . . . . . . . .. 57

B.2. Teorfa delamedidal . . . . . . ... . ... ... 57
2.1. Grupos topologicos| . . . . . . ..o o7

B.2.2. Algebrade /(G| . . . . ... ... 60

[C. Representaciones unitarias| 63
(C. 1. Introduccionl . . . . . . . o Lo 63
(C.2. Representaciones inducidas|. . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 66




Agradecimientos

En primera instancia, me gustaria agradecer a mi familia, por todo el apoyo brindado
a lo largo de estos cinco anos de carrera, porque no solo me dieron la oportunidad de
estudiar en una excelente universidad, sino que siempre estuvieron pendientes de mi
proceso y confiados en que podria culminarlo de la mejor manera.

En segundo lugar, agradecer a mis profesores Mario Velasquez y Leonardo Chacon,
el primero, fue quién siempre estuvo presto a esclarecer para mi todas las dudas, no solo
de este trabajo, sino a lo largo de toda la carrera y el segundo, por dedicar el tiempo a
leer y corregir pacientemente el presente trabajo.

Resumen

El proposito de este trabajo de grado seré dar una introduccion a la teoria de grupos
amenables. En el primer capitulo se estudiara la paradoja de Banach-Tarski, que mas
adelante se volveria en el ejemplo pionero de lo que un grupo amenable no debe permitir.
En el segundo capitulo, se recrearé la prueba de Tarski que da una primera definicién de
grupo amenable, junto con algunas propiedades clausurativas. Para el tercer capitulo se
usaran herramientas de analisis funcional para dar una nueva caracterizaciéon de grupos
amenables y poder dar algunos ejemplos concretos.

Finalmente, en el cuarto capitulo se dara una definiciéon en términos de las C*—
algebras, importantes para estudiar las algebras de Von-Neumann.



Contexto Historico

En 1934 los matemaéticos Stefan Banach y Alfred Tarski, habiéndose basado en tra-
bajos previos hechos por:

1. Giuseppe Vitali, quién prueba que no todos los subconjuntos de la recta real admi-
ten una nocién de medida o tamano.

2. Felix Hausdorff, quién en 1914 demuestra que, salvo un conjunto numerable, es
posible duplicar la esfera 3—dimensional.

Publican un articulo (ver [1]) en el que exponen un resultado contraintuitivo y para-
dojico, el cudl, en su version mas simple, asegura que podemos tomar una bola solida
3—dimensional, diseccionarla, rotar o mover las partes de tal manera que al reensamblar-
las obtendremos 2 esferas idénticas a la original.

Este aparente absurdo, ahora bien conocido como la paradoja de Banach-Tarski,
nos muestra ciertos problemas que puede traer el asumir el axioma de eleccién, como
es la existencia de ciertos conjuntos para los cuales no se puede definir una medida bien
comportada, entiéndase esta como una en la que los conjuntos no cambien de tamano
por solo moverlos. Para probar esto, Banach y Tarski definen en el articulo la nociéon de
G-paradojicidad; que mas adelante, Tarski estudiaria a fondo (ver [4] 6 |7] capitulo 11),
llegando asi al siguiente teorema:

G no admite una descomopsicion G paradojica si y solo si G admite una medida
finitamente aditiva, G-invariante y de medida total 1.

Sin embargo, seria John Von Neumann, en 1929, el primero en nombrar estos grupos
bajo el nombre messbar (cuya traduccion es medible); posteriormente, en la década de
1950, Mahlon Marsh Day traduce esté palabra como amenable.

Von Neumann caracterizaria los grupos amenables en términos de la existencia de
una medida finitamente aditiva, G-invariante y de medida total 1; probaria, entre otras
cosas, que los grupos abelianos eran amenables y, debido a la importancia del grupo
libre en 2 generadores Fy en la prueba de la paradoja de Banach-Tarski, conjeturaria lo
siguiente:

Un grupo G es amenable si y solo si no contiene un subgrupo isomorfo a Fs.



Esta presuncion, conocida como La conjetura de Von Neumann o El problema de Day,
fue refutada en 1980 por Alexander Yu. Olshanskii 3], quién, demostro la existencia de
un grupo G infinito con la siguiente propiedad: para todo H subgrupo propio de G tal
que H # {eq}, se tiene que H es ciclico de orden un primo p fijo. Este grupo, ahora
conocido como El grupo monstruo de Tarski, sirvi6 también para contestar otra duda de
gran interés en la teoria de grupos conocida como FEl problema de Burnside.

Con la definicion de Von Neumann de amenabilidad, también se pudo probar que la
propiedad de ser amenable era estable por:

1. Tomar subgrupos.
2. Tomar cocientes por un subgrupo normal.

3. Tomar uniones dirigidas de grupos amenables.

Como se dijo anteriormente, seria Mahlon Marsh Day quién los nombraria como gru-
pos amenables, ademas, introduciria la definicion de amenabilidad mediante medias,
gracias al isomorfismo entre el conjunto de medidas regulares y el espacio de funcionales
lineales acotados (¢*°(G))*, que se obtiene gracias al Teorema de representacion de Riesz
(ver la Proposicion 9.4.7 de [g]).

Gracias a los aportes de M.M Day, se pudo utilizar herramientas de analisis funcional
y analisis armonico en el estudio de grupos amenables y se probaria, entre otras cosas,
lo siguiente:

Si G es un grupo, N un subgrupo normal de G tal que N y G/N son amenables,
entonces GG es amenable.

Una vez se tuvo la certeza de que la propiedad de ser amenable era estable por las
4 operaciones de grupos antes mencionadas, se definirian:

= FE(G laclase de grupos elementalmente amenables, es decir, la clase mas pequena
de grupos que contiene todos los grupos abelianos y finitos, ademés de ser cerrada
tomando subgrupos, cocientes, extensiones y uniones dirigidas.

= AG la clase de grupos amenables

= NF la clase de grupos que no contienen un subgrupo libre de orden 2.

Y maés aun, se preguntarian si las contenencias
EGc AGc NF

serian estrictas o no.

Con la conjetura de Von Neumann resuelta, es claro que AG # N F’; sin embargo, para
probar que EG # AG, fue necesario que el mateméatico Rostislav Grigorchuk definiera
un grupo que hoy en dia se conoce como: El (primer) grupo de Grigorchuk en 1985.



Otros matematicos importantes en el desarrollo de la teoria de grupos amenables
fueron Hans Reiter y Andrzej Hulanicki, el primero porque logra caracterizarlos usando
el algebra de £'(G) y el segundo porque (usando el resultado de Reiter), logra conectarlos
con la teorfa de representaciones via la nocion de contencia débil. Esto permite enunciar
la amenabilidad de un grupo mediante C*-algebras:

G es amenable si sy solo si C ,(G) = C*(G).

red

Finalmente, vale la pena resaltar que la nociéon de amenabilidad tiene aplicaciones
en estadistica, geometria diferencial y algebra de operadores, para ver estas al detalle,
revisar los capitulos 4, 7, 1 y 2 de [5] respectivamente.



Introducciom

En este trabajo se explica la nocién de amenabilidad y varias definiciones equivalentes;
para ello, en el primer capitulo, se expone la paradoja de Banach-Tarski:

La esfera S? es SO3(R)-paraddjica.

como el primer ejemplo motivico de la definiciéon de grupos amenables

Para ello, se introducen las nociones de G-equidescomposabilidad y G-paradojicidad
de un grupo, asi como se muestran varios ejemplos de grupos paraddéjicos, el mas im-
portante, el grupo libre en 2 generadores F,. Posteriormente, habiendo mostrado que la
propiedad de G-paradojicidad es transitiva del grupo a un conjunto sobre el cudal este
actue libremente, se procedera de probar que el grupo de rotaciones SO3(R) contiene un
subgrupo isomorfo a Fj.

En el segundo capitulo, se enuncia y demuestra el siguiente teorema de Tarski:

Suponga G actuando en X y E < X, entonces existe una medida finitamente aditiva,
G-invariante pi : 2% — [0, 0] con p(E) =1 si y solo si E no es finitamente
G-paradajico.

Una vez se tiene este resultado, se procede a definir grupos amenables y se muestra
su equivalencia con el hecho de no ser G-paraddéjico.

Se finaliza el capitulo mostrando que la clase de grupos amenables es cerrada por:
tomar subgrupos, cocientes por un normal y uniones dirigidas.

En el tercer capitulo, se definen medias sobre el espacio de funciones acotadas sobre
un grupo ¢*(G) y se da una nueva definicion de amenabilidad en términos de estas:

G es amenable si y solo si existe un funcional m : {*(G) — C tal que:
1. m(1) = 1.
2. m(p) = 0 para todo ¢ € {*(Z) tal que p > 0.
3. m(gp) = m(p) con gp(x) = p(g~'x), para todo x € G.

Una vez se tiene estd definiciéon equivalente, se procede a mostrar que la clase de
grupos amenables es también cerrada por extensiones de un cociente amenable por un
subgrupo amenable.

En el capitulo 4, se busca dar una definiciéon de amenabilidad en términos de las
C*-algebras; para ello, se explican las nociones de:
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1. vectores casi invariantes.

2. relacion de contenencia débil entre dos representaciones unitarias 7y p de un grupo
G, denotada por ™ < p.

Con todo esto, se presenta una nueva definicion de amenabilidad:

G es amenable si y solo si ™ < Ag para toda 7 representacion unitaria de G, con \g la
representacion reqular.

Y finalmente, usando este ultimo resultado se prueba que:

G es amenable st sy solo si C%,(G) = C*(QG).

red



Capitulo 1

Equidescomposabilidad y la paradoja
de Banach-Tarski

El proposito de este capitulo sera entender la paradoja de Banach-Tarski, ejemplo
esencial para comprender la necesidad de definir grupos amenables.

En la primera seccién introducimos la nociéon de G—equidescomposabilidad, propuesta
por Banach y Tarski |1, de aqui derivaremos la definicion de G—paradojicidad, mostra-
mos algunas propiedades y ejemplos, el més significativo, el del grupo libre en 2 genera-
dores.

En la segunda seccion, probaremos que no todos los subconjuntos de R?* admiten una
nocion de medida, usando un par de matrices ahora conocidas como matrices de Sato,
propuestas por Kenzi Sato en |2| y que generan un grupo libre de orden 2, probaremos
la mencionada paradoja.

1.1. Disecciéon de conjuntos

Definicion 1.1.1. (G-equidescomponible) Dado (G,-) un grupo actuando sobre un espa-
cio X. Sean A, B c X, entonces:

1. Decimos que A ~, B si existen particiones finitas {A;}1,, {B;}, de los conjuntos
A y B respectivamente, junto con elementos {g;}_, < G tales que g;(A;) = B;.
Similarmente se define contablemente G-equidescomponible.

Cuando solo se especifique el grupo se escribird ~q y st el grupo es claro del contexto

simplemente ~.

2. A se dice finitamente G—paraddjico si existe una particion {Ay, Ay} de A tal que
Ay ~p Ay Ay ~, A para algun par de naturales n, m.(Para hablar de G-contablemente
paradajico, Ay, Ay deben ser contablemente G-equidescomponible con A ).

9



Diremos que un grupo G es paradodjico si al actuar sobre si mismo por traslacion a
izquierda es G-paradojico.

Ejemplo 1.1.2. SR actud sobre si mismo por traslacion, entonces [0,2] es finitamente
R-equidescomponible con [10,11) U [21,22].

Definicion 1.1.3. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X, entonces la accion se
dice transitiva si para todo par de elementos x,y € X, existe g € G tal que g-x = y.

Ejemplo 1.1.4. S5 G actua transitivamente sobre X, entonces para cualquier par de
subconjuntos finitos A, B < X se tiene A ~,, B si y solo si tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sean A, B < X subconjuntos finitos de cardinalidad n, entonces tome

la descomposicion A = U{a}, analogo para B, como la accién es transitiva, para cada

aceA
a € A existe g € GG tal que ga = b para cada be B, luego A ~,, B

Consideré A, B ¢ X subconjuntos finitos de cardinalidades r, s respectivamente, y por
hipotesis A ~,, B (para que todo tenga sentido, n < min(r, s)), usando la descomposicion
de Ay B se tendria la existencia de {g;}"_; < G tales que g;(A4;) = B, si ocurriera el
caso que r > s, por principio del palomar existiria ig € [n] tal que |A;,| < |Bi| v
gi,(Aiy) = Bi,, lo cual supone una contradiccion. O

Ejemplo 1.1.5. Un grupo libre F' de rango 2 es F'—paradojico, con F' actuando sobre st
mismo por multiplicacion a izquierda.

Demostracion. Sean a,b € F' los generadores de F'y sea W (x) es conjunto de palabras
reducidas que comienzan por x, entonces F' = {1p} uW(a) u W(a™") b W(b) u W(b1),
mas ain:

1. Siz € W(a™') es de la forma z = a~*a™'p con p una palabra reducida, entonces

ar € W(a™t) (en particular a=! € W(a™!) implica 1p € aW(a™1))
2. Siz e W(a')esdelaformax = a 'bp con p palabra reducida, entonces ax € W (b).
Por lo tanto F' = W(a) uaW (a™'). Similarmente F' = W (b) L bW (b™') O

Proposicion 1.1.6. La G—equidescomposabilidad, tanto finita como contable, define una
relacion de equivalencia.

Demostracion. Recordemos que una relacion de equivalencia cumple:
1. Reflexividad: Basta con tomar eq la identidad del grupo.

2. Simetria: Por la descomposicion de Ay B, existen g; € G tal que A; = ¢;(B;);
considere pues los g;° 1 que llevan cada A; en los B;.

10



3. Transitividad: Para el caso finito, asuma que A ~,, By B ~,, C, entonces:
existen {A;}i_, © A, {Bi}iL, © B, {D;}jL, © B, {C;}T1, < C asociados a las

particiones y {g;};_y, {h;}j2; < G tales que g;(A;) = By, h;(D;) = Cj.
Consideramos ahora la familia {B; n D;} para i€ {1,...,n},j € {1,...,m} y vemos
que cumple con las propiedades de una particion:
a) Tome ig,i; € {1,...,n} ¥y jo,j1 € {1, ..., m} entonces (B;, nD;,) N (B;; nD;,) =
.
b) Dado = € B, de la definicién de particion, es claro que z € B; y « € D;.
Sea {g; ' (B; n D;)},; una familia de subconjuntos de A, entonces esta familia ates-

tigua que A es G-equidescomponible con C bajo la accién del conjunto {h;g;}; ;
para i{l,...,n},j e {1,...,m}.

]

Proposicion 1.1.7. Suponga G actuando en X y sean E, Ec X tales que B ~q E. St
E es G—paradojico, entonces también lo serd E.

Demostracion. Sean Ey, By < E atestiguando la G—paradojicidad de F, entonces dado
que E ~q F, existen E1, By < FE tales que Fy ~g E1y Ey ~g E5, usando la transitividad
de la G—equidescomposabilidad, se obtiene el resultado. O

Teorema 1.1.8. (Banach-Schroder-Bernstein) Suponga que G actia sobre un conjunto
X ysean A, Bc X. Si A< B yB <A, entonces A ~¢ B

Demostracion. Primeramente vemos que:

1. Si A ~ B, entonces existe una biyecccion g : A — B tal que C' ~ ¢(C) cuando
CcA

2. SiAyn Ay = =By n Byysi Ag ~ Bs para s = 1,2 entonces UASNUBS

Sean f : A > Byyg: B — A; con Bf ¢ By A; c A, cuya existencia esta
garantizada por el inciso y la hipotesis, respectivamente.

o8]
Sea Cy = A\A; y defina recursivamente C,,,; = g~ 'f(C,). Considere C' = U C,.
n=0

Observamos que g(A\C) = B\f(C): si x € A\C es tal que g(z) este definido, entonces
xr e Ay x ¢ C o equivalentemente z ¢ (), para algun n + 1 € N, por construccion
r ¢ gL f(Cp), luego no existe y € f(C,) tal que g(x) = y, de aqui se concluye que
g(x) € B\f(C); como g es biyeccion, tenemos que A\C' ~ B\f(C), pero por propiedad
(1) nuevamente, C' ~ f(C) y finalmente usando (2), concluimos que A = (A\C) u C' ~
(B\f(C)) v f(C) = B. O
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Proposicion 1.1.9. S7 G es paraddjico y actia en X libremente, entonces X es G—paraddjico.

Demostracion. Suponga A;, B; < Gy gi,h; € G atestiguando que G es paradéjico,
usando el Axioma de eleccidn, obtenemos un conjunto M < X tal que |M n(G-z)| =1
para todo x € X.

Se procedera a probar ahora que {g(M) : g € G} es una particion de X:

» Sea x € X, entonces z € G-z, ademés por hipotesis, existe un tnico y, € M n (G- z),
entonces existe g, € G tal que g, - © = y,, por lo tanto = € g,(M) y dado que x fue

arbitrario, entonces se concluye que U g(M)=X.
geG

» Suponga que existen g, h € G distintos y tales que g(M) n h(M) # J, entonces
existen z,y € M tales que g - = = h -y, equivalentemente x = ¢~ 'h -y, entonces
x e (G- y)n M, es decir z = y, como G actia sobre X con estabilizador trivial,
entonces g = h, i.e g(M) n h(M) = & para todo g, h € G distintos.

Sean A = U g(M)y Bj = U g(M) con (i,7) € {1,...,n} x {1,...,m}, note que:

geA; gij

1. X = Ugi(A;"): Sea x € X, entonces x € g,(M), como G es paraddjico, existe algiun
ke {l,..,n} tal que g, = gray para algun a; € Ay, luego z € gi(Aj).

2. Obtenemos un resultado similar para los Bj.

Por lo tanto X es G-paradojico. [

Observacion 1.1.10. En adelante, dado un conjunto X, denotaremos al conjunto
{A: Ac X} por 2%,

Definicién 1.1.11. Una funcion v : 2% — R tal que:
1. v(E) = 0 para todo E < X.
2. v(g) =0.
3. V(AU B) = v(A) + v(B) para todo par A, B < X tales que An B = .

es llamada una medida finitamente aditiva para X. ST G actua en X, diremos que v es
G—invariante a izquierda si v(gA) = v(A) para todo A < X.

Definicion 1.1.12. Sea E < X, se dice G—despreciable si (FE) = 0 cuando p sea una
medida finitamente aditiva, G—invariante en 2% con u(E) < .

Proposicion 1.1.13. 5i E es finitamente G — paradaojico, entonces E es G—despreciable.

12



Demostracion. Suponga p una medida finitamente aditiva, G-invariante en 2% y que
w(E) < oo, dado que E es G-paraddjico, existen Fi, Fy © G y n,m naturales tales que
E ~, E1 vy E ~, F,, de la definiciéon de finitamente G—equidescomponible, tenemos
la existencia de familias de conjuntos {E;}7, {E1 iy, {E5}72, ¥ {E2;}7L, junto con un
conjunto de elementos {{g;}i_, {h;}72,} en G tales que E; = g;(E1;) y Ej = hj(Eay),
por lo tanto:

() = i+ 2 = B+ i 2o

Ejﬁtfhz +'§:fbf%g

i=1 j=1

Z u(giBr) + > (g Fa)

i=1 j=1
= ZM(Ez) + Z 1(Ej)
i—1 =1
= 2u(E).
Como p(E) < o, conluimos que pu(E) = 0.

1.2. Paradoja de Banach-Tarski

Definimos la esfera 3—dimensional como S? := {(z,y,2) € R? : 2? + ¢y* + 2% = 1}.
Denotamos por SO3(R) el subgrupo de matrices 3x3 con determinante igual a 1.
El grupo SO3(R) actud naturalmente en R® mediante multiplicacion:

a;p iz Q13 x an + ay + aizz
(g1 Qg2 0G93 Y| = | a1 + ay + asz |.
az1 Az as3 z 31T + azy + azzz
6 2 3 2 -6 3
Sean: 0 = % 2 3 —6),y7= % 6 3 2| las rotaciones de Sato, se tiene el

-3 6 2 -3 2 6

siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. Las 2 rotaciones de Sato son independientes, luego, sin = 1, SO,(Q)
tiene un subgrupo libre de rango 2.

13



Demostracion. Sea F' = (o, 7) con identidad ep, queremos ver que no hay palabra redu-

cida en atl, 721 igual a la identidad, aparte de la trivial.

Defina pues: M, = 7o, M, = 77, M;! = 707!, M~' = 77! y asuma, por
contradiccion que tal palabra existe:
w = MknMEn—r  MF2ME con k) >0, k, € Z, asimismo, defina:

V, = {(3,1,2),(5,4,1),(6,2,4)}

Vot ={(3,2,6),(5,1,3),(6,4,5)}
= {(3,5,1),(5,6,4), (6,3, 2)}

Vot ={(1,5,4),(2,3,1),(4,6,2)}

Notese que M, (1,0,0) = (6,2, —3) = (6,2,4)( md6d 7); mas generalmente:
L. YoeV,uV,uV 1t oveV, (méd 7)

2. Voe Vo uV,uVl o lwe Vol (méd 7)

3. YoeV, UV, UV roe Vs (méd 7)

4. Yoe VoV, oVl r~lve Vol (méd 7)

Dado que M,(1,0,0) = (6,2,4) (méd 7) € V,, por la propiedad 1, M*1(6,2,4) € V,,
por hipotesis, ks # 0,Vs : 1 < s < n, luego M*2(M* M, (1,0,0)) € V. uV.~! dependiendo
del signo de ko usamos las propiedades 6 ().

Similarmente M¥ MF2M*M M, (1,0,0) € V, u V7! inductivamente llegamos a que
w(1,0,0) e V, u VLUV, UVt porlo tanto w(1,0,0) # (1,0,0) = er(1,0,0).
O

Teorema 1.2.2. (Paradoja de Hausdorff) Eziste D < S? contable tal que S*\D es
SO3(R)—paraddjico.

Demostracion. Sea F' igual que en el teorema anterior, entonces toda rotacién de este
grupo deja fijos dos puntos (los ejes de rotacion), ahora bien, considere D como la union
de los puntos fijos por alguna rotaciéon en F', como F' es contable, entonces D es contable,
faltaria ver que S*\D es SO3(R)—paradojico.

Para probar esto, note que: si p € S®\D y g € F, entonces g(p) € S?\ D, caso contrario,
si h € F fijara g(p), entonces p € S*\ D seria un punto fijo de g~'hg € F, lo cual es una
contradiccion, luego F acttia sobre S?\D libremente. Usando la Proposiciéon se
obtiene el resultado.

O
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Teorema 1.2.3. S D = S? es un subconjunto contable, entonces S* y S*\D son
SO3(R)—equidescomponibles.

Demostracion. Buscamos p rotacion de S? tal que p'(D) n p?(D) = & para todo par
1,7 € N:i # j; con esto bastaria puesto que:

= S2= DU (SA\D) ~ p(D) u (SA\D) = SA\D con D = | J{p"(D) :n=0,1,2,..}

Sea [ una linea que pase por el origen y no toque al conjunto contable D, sea Ap el
conjunto de angulos @ tales que para algin n > 0y un P € D, p(P) € D, donde p es la
rotacion alrededor de [ por n# radianes, por lo tanto Ap también es contable.

Considere A = | Jp.p Ay, como A es contable, existira 6 ¢ A y p su correspondiente
rotacion alrededor de [ entonces p(D) n D = ¢fsin > 0y de aqui se sigue que si
0 < m < n, entonces p"(D) N p™(D) = & pues sabemos que p" "™ (D) n D = &.

0

Corolario 1.2.4. (Paradoja de Banach-Tarski)La esfera S* es SO3(R)-paraddjica.

Demostracion. Por Teorema [1.2.3] la esfera es SO3(R)—equidescomponible con S*\D,
luego, gracias a la Proposicién [1.1.7] nos basta con que S?\D es SO3(R)—paradéjico,
pero esto se tiene gracias al Teorema 11. O
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Capitulo 2

Grupos amenables

En la primera seccion, siguiendo el capitulo 11 de [7], se enunciard y demostrara el
Teorema de Tarski, del cual nace una primera definiciéon de grupos amenables, posterior-
mente, se mostrardn algunas operaciones de grupo bajo la cuél esta clase es cerrada.

2.1. Teorema de Tarski: Una primera caracterizacion
de grupos amenables

Sea (T,+,0) un semigrupo conmutativo con identidad 0 y elemento distinguido e,
entonces el semigrupo admite un orden parcial dado por la siguiente condicién: dados
a, f € T decimos que a < 3 si existe € T tal que a4+ 6 = 5.

Lema 2.1.1. St Ty < T es finito, tal que ¢ € Ty y para todo n € N se tiene que
(n + 1)e € ne, entonces existe p: Ty — [0, 0] tal que:

a) ple) = 1

b) Si{pi}iti, {05}, = Ty satisfacen que Z ¢; < Z 8;, entonces:
j=1

i=1

Z p(¢i) < Z p(6;)

Demostracion. Induccidon sobre el tamano de Tj,.

» Caso Base |Ty| = 1: como € € Ty, entonces Ty = {¢} y la funcion p : Ty — [0, 0]
dada por p(e) = 1 cumple trivialmente la condicion (a), mientras que la condicién
(b) se reduce a probar que, si me < ne, entonces m < n (estd implicacion es
cierta, caso contrario, me < ne y m > n implicaria que m > n + 1 y por lo tanto
(n + 1)e < me < ne, de aqui es facil ver que los extremos de esta desigualdad
incumplen con una de las hipoétesis.
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» Paso inductivo |Ty| > 1: considere a € Tp\{e}, use la hipotesis inductiva para
obtener una funcion v en Ty\{a} que satisfaga la afirmacion.

Defina p : Ty — [0, o0] por:

) v(x) st x € To\{a}
ple) = {inf(A) e.0.c

donde:
A= {M re N (B (), © To\e, X0+ ra < Y, 5k}-

Habiendo definido p, procederemos a probar que:

a) p(e) =1, pues € € To\{a}.

b) Tome {¢:}i2;,{0;}7_, = To\{a} y s,t € N tales que: Zqﬁl + s Z + ta,
=1 7=1
entonces habran 3 casos:

1. s =t =0: como p!l 7, (a} = v, por hipotesis inductiva terminamos.

2. s =0yt > 0: queremos probar que Z i < Z ¢; + to implica que:
i=1 j=1

Zp ip )+ tp(a Sllw—lZV ZV
i=1 j=1 t i=1 =1

p q
OIZCORDIIC

s=1 k=1

<.

ﬁl»—I

Como p(a) = inf(A) nos bastaré con ver w <

Note que'

i ¢; < Z 6; + to, entonces Z ro; + Z e < Zn: Zq: tyg + trav.
=1 j=1 k=1

Por otro lado

Z Vi + ra < Z Bs, entonces Z rf; + Z ty + rta < Z tBs + Zn: ;.

s=1 j=1

Por lo tanto:

aplicando hipoétesis inductiva:
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SIS

s=1 7=1

M*@

er(qbi) + 2 tv(yx) <

i=1

3. s>0yt>0:queremos probar que 2 0i + sa < Z ; + ta implica que:
=1 j=1

'Ms

i (1) + spla p(0;) +tp(a)

7j=1

m n
para ello, seré suficiente con mostrar que Z O + sa < Z 6; + ta implica que:
i=1 j=
m

) con z € A.

V)
=
2
_I_
g
t
||M:

Sean pues {v}i,, {Be}r_1 < To\{a} y r > 0 definiendo a z, entonces notamos
lo siguiente:

Z O + sa < Z 6; + ta implica que Z rg; + rsa < Zn: rf; + rto.

j=1 i=1

3

p p

3.2) Z v+ ra < Z B implica que Zt’n +tra < Z

k=1 =1
3.3) De los dos anteriores numerales tenemos la cadena de desigualdades:

(irgbz + rsoz) Zt% ZTQ + (TtOé + 2757;) < i rd; + i t B
j=1 k=1

i=1 =

Tomando los dos extremos y aplicando p llegamos a que:

Z (¢i) + rsp(a) + Ztu(%) < Z rv(6;) + Z tv(B).
iz —1 k=1

Despejando sp(a):

< %(2 rv(6;) + 2 tv(Br) — ZTV(@') - Zt’/(%)>-

m

Sumando Z v(¢;) a ambos lados:

=1
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sp(a) + Z vig;) <tz+ Z v(6;).

Finalmente, tomando el infimo sobre los z € A, concluimos que:

m

spla) + ) v(é) < tpa) + ), v(6).

i=1 j=1
]

Teorema 2.1.2. Sea (T, +,0,¢) un semigrupo conmutativo con identidad 0 y un elemento
distinguido €, entonces son equivalentes:

1. Para todon € N, (n+ 1)e € ne
2. Existe u: T — [0,00] medida tal que p(e) =1 y u(a+ B) = pla) + u(B),Va, e T

Demostracion. (2 implica 1): Por contradiccion: si existe p que satisface (2), entonces
pla) < p(B) si o < B (pues o < B siexiste 6 € Ttal que a+0 = f = p(f) =
pla) +p(d) = pla)).
Ademas note que p(ne) = n, entonces (n + 1)e < ne implicaria que:
n+1=pu((n+1)e) < p(ne) =n, lo cual es una contradiccion.

(1 implica 2): Sea M (Ty) = {f € [0,0]T: f(e) = 1, f(a+3) = f(a)+f(B) para «, 3, a+
ﬁ € T0}7

por el Lema M(T,) # &, adicionalmente, sabemos que [0,90]7 es compacto
gracias al Teorema de Tychonoff; pero por otro lado, sabemos que X un espacio topoldgico
es compacto si y solo si para todo F' coleccion de cerrados en X, se tiene la propiedad
de interseccion finita.

Para usar la anterior observacion, notaremos que M (7Tj) es cerrado:

Sea f e M(Ty)¢, entonces f(e) #1 6 f(a+ B) # f(a) + f(B) para a, 5,a + S € Tj.

Como M(Ty)¢ < [0,0]T = {(rg)eer : 1o € [0,0]}, entonces podemos identificar
f=(rg)eer = f(0) en la f-ésima entrada y consecuentemente, f(6;) = m;(f(6)ser)-

Si fe M(To)¢ es tal que f(e) =r # 1, como R es Hausdorff, podemos encontrar un
§ > 0talque 1 ¢ (r—d,7+0) entonces 7.} (r—48,r+8) = M(Tp)¢. Asimismo, si f € M (Tp)®
es tal que f(y+t) # f(v)+f(t) para alguna terna v, t,y+t € T considere H,; : [0,0]T —
[0, 0] dada por: H, :((r9)eer) = Ty1t((ro)oer) — [y ((T0)oer) + me((T0)0e)]; por hipotesis,
f(y+t)—=[f(7)+ f(t)] = p # 0, entonces existe ¢ > 0 tal que 0 ¢ (p —¢,p + ¢) y por lo
tanto f € H/(p—c¢,p+ ¢) € M(Tp)°. Concluimos finalmente que M (7Ty) es cerrado.

Note que M(J:—, T:) < (e M(T;), luego {M(Ty) : To < T finito y € € Ty} es una

familia que cumple la Propiedad de interseccion finita, i.e., existe u € ﬂ M (Ty),
T()CT

lo cuél finaliza la demostracion.
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Definicion 2.1.3. Definimos Sy = {f : N — N : f es biyectiva} como el grupo de
permutaciones de N.

Suponga GG un grupo y GG actuando en X, defina una accién extendida como sigue:
sea X* = X x Ny G* =G x Sy y defina G* actuando en X* por:

(9,7) - (w,n) = (9(x), w(n)).

Si A < X* entonces aquellos n € N tales que A tiene al menos 1 elemento con
segunda coordenada n son llamados los niveles de A.

Definiciéon 2.1.4. Sean G, X, G*, X* como en la definicion anterior:

s Un subconjunto A < X* es llamado acotado si tiene solamente finitos niveles.

La clase de equivalencia con respecto a la G*-equidescomposabilidad de un con-
Junto acotado A < X* es llamado el tipo de A y se denota por [A].

El conjunto de tipos se denota por S.

» Para [A],[B] € S, defina [A]l+[B] = [AuB™], con: B* = {(b,m+k) : (b,m) € B},

donde k es tal que los niveles de A y B son disjuntos.

Proposicion 2.1.5. La operacion + dada arriba estd bien definida, es conmutativa y
asociativa, por tanto (S, +) es un semigrupo conmutativo. Lo llamaremos semigrupo de
tipo.

Demostracion. Sean [A], [B] € S, entonces:

1. La operacion + esta bien definida: tome A, By € [A], [ B] respectivamente, luego:

1.1) A~ A,
1.2) B~ B.
1.3) B* ~ By.

Entonces A u BT ~ A; u By .
Es decir: [A] + [B] = [Au BT] = [4; u B | = [A1] + [B1].

2. La operacién + es conmutativa y asociativa: es inmediato de (1.2) .
O

Observacion 2.1.6. Note que [J]| = e sirve como identidad del grupo y si E < X,
denotamos [E] := [E x {0}].
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Dado un semigrupo conmutativo con unidad, hay un orden natural dado por: oo < 8
si y solo si existe 7 en el semigrupo tal que a + v = 5. Note que [A] < [B] si y solo si
A < B, ie., A es G*-equidescomponible con un subconjunto de B.

Teorema 2.1.7. (Ley de cancelacion débil) Si para o, € S yn € N se tiene que:
na < nf entonces a < 3.

Demostracion. na < nf3 siy solo si Z a < Z [, entonces existen A, B < X™ tales que
i=1
a= Ay [ = B, reescribimos na < nf como Z[A] < E[B], ahora bien,

=1 i=1

[A] + [A] = [A v A®M] donde A es un levantamiento de A.

Inductivamente Z [U AC ] analogamente con 3, por lo tanto llegamos a que

[OA@] [UB ] sii UA@ < O B tome B = | J AV y F = O B,
i=0 i=0 i=0 i=0

entonces FE es G*-equidescomponible con un subconjunto de F'.

Sea x : B — E*T < F la funcién que atestigua que F ~ ET y similarmente ¢; :
AO — AD ) BO — B0 (estas existen pues [A®)] = [AD] = ... = [AV]) y
igualmente para los B(')

Paracadaa e AY seaa = {a, ¢ (a), .. ,qﬁn 1(a)} yparabe B seab = {b,¢1(b), ..., 0n_1(b)},

entonces se puede ver que A = {a: a € A®} forma una particién de E debido a que:

» Si tomamos ag € E, entonces ay € Al0) para un unico ig € {0,...,n — 1}, como
. . . -1 _ —
A ~ A, bajo ¢4, entonces si consideramos = € ¢; "(ao), tenemos que ag € T < U a.

acA

» Si7,ne Atales que ¥ # 7 implica que ¥ N7 = J: Si existiera x € 4 N 7, existirian
r,s €{0,...,n—1} tales que = = (br( )y = = ¢s(n), entonces x € A® ~ A" 1o cual
es una contradlcmon pues {A®}"" 1 es una particion de E.

Ahora formamos un grafo bipartito haciendo el primer conjunto de vértices A y el
segundo B y defina las aristas por @b si (x o ¢;)(a) € b; entonces este grafo es n-
regular en la primera parte y de maximo grado n en la segunda parte, mas atn, satisface
la condicién del matrimonio (ver el Teorema en la primera parte, ya que, si
Y < Aes tal que |Y| = k y sf se considera Z el conjunto de vecindades de vértices de
Y’; entonces el nimero de aristas que van de Y a Z es nk, pero si |Z| < k, entonces el
nimero de aristas que salen de Z hacia Y seria menor a kn, lo cual es una contradiccion.

Por el Teorema de Hall-Rado-Hall, obtenemos un apareamiento M para el grafo
que cubre a A, para cada vértice @, hay una tnica arista as—b y existe en virtud de
(x © ¢i)(a) = 1;(b). .

Consideré ahora C;; = {a € A®) :aesbe My (xoe;)(a) = j(b)}y Dij = {be
BO :ae—be My (x o ¢:)(a) = vy(b)}.
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Entonces w;l o x o ¢; mapea C;; en D; ; y es una G*- congruencia dado que ¢, x y
¢; 1o son. Como {C; ;} particiona A esto muestra que A® ~ | JD;; = BO.
O

Corolario 2.1.8. (Ley de Cancelacion) St para o, 5 € S yn € N se tiene que: naw = nf3
entonces o = 3.

Corolario 2.1.9. Sia € S y n € N satisfacen que (n + 1)a < na, entonces 2a = a.

Demostracion. Sustituya la desigualdad hipotetica en si misma:
naz=(n+l)a=na+a=n+1a+a=na+ 2.
Eventualmente llegaremos a na > na + na = 2na, como claramente na < 2na,
entonces tenemos que na = 2na y por la ley de cancelacion concluimos que a = 2.

[]

Teorema 2.1.10. (Teorema de Tarski) Suponga G actuando en X y E < X, entonces
existe una medida finitamente aditiva, G-invariante ji : 2% — [0,00] con u(E) =1 si y
solo st ¥ no es finitamente G-paraddjico.

Demostracion. Asuma que existe una medida p : 2¥ — [0, 00] finitamente aditiva,
G-invariante con pu(E) = 1y por contradiccion asuma que E es G-paraddjico, por Pro-
posiciéon E es G-despreciable, pero esto implica que p(E) = 0.

Para probar la otra direccion, asuma que E no es G-paradojico y sea S el semigrupo
de tipos de la accion de G en X, entonces 2¢ # € donde ¢ = E x {0}, entonces por el
contrarreciproco del Corolario [2.1.9] (n + 1)e € ne, para todo n € N, por Teorema
2.1.2) existe v medida en S tal que p(e) = 1, definiendo p(A) := v(A x {0}) obtenemos
la medida G-invariante en 2. m

Al conjunto de medidas de probabilidad finitamente aditivas lo notaremos por PM(E).

2.2. Grupos amenables y operaciones que los preservan
I
Tomando en el Teorema [2.1.10| X = E = G, llegamos a la siguiente definicion:

Definicion 2.2.1. Un grupo G se dice amenable si existe una medida finitamente adi-
tiva, G—invariante a izquierda pi : 2% — [0, 0) tal que u(G) = 1.

Observacion 2.2.2. Gracias al Teorema [2.1.10, tenemos que G es amenable si y
solo st G no es G-paraddjico.

A continuacién se expondran algunas propiedades de los grupos amenables.

Teorema 2.2.3. 1. Todo grupo finito es amenable.
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2. Un subgrupo de un grupo amenable es amenable.
3. ST N es un subgrupo normal de G, con G amenable, entonces G/N es amenable.

4. STG es la union directa de un sistema dirigido de grupos amenables, {G, : « € I},
entonces G es amenable.

5. Todo grupo abeliano es amenable.

Demostracion. 1. Si |G| =n < oo, defina p(A) := % para todo A < G.

2. Sea p una medida en G y H un subgrupo de G. Sea M un conjunto de representantes
para la coleccion de cosets a derecha de H en G. Defina v en 27 por:

v(A) = p(U{gA : g € M}), entonces vemos que:

» SiA,Bc Hy An B = (J, considere g1,9, € M, entonces Ag; N Bgs = &,
caso contrario, existe a € A tal que ag; € Bgs.
e Si gy = g9, entonces a € B, lo cuél es una contradiccion.
e Si g1 # g9 entonces ag; € Bgy < Hgo, por lo tanto Hgy n Hgs # O lo
cual es una contradiccion con la definicion de M.

De lo anterior concluimos que v(A u B) = v(A) + v(B).

s Si Ac G yre(, entonces:
v(rA) = p(Ul(rd)g : g € M}) = p(r(Uf{Ag : g € M})) = v(A) pues u es

G—invariante a izquierda.

3. Si p es una medida para G, defina v : (G/N) — [0, 1] mediante v(A) = p(|JA),
las propiedades de v se verifican igual que en (2).

4. Sea G = | J{G, : a € I}, con G, grupo amenable, p, la respectiva medida tal que
para cada «, 8 € I, existe v € I tal que G, y G son subgrupos de G..

2G

Considere el espacio topologico [0,1]*", que es compacto gracias al Teorema de

Tychonoff. Para « € I, defina:

Mo = {p:29 = [0,1]: p(G) = 1, u(gA) = (A) y p(A v B) = p(A) + u(B)} para
todo par A, B < G disjuntos y todo g € G,.

Entonces cada M, es no vacio pues al menos esté p definida por u(A) = po(AnG,).

De manera analoga a la prueba del Teorema [2.1.2] se puede ver que M, es un
subconjunto cerrado de [0, 1]2G. Dado que M, © M, n Mg cuando G,,Gs < G, la
coleccion {M,, : « € I} posee la propiedad de interseccion finita, es decir que
existe p € [{M, : a € I} y tal p atestigua que G es amenable.
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5. Sea G un grupo abeliano y considere {H < G : H es finitamente generado}. Bajo
el orden de inclusién, este conjunto define un sistema dirigido y mas atn, G es la
union directa de este sistema. Ciertamente, si tomamos « € G, entonces a € (@), el
subgrupo ciclico de 1 generador. Luego, por (4), sera suficiente probar el resultado

para grupos abelianos finitamente generados.
Si H = {ay) , tome ¢ > 0 arbitrario. Escoja N € N tal que < < ¢ y defina

pe 27— [0, 1] por:

2
N

[{i:1<i< N,d} e A}
A —
lu‘€< ) N

Entonces:

a) p(H) =1 es inmediato.
b) Si A, B < H tales que An B = ¢, entonces (A v B) = pu(A) v u(B).
¢) Sea A c H, defina:

A={i:1<i<N,adeAyyuA={j:1<j<N,d eaA}.

Si N € A, entonces a} "' € a; A, pero como en a; A solo consideramos las potencias
menores o iguales que N, tendriamos que (N + 1) ¢ a; A.

. . —_— . . i1 . -
Reescriba el conjunto a1 A como {j : 1 < j < N,a] " € A};si 1€ A, entonces a; € A
y a1 ¢ a1 A, caso contrario, 7 = 0 estarfa en a; A.

Por lo tanto, 0 < | |A] — |a1A| | < 2y de aqui es facil concluir que:

e (a1 4) — p(A)| < v <&

Para cada ¢ > 0, defina M. = {p : 22 — R : |g(aA) — o(A)| < &}, entonces la
construccion de arriba nos muestra que M, # (.

Adicionalmente, tenemos que M, es cerrado para todo € > 0 por un razonamiento
similar al Teorema [2.1.2]

La familia de conjuntos {M.}.~o cumple con la propiedad de interseccion finita
pues:

M., = Mne,-

n
7
i=1

Gracias al Teorema de Tychonoff, encontramos p € ﬂ M. tal que H es amenable.

e>0
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Para el caso general, sea H = {ay, ..., a,,) y defina:

(i1, ooryim) 0 1 <ip, ooy ig < Ny alt..aim € A}
Nm

pe(A) =
entonces, similarmente a como se prob6 antes, tenemos que:

a) pe(H) = 1.
b) pe(Au B) = pe(A) v pe(B) st An B = .
¢) Sea aj € H un generador, A = H y defina A, a;A de manera similar al caso
anterior, entonces:
» St (iy,...,ik-1, N, ..., im) € A, entonces (i1, ..., 751, N + 1,...,0,,) ¢ arA.
w ST (41, .y lp—1, 1, .0y i) € A, entonces (iq, ..., 051, 1, ..., i) & apA.
Por lo tanto:

2N™1 2

’uf(akA) /J’E(A)’ Nm N €

Por un razonamiento de compacidad similar al anterior, termina la prueba.
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Capitulo 3

Grupos amenables via medias

Finalizando el capitulo anterior, se definieron grupos amenables como aquellos
grupos G que admitian una medida de probabilidad finitamente aditiva, G-invariante.

Gracias al teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani, podemos conectar
la teoria de la medida con el anéalisis funcional, lo que a su vez nos permitird dar una
nueva definicion de amenabilidad junto con méas ejemplos explicitos.

3.1. Relacion entre medias y medidas

Definicion 3.1.1. Sea Z un conjunto, considere el espacio vectorial {*(Z) de todas las
funciones acotadas x : Z — C, entonces este conjunto es un espacio de Banach con la
norma |||, dada por: ||z||,, := sup |z(a)].

ac”Z

Para cada A € C, se tiene que A € £*(Z) como la funcion constante.
Definiciéon 3.1.2. Una media en Z es un mapa lineal m : {*(Z) — C tal que:
1. m(1) = 1.
2. m(p) = 0 para todo ¢ € {*(Z) tal que p = 0.
Proposicion 3.1.3. Sea m : (*(Z) — C una media, entonces |m| = 1.

Demostracion. Sea ¢ € {*(Z) funcién a valor real, defina ¢ := ||¢[|, - 1 — ¢, entonces
¢ = 0y por hipétesis m(1)) = 0, reescribiendo tenemos que: m(p) < ||¢||,,, reemplazando
¢ por —¢ obtenemos —m(p) < [l¢l,, = |m(e)| < lloll,-
Tome ahora ¢ € (*(Z) arbitrario, sea A € C tal que m(Ap) = |m(¢)|(tome X = m(p)).
Como (*(Z) es cerrado bajo conjugacion, existen ¢1, oo € E tales que Ay = 1 + i
(recordar que si z € C, en’Fonces z =22 4 4255) como 0 < m(Ap) = m(py + ips) por lo
tanto m(p2) = 0y concluimos que: |m(p)| = m(Ap) = m(e1) < [l¢1ll, < 1A,

]
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Al conjunto de todas las medias sobre Z lo denotaremos por M(Z).

A continuacién se mostrard que existe una biyeccion natural entre PM(Z) y M(Z),
la cual nos permitira usar herramientas clasicas de anélisis funcional y nos llevara a la
segunda definicion de amenabilidad.

Para ello, se seguira el siguiente razonamiento: dado A < Z, denotamos por x4 a la
funcién caracteristica de A.

Sea m € M(Z), defina el mapa m : 22 — R por: m(A) = m(xa), notese lo siguiente:

. (Z) = m(xz) = m(1) = 1.

» Si A, B ¢ Z disjuntos, entonces x4, = X4 + XB V se sigue que:

m(A U B) = m(xauvs) = m(xa) + m(xs) = m(A) + m(B).
Teorema 3.1.4. El mapa ® : M(Z) — PM(Z) definido por ®(m) = m es biyectivo.

Para probar esto se usaran unos cuantos lemas.
Sea &(Z) = Span(xa : A < Z), luego tenemos el siguiente lema:

Lema 3.1.5. El subespacio vectorial &(FE) es denso en (*(Z).
Demostracion. Lema 4.1.9 de [6]. O

Sea p € PM(Z) y para cada x € &(Z), defina fi(z) = Z (™ (A
AeC

Lema 3.1.6. Sea x € &(Z). Suponga que hay una particion finita (A;)ier de Z tal que la
restriccion de x a A; es constante e igual a o; para cada i € I, entonces:

fi(zx) = Z p(Ai)ay.

iel

Demostracion. Dado que p es finitamente aditiva:

YoalAa; =Y (3] wA))A = 3 ua ())A = @),

el AeC  a;=A AeC

Lema 3.1.7. El mapa [i : &(Z) — C es lineal y continuo.

Demostracion. Sean z,y € &(Z) y &,n € C, denote por V,W el conjunto de valores
tomados por  y y respectivamente. Los subconjuntos de la forma =z~ (a) ny~!(3), con
(a, ) € V' x W, definen una particion finita de Z. Aplicando el Lema (3.1.6] tenemos
que:

Az +my) = > pla (o) ny(B)(Ea +nb)

(e, B)EV XW
—¢( Y wa@ny @a)+n( Y e @)y (8))
(a,B)EV XW (a,B) eV xW
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= () + ni(y). Por lo tanto 1 es lineal.

Ahora bien, note que:

)] =1 Y5 (e QAL < D) ula™ DAL < X5 ua™ )zl = Iz,

AeC AeC AeC
donde la tltima igualdad se tiene del hecho que: 2 plx™t(N) = u(2) = 1.
AeC
Asi concluimos que ji es continua. O

Lema 3.1.8. Sea X un espacio vectorial normado y'Y un subespacio vectorial denso de
X. Suponga que ¢ 1Y — C es un mapa lineal y continuo, entonces existe una extension
lineal y continua @ : X — C.

Demostracion. Lema 4.1.12 de |[6]. O

Demostracion. (Teorema 4]): Sea u € PM(Z), por los Lemas [3.1.5 [3.1.7] v [3.1.8]
el mapa i : &(Z) -> R puede extenderse a un mapa lineal continuo fi : (*(Z) — C, de
donde se tiene que:

= (1) = p(l) = u(Z) = 1.

» Siye &(Z) yy =0, entonces fi(y) = fi(y) = 0. Usando la densidad de &(Z) en
(*(Z), se concluye que para todo x € £*(Z) tal que x > 0, ji(x) = 0.

Por tanto fi € M(Z).

Para todo subconjunto A < Z, se tiene que fi(xa) = fi(xa) = p(A), luego () = p
y esto nos da la sobreyectividad de &.

Para probar la inyectividad, tome my,ms € M(Z) tales que ®(m) = ®(my), luego
mi(xa) = ma(xa) para todo A  E, por linealidad, m; = ms en &(Z) y por densidad
obtenemos el resultado en (*(Z). O

Al conjunto (¢*(Z))* dotado con la topologia derivada de la norma operador |||
se le conoce como la topologia fuerte. Por otro lado, definimos la topologia débil * en
(£*(Z))* como la topologia mas pequena tal que el mapa evaluacion ¢, : ((*(Z))* — R,
. (u) = u(x), es continuo para todo = € (*(Z).

De la Definicién tenemos que M(Z) < {ue ({*(Z2))* : ||u|| = 1}.

Teorema 3.1.9. El conjunto M(Z) es un subconjunto compacto y convexo de ({*(Z))*
respecto a la topologia débil .

Demostracion. 1. M(Z) es convexo: sean mqy,mo € M(Z) y t € [0,1], es claro que
(tmy + (1 —t)ms)(1) = 1 y ademas si tomamos = € (*(Z) tal que = > 0 entonces
(tmy + (1 —t)ms)(x) = 0 pues estamos sumando términos mayores o iguales que 0,
de lo cuél se concluye que M(Z) es convexo.
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2. M(Z) es compacto: probaremos que M(Z) es cerrado en la topologia débil = y como
esté contenido en la bola unitaria de £*(Z), que es compacta gracias al teorema de
Banach-Alaoglu, (ver el Teorema [B.1.3)), concluiremos que M(Z) es compacto.

Tome (m; )y unared en M(Z) que converge a u € (¢*°(Z))*, entonces, para todoi € I
tenemos que ¥y (m;) = m;(1) = 1y ¢.(m;) = m;(z) = 0 para todo x € (*(Z) tal
que z = 0. Usando la continuidad de las evaluaciones y tomado limites obtenemos
que YPy(u) = u(l) = 1y ¥(u) = u(z) = 0, por lo tanto u € M(Z) y se sigue que
M(Z) es cerrado.

[

3.2. Relacion entre medias y medidas sobre grupos

En esta seccion, se exploraran las propiedades adicionales de PM(Z) y M(Z) cuando el
conjunto sobre el cual se construyen es un grupo.

Sea GG un grupo, entonces G define una accion natural a izquierda sobre PM(G) y M(G)
como sigue:

1. Sea yu € PM(G) v g € G, definimos g : 2¢ — [0,1] por gu(A) = u(g~*A) para todo
Acd@.

2. Sea z € (*(G) y g € G, definimos gz : G — R por gz(h) = z(g~'h) para todo
hed.

3. Sea u € ({*(G))* v g € G, por dualidad podemos definir gu : ¢*(G) — R por
gu(z) = u(g~'z) para todo x € {*(Q).
Decimos que u es invariante a izquierda si gu(z) = u(x) para todo = € (*(G) y

geG@.

Observe que ||gz|,, = sup [gz(h)| = sup|z(g~"h)| = sup |z(h)] = ||z||,.
heG heG heG

De lo anterior obtenemos que la accion de G en (*(G) define una isometria y conse-
cuentemente una funcion continua en (*(G) para todo g € G.

Proposicion 3.2.1. La accion a izquierda de G en M(G) es afin y continua con respecto
a la topologia débi = en M(G).

Demostracion. Es claro que la accion a izquierda de G en (¢°(G))* es lineal. Por otro
lado, si se fija un g € G, entonces el mapa u — gu es continuo en (/*(G))* dado que, el
mapa u — gu(zr) es el mapa evaluacion en el punto g~'z, que es continuo por la definicion
de la topologia débil . Como M(G) es un subconjunto convexo de ({*(G))* (gracias al
Teorema [3.1.9)), se concluye que la restriccion de la accion a M(G) es afin y continua. [

Proposicién 3.2.2. Sea ge G y A < G, entonces gxa = Xga
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Demostracion. Sea h € G, entonces gxa(h) = xa(g~'h) = 1 si y solo sf g7'h € A,
equivalentemente h € gA, por lo tanto xz4(h) = 1, de donde concluimos que gxa =
XgA~ ]

Recordamos ahora la biyeccion ® : M(G) — PM(G) definida por ®(m) = m, con
m(A) = m(xa)-

Teorema 3.2.3. Sea g € G y m € MG), entonces gm = gm.

Demostracion. Sea A — G, usando la Proposicion [3.2.2] vemos que:
gm(A) = gm(xa) = m(g~"xa) = m(xg-14) = (g~ A) = gin(A). O

Proposicion 3.2.4. Sea m € M(G), entonces m es invariante a izquierda (abrev. lim)
sty solo st la respectiva medida de probabilidad finitamente aditiva m es invariante a
1zquierda.

Demostracion. Se sigue del Teorema (3.2.3| ]
Teorema 3.2.5. Sea G un grupo, entonces G es amenable si y solo si existe una lim.

Proposicion 3.2.6. Sea G un grupo. Suponga que existe una (m;)er en MG) tal que,
para todo g € G, la red (gm; — m;)ier converge a 0 en ({*(G))* con la topologia débil .
Entonces G es amenable.

Demostracion. Dado que M(G) es compacto en la topologia débil  por el Teorema m,
se puede asumir que la red (m;) converge a una media m € M(G). Sea g € G, dado que la
accion a izquierda de G en M(G) es continua por la Proposicion , se tiene que, para
todo z € (*(G) la red (gm; — m;)(x) converge a 0. tomando limites, se tiene la igualdad
gm(x) = m(z). Por lo tanto gm = m, lo que muestra que m es invariante a izquierda,
por lo tanto G es amenable. O

Observacion 3.2.7. Sea g € G, denote por 0, el mapa definido por 6,(f) = f(g) para
[ €C.(Q). De la definicion de convolucion es facil ver que: (0, * ¢)(z) = ¢p(g~'x), por lo
tanto d,+ ¢ = gp € L*(G) y podemos escribir la condicion de amenabilidad como sigue:

Definicion 3.2.8. Sea G un grupo, entonces G es amenable si y solo si existe una

media en (*(G) tal que m(d, * @) = m(¢).

Definicion 3.2.9. Sea P(G) = {f € (1(G) : f = 0,||f|l, = 1}, entonces m se dice una
media invariante a izquierda topoldgica (abreviado t-lim) si m es una media tal

que m(f » 6) = m(@) para 6 € %(G), f € P(G).
Lema 3.2.10. Sea G un grupo, entonces toda t-laim es lim.

Demostracion. Sea m una t-lim, tome ¢ € (*(G),g € G y fije f € P(G), entonces:
m(dg * @) = m(f = 8 = ¢) = m((f &) * ) = m().
(El hecho de que f * 0, € P(G) se sigue del Corolario O
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Lema 3.2.11. Sea G un grupo y m € UCB(G)* (ver la Definicion una lim,

entonces m es una t-lim.

Demostracion. Sean ¢ € UCB(G), f € £'(G), como m es una lim, vemos que:

m (o« (f = ¢)) = m((f = 9)). (3.1)

Para cada ¢ € UCB(G), el funcional f — m(f = ¢) es continuo (dado que es la
composiciéon de una convolucion con m, las cuales son continuas), por lo tanto, existe

P € £* tal que: m(f Z f(x . Por la ecuacion tenemos que:

zelG

Y F@w() = D16+ Hla)p(z) = . flg " o)(x) = D flu)(gu)

zeG zeG zeG ueG

luego ¢ = d,-1 * 1), de donde concluimos que existe C'(¢) constante tal que:

m(f+¢) = C(¢) . f(x)

zeG

Si f € P(G), entonces m(f = ¢) = C(o).

Consideré ahora (e4)qca una aproximacion acotada de la identidad para £*(G) con-
tenida en P(G), (ver la Definicion [B.2.13), entonces: m(f = ¢) = Hlmm(f = e, * ¢) =

C(6) = limm(eo « ¢) = m(s). 0

Teorema 3.2.12. Sea G un grupo, entonces son equivalentes:

1. G es amenable.

2. Existe una t-lim en (*(G).

3. (Propiedad de Reiter) Para todo QQ < G compacto y todo € > 0, existe f € P(G)
tal que:

sup |7 — £, <

4. (Condicion de Folner) Para todo subconjunto finito E < G y e > 0, existe un
subconjunto finito F < G tal que:

(gFAF| < e|F|.

Demostracion. (1 implica 2) Sea G un grupo amenable, entonces existe m una lim para
(*(@G), como UCB(G) es un subespacio de £*(G), entonces m es una lim para UC B(G).

Sea (€4 )aca Una aproximacion acotada de la identidad para ¢!(G) contenida en P(G)
y defina: m : {*(G) — C por: m(¢) = h’(llrn m(eq * ¢ * €,), entonces:
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] ﬁl(l) = 1:

note que (1 xe,)(g) = Z 1(z)eq(z7tg) = Z ea(r7g) = lleall, = 1.
zeG zeG

Repitiendo este razonamiento concluimos que: m(1) = lim, m(e, = 1+ e,) = 1.
-l = 1:

por definicion, ||m|| = sup |m(¢)| = sup |[limm(e, = ¢ * ey)|.
l6llo=1 I$lloo=1

Ahora basta con ver que: [m(eq * &+ e2)] < [[mllleally ]|l leall

= m(f « @) = m(¢) para f € P(G) y ¢ € (*(G):
Tome f € P(G) y ¢ € 1*(G), entonces:

m(fx¢) = Hglm(ea  (f * P) * eq)

m(f = ¢) =lmm(eq = (f * @) *ea) = h,;nm(f * (€a* @ *eq))

07

=limm(e, * ¢ = ) (pues m es una t-lim)
= m(¢).

De esta manera demostramos que m es una t-lim para (*(G).

(2 implica 3) Sea m una t-lim en (*(G); como P(G) es débilmente * denso en el
conjunto de todas las medias de ¢*(G), existe una red (f;); = P(G) que converge a m en
la topologia débil . Mas atn, como m es una t-lim, para todo f € P(G) tenemos que:

h’{n(f = fi— fi) = 0. (3.2)

Esto debido a que:

iy =D (f = F)(@)elx) =

zeG zeG



Por lo tanto:

1l'{ﬂ<f = fi — fi, 90> = 11H1<f Jis 90> <fz790> = llm<f“ * 90> <f17§0>
=m(f * ) —m(p)

=0 (pues m es una t-lim)

Defina E = H ((@), entonces E es localmente convexo y la topologia débil en E
feP(@)

esta dada por el producto de topologias debiles.

Sea 3 < E definido por: ¥ = {(f * g — g) jep() : g € P(G)}. Note que X es convexo
ya que, si tomamos f, g1, g2 € P(G) y t € [0, 1], tenemos la igualdad:

tfrg—g1)+ A =t)(frg2—92) = [+t + (1 —1)g2) — (tg1 + (1 —t)g2)
Mas atn, gracias a (3.2]) su clausura en la topologia débil = contiene al 0.
Entonces existe una red (g;); € P(G) tal que para todo f € P(G) :
lim [ f + g; = g;ll, = 0

Inclusive, si escojemos f € K < [*(G) compacto y € > 0 arbitrario, entonces existen
&1y ..y & tales que: || f — & || < e para algin k € {1,...,n}.

Escoja jo tal que: ||& = g] — g;|| < e paratodo e {1 “nyy 7= Jo.
Entonces para todo 7 = jo v f € K obtenemos el siguiente resultado:

1S+ 95 = gilly = 1CF = 95 = &k * 95) + (& = 95 — 93)lly
<|f=gi =& =gl + & = 95 — g5l
< llg;llyI1f = &elly + 116 * g5 — g5ll, < 2¢
Debido a que g; € P(G) y considerando k tal que ||f — &ll, < e

Escoja Q < G compacto tal que e € Q y € > 0. Fije f € P(G), como el mapa
G — (@) dado por # — z71f es continuo (Corolario [B.2.7)), entonces el conjunto
{z7'f : 2 € Q} es un compacto en ¢!(G), por consiguiente, existe j tal que:

Hx_lf*gj 9]”1 € para todo = € Q).

Considere g = f = g; y tome z € ) arbritrario, entonces g € P(G) y se tiene que:

|27 g = 9], = |(=" g — 95) DN, <=7 f =95 —gill, + 1F =95 — g5, < 2¢

(3 implica 4): Sea @ < G una vecindad compacta de eg, € > 0y K = Q*. Por hipotesis,
sabemos que existe f € P(G) tal que:
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-1 e|Q|
s —fll < 2=
sup [l = £l < 5
Aplicando el Lema a fyaz !f tenemos que:

|z~ f - le = JOO |leF(f,r)AF(f,r)|dr para todo x € G.
0

Por lo tanto, para todo x € K se tiene que:

[ i (Z""”F o )|>d7“_ZH-’B‘1f fl, < 4L

zeK zeK

Ahora presentaremos una serie de hechos que nos permitiran concluir que tAn A # &J:

0

1. Dado queJ |F'(f,r)|dr = ||fll, = 1, existe algtn r tal que 0 < |F(f,r)] <oy
0

wF(f.r)AF(f.)] _ elQ)
D PR TR

zeK

en caso contrario: |F'(f,r) Z 21 |F(> >(f’ r)l > |F(f,r)|#
zeK

Puesto que la funcion |F'(f,r)| es positiva para todo 7.

Integrando a ambos lados tendriamos que:

[ i (ZW L ")d S

zeK

Lo cuél supone una contradicciéon con lo antes demostrado.

[z E(f,r)AE(f, )] _
[E(f, )]

2. Para el conjunto A = {m e K: } se tiene que |[K\A| < — ‘Q’

Caso contrario:

[2F(f,r)AF(f.7) [F (/AP )|
D T R o]

6IQ|

> e[ K\A[ >

lo cuél es, nuevamente, una contradiccion.
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3. Qc AA™!
Sea xz € @, note que Q = ecQ < Q? = K pues Q es vecindad compacta de eg.
Entonces |tK n K| = |2Q n K| = |zQ| = |Q| y por lo tanto:
Q < [zK n K| = [z(A v (K\A)) n (A u (K\A))|
< |zAn Al + |[K\A| + |2(K\A)|
= |zAn Al +2|K\A| < |[zA N Al + Q|

Por lo tanto |[xA n A| > 0, es decir, existen a,y € A tales que: ax = y, entonces

x=ya L.

Ahora, sean x1, 5 € A, entonces se tiene que:

vy F(f,r)AF(f.r) < (way F(f,r)Aa F(f, 1)) v (@ F(f,r) AF(f,r))
y ciertamente esto implica que:
w125 F(f, ) AF(f,r)| < [(azy  E(f,r) A F(f, )| + [(@F(f, r) AF(f,)))|
= (23 ' F(f,r) AF(f, )| +(@ P (f.r) AF (1) < 2e|F(f, 7).

Con lo cual habremos acabado la prueba.

(4 implica 1): Sea (E,)neny una sucesion creciente de subconjuntos finitos de G, en-
tonces por la Condicion de Folner, existen F}, conjuntos finitos tales que:

Fy
lgF A F,| < u para todo g€ E,,
n
F,AF,
denote f, = %, entonces tenemos que f, € P(G) y ||gfn — full, = %

Sea m un punto de acumulacion para (f,).en en la topologia débil =, entonces m es
una lim en [*(G). O

3.3. Grupos amenables y operaciones que los preservan
II

En esta seccion, utilizaremos algunos de los resultados ya obtenidos para ampliar la
clase de grupos amenables y poder dar ejemplos més concretos.
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Teorema 3.3.1. 57, dos grupos G y H son isomorfos, con G amenable, entonces H
también es amenable.

Demostracion. Sea 6 : G — H el isomorfismo entre los grupos y mg la media invariante

a izquierda para G. Defina ahora 6* : (*(H) — (*(G) por: 0*¢p = ¢ o 6, note que esta

bien definida pues: [|6%¢||,, = sup[(0%¢)(g)| = sup [(¢(6(g))| = sup[o(h)| = [|¢]|,, dado
geG geG heH

que 6 es un isomorfismo.

Defina entonces mpy : {*(H) — R como my(¢p) = ma(6*¢), entonces vemos que:
1. my(1) = mg(0*1) = 1.

2. my(y) = 0 cuando y = 0 : sea y € {*(H) tal que y > 0, entonces 6*y = 0, por lo
tanto 0 < mqg(0*y) = my(y).

3. my(hg) = mpy(p) para todo h € H: sea h € H, entonces para todo = € G :
0*hé(x) = (hg o 0)(x) = hé(0(x)) = ¢(h~10(x)), dado que 0 es isomorfismo, existe
a € G tal que 6(a) = h~! por consiguiente ¢(h~10(x)) = ¢(0(a)d(x)) = ¢(0(ax)) =
(pob)(ax) = 0*¢(ax) = a~'0*$(x), finalmente: my(hd) = mg(a™10*¢) = mg(0*¢) =
mu(9).

]

Teorema 3.3.2. Si N es un subgrupo normal de G, y tanto N como G/N son amena-
bles, entonces G es amenable.

Demostracion. Sean vi,vy y m,,, m,, las medidas y medias invariantes para N y G/N
respectivamente. Para cada A < G, defina f4 : G — C por fa(g) = vi(N n g tA).

Sean g1, g; € G tales que g N = goN, entonces g, ‘g1 = h € N, luego:

falgs) = vi(N 0 g3 " A) = vi(N 0 hgr ' A) = ni(B(N 0 g7 A)) = (N ngi ' A) =

falgr)- )

De lo anterior concluimos que f4 induce una funcion f4 acotada con dominio en G/N.
Se procede a definir u(A) = m,,( f 4) v se probara que cumple con los requisitos de una
medida G—invariante y finitamente aditiva en 2¢:

1. Dado que fg = x¢ = 1, entonces u(G) = 1.

2. Sean A, B < G tales que An B = ¢, entonces g 'An g !B = J para todo g € G,
por lo tanto:

faos(g) = (N ng(AuB) =un(Nn(g7'Aug'B)) = falg) + fa(g), de

donde se sigue que fa,g(gN) = fa(gN) + fs(gN), lo que finalmente nos permite
concluir que pu(A v B) = u(A) + u(B).

3. Sea g € G, entonces fya(go) = (N N gy gA) = falg'90) = 9fa(go), usando la
invarianza a izquierda de m,, tenemos por resultado que pu(gA) = u(A).
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Corolario 3.3.3. Suponga que Gy y Gy son grupos amenables, entonces el grupo
G = G x Gy es amenable.

Demostracion. El conjunto H = {(g1,eq,) : ¢1 € G1} es un subgrupo normal de G
isomorfo a (G; con cociente isomorfo a Gs. O

Teorema 3.3.4. Sea 0 - H — G — K — 0 una sucesion exacta corta de grupos
contables, si H, K son grupos amenables, entonces G es amenable.

Demostracion. Por el Teorema y la Observacion |A.2.6| tenemos que Ker(g)
y G/Ker(g) son dociles, dado que Ker(g) es normal en GG, usando el Teorema (3.3.2]
finalizamos la demostracion. O

Teorema 3.3.5. Todo grupo soluble es amenable.

Demostracion. Sea G un grupo soluble y {e} = Hy ¢ Hl ¢ Hy c --- < H, = G la
respectiva cadena finita de G.
Note que:

1. Hy es abeliano, por lo tanto amenable gracias al Teorema [2.2.3]
2. Hy es normal en H;.

3. Hi/Hy es abeliano por definicion de grupo soluble y nuevamente amenable gracias
al Teorema [2.2.3!

4. Debido al Teorema tenemos que H; es amenable.

Gracias a la finitud de la cadena, podemos repetir este proceso un nimero finito de
veces hasta llegar al final de la sucesion, entonces concluiremos que G es amenable. [

Ejemplo 3.3.6. El grupo de Lamplighter es amenable.

Demostracion. Ver el Corolario [A.2.17] O
Ejemplo 3.3.7. Todo grupo nilpotente es soluble.

Demostracion. Ver la Proposicion [A.2.10] O
Ejemplo 3.3.8. El grupo SLy(Z) no es amenable.

Demostracion. Para probar esto, se consideraran las siguientes matrices A, B € SLy(Z):

() o= (2)

con k = 2, junto con el grupo I[' generado por estas y se mostrara que:
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L St @ = {(z,y) € Z\{(0,0)} : [z < [y} v Q2 = {(z,y) € Z7\{(0,0)} : |y| < |2},
entonces A"y < Qy y B™Qy < ; para todo par n,m € Z\{0}:

a) Sea (z,y) € Q1 y ny € Z\{0}, entonces ((1) kylh) (91:) = <:r; * kn1y>7 dado que

Y Y
|z| < |y|, entonces |kniy + x| > |kniy — y| = |y||kny — 1| > |y|, por lo tanto
A"y < Q.
1 0 x x
b) Sea (z,y) € Qy y ny € Z\{0} <lm2 1) <y> = (kngx N y>’ dado que |y| < |z|

entonces |knsx + y| > |knex — z| = |z||kny — 1] > |z, por lo tanto B"2Qy < ;.

2. Fije w € ;. Entonces A" B - ... - Bin=1 Ainw # w, con iy, ..., 1, € Z\{0} :
Es facil deducir de (1) que:

Ainw e QQ
Bin1(Ainw) e O s

AR(B® - ... Bin1 Ainw) € Q.

3. Usando el lema del ping-pong, tendremos que I' es un grupo libre de rango 2,
usando la Observacion [2.2.2)y el Teorema [3.3.1] concluimos que SLy(Z) no es

amenable.

]

Ejemplo 3.3.9. Sea X un conjunto infinito. Entonces el grupo de simetrias Sym(X) no
es amenable

Demostracion. Sea X un conjunto infinito, entonces X contiene un conjunto que se
encuentra en correspondencia biyectiva con Z x Z (esto pues X tiene 2 opciones, o es
infinito contable, en cuyo caso el mismo es biyectivo con Z x Z, o es infinito no contable,
en cuyo caso contiene un subconjunto propio, que es biyectivo con Z x 7).

Dado que SLy(Z) < Sym(Z xZ), gracias al ejemplo anterior, concluimos que Sym(X)
no es amenable.

[]

Sin embargo, el subgrupo Symo(X) = {m € Sym(X) : m(x) # x solamente para finitos z},
es un grupo doécil infinito gracias al Teorema [2.2.3
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Capitulo 4

La propiedad de contenencia débil y la
amenabilidad de un grupo

4.1. Vectores casi invariantes
Una representacion 7 tiene un vector casi invariante si existe una sucesion de
vectores unitarios &; tales que:
|7 (9)& — &i|| — 0 para todo g € G.

Teorema 4.1.1. Un grupo G es amenable si y solo si la representacion reqular a iz-
quierda admite un vector casi invariante.

Demostracion. Asuma GG un grupo amenable y sea F; una sucesion de Fglner
XF;

aproximando un conjunto generador S. Defina &; = , entonces:

| Eil

IAa(9)é = &ill, = D alg)éi(@) — &(2)?

relG

| |2 X% (97 2) = 2xp (g7 ) X (x) + X2 (2)).
il zec

Ahora notamos que:

0 sixegF,nF;

X% (97 %) = 2xp (g 2)xp (2) + X5 (2) = 1 sizegh)\F
1 sixe F\gF;

’gFiAFi|

T < g, es decir, A\g admite
i

De donde es facil concluir que: ||[Aa(9)& — &ill, =

un vector casi invariante.
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Para probar el reciproco, considere &; € £2(G) un vector casi invariante. Defina f; = &2,
entonces f; € /1(G) y ademaés:

g7 fi = fill, = Do 197" € (@) — & ()]

zeG

= Y 1€(g7"2) - € ()|
zeG

= Z (g ) — &(@)] - 1&g ) + &i()]
zeG

N|=

< (Z \fi(gflm)—fi(xw) ;-( Z \fi(g’lx)+fi(x)\2> (por Cauchy-Schwarz)

= zeCG

<20l (Y l6ls™ ) - &(@)F)
zeG

= 2||§z‘||2< > alg)éilz) - f’i(x)'Q) E
zeG

= 2[[&ll,l1Aa(9)&i(z) — &i(@)]l, — 0

por definicién de vector casi invariante.

4.2. Contenencia débil

Definiciéon 4.2.1. Sean (7, H) y (p, K) dos representaciones unitarias del grupo G, deci-

mos que T estd débilmente contenida en p si toda funcion de tipo positivo asociada a T

se puede aproximar uniformemente en compactos de G por sumas finitas de funciones de

tipo positivo asociadas a p; es decir, para todo & € H, Q) < G compacto y € > 0, existen
n

M,y € K tales que para todo x € Q: [(7(x)¢,&) — Z<p(w)ni,ni> | < e. En tal caso
i=1
escribimos ™ < p.

Sim < puyp<m, decimos que ™ y p son débilmente equivalentes y escribimos
T~ p.

Lema 4.2.2. Sea (w,H) una representacion unitaria de un grupo G. Entonces m ~ mm
para m € N positivo.

Demostracion. (m < mmn): Es facil de calcular.
(mm < m): Sean:

. 5 = (&“)T:I e mH.
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= () < G un subconjunto compacto.

m > (.

Tomando n, = &, € H , tenemos que, para todo x € ):

[mm(2)€, &) — Y Lm(@)ie,ne)| = | ) (m(@)ér, &) = Y (ml@)ny )l = 0 <e

Entonces mm < 7. Por lo tanto mm ~ . O

Proposicion 4.2.3. Sean (m,H), (p,K) y (m;, Hi)ier representaciones unitarias de un
grupo G, entonces se tiene que:

1. m < p sty solo st para todo par de niumeros cardinales m,n > 0 se tiene que
mm < np.

2. @, m < p sty solo sim; < p para todo i€ I.

Demostracion. 1. Una implicacién es clara, para la otra direccion, considere m,n > 0
niameros cardinales arbitrarios, entonces existen conjuntos I, J tales que n = |I| y
m = |J|.

Dados M, N nimeros naturales positivos, entonces gracias al Lema |4.2.2] se tiene
que:
Mm<m<p<Np (4.1)

Sean:

s E= (&), emHye>0.

= () < G subconjunto compacto.

Entonces existe M € N finito y positivo tal que:

| Y m(@)&, &)l <e.

i>M

dado que Mm < p gracias a (4.1]), entonces existen 71, ...,ng € K tales que:
m R
i=1 k=1

por lo tanto:

’Z<7T($)fi, &) — Z Z<p($)77k, ey < Cy + Cy con:

el jed k=1
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M R
Cy = | Y ()6, &) — Y o), me)|
i=1 k=1

Cy = | Z (m(2)&, &) — Z Z@ )1k k)|

iel\{1,...,.M} je\{1} k=1

2. Por definiciéon de contenencia débil, tenemos que:

para todo @, ; & € @,.; Hi, para todo @ < G compacto y para todo € > 0, existen
M, ..., € K tales que, para todo = € @) se tiene que:

(@mi(2)&, @) — D (p(x)nsm)| < e

que es equivalente a:

‘2<7Tz )6 &) — 2<p )N, Ms)| < €

el

para iy fijo, considere el vector @;cré = &y @ (Dirzi,0), entonces tenemos que:

|<7T’i0( 5107&0 2<p 7757775>| <E.

Luego m;, < p; como iy fue arbitrario, concluimos que m; < p para todo 7 € I.

Para probar el reciproco, consideramos un conjunto de {m;};c; de representaciones
unitarias tales que m; < p para todo ¢ € I, entonces @;e;m < np, con n = |I|.
Gracias a (1) tenemos que np < p, por lo tanto @e;m; < p.

]

Proposicién 4.2.4. Sean (71, H1), (72, Ha), (p1, K1), (p2, K2) representaciones unitarias
de G tales que m < p1 y my < pa. Entonces m @ my < p1 ® pa.

Demostracion. Sean: () < G compacto, & ® & € Hi ® He v € > 0, entonces de la
definicién de contenencia débil, sabemos que existen {n,}M, = H; y {0}V, = H, tales
que, para todo x € () se tiene que:

[ ()61, &) — Z<Pl )s,1s)| < €
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(o ()82, €2) — Z<P2 ), )| < €

)

tomando {n; ® nr} —a) © K1 ® Ko, podemos concluir que:

Ry = (1 @ m2) (2)&1 ® &2, 61 @ &) — Z Z<(m ® p2)(2)1s @ 0y 0s @ 11|

s=1r=1

= ()61, &) ()2, &2) — 2@1 ns,'rzs>2<p2 ) )|

R, con:

< (ml)n &l + | Yot

r=1

= Rl = ‘<7T1 517£1> Z<p1 7757778>’
» Ry = [(ma(2)&2,82) — Z<P2 )M 1))

entonces: Ry < 5(|<7T1(a:)§1,§1| + ‘ Zil<p2($)7}m7lr>

), es decir, T ®my < p1 Q@ py. [
Teorema 4.2.5. Sea G un grupo, entonces son equivalentes:

1. 1¢ < Mg

2. w < Ag para toda w representacion unitaria de G.

3. G es amenable.

Demostracion. (1 implica 2): Si 1g < Ag, entonces 7 = l¢g ® 1 < A\g @ 7, como A\g ® 7
es un multiplo de \g, (gracias al Ejemplo |[C.2.4)), se sigue el resultado.

(2 implica 1): Es claro dado que 1¢ es una representacion unitaria.

(1 implica 3): Sean Q = G un compacto y € > 0, entonces por Teorema existe
foe € C3(G) con | forll, =1 tal que:

Sllg ||)‘G(x)fQ,a - fQ7a||2 <e
€
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sea go. = |fo.|?, entonces go. € P(G) y por de81gualdad de Cauchy-Schwarz:
Hx_ng,e - gQ,6||1 = ||$_1|fQ,6|2 - |fQ,a|2H1 = H fQ,E fQ,e)( fQ,E + f@E Hl
< Aa(@)fae + faclollAa(@) foe — focll,

<2/ Aa (@) fo.e — foells

< 2e.
Para todo = € Q). Por lo tanto G cumple la condicién de Reiter.
(3) = (1): Asuma que se tiene la condiéon de Reiter. Sean () = G compacto y € > 0,
sea f € P(G) tal que:
sup H:L”lf — f||1 <e
ze@

tome g = \/f, se sigue que g € *(G) y ||g|l, = 1. Mas atn, dado que |a—b[* < |a* —b?|
para todo par a,b de niimeros reales positivos, obtenemos que:

IAa(2)g =gl = D> Ae@)g) — g < Y Ael@)g®)® — gw)?| = ||« f = f]],

yeG yeG
<e 0

4.3. Una caracterizacién en términos de las C*-algebras

Sea G un grupo con la topologia discreta, (7, H) una representacion unitaria de G,
entonces podemos considerar el -dlgebra homomorfismo ¢*(G) — L(#H) denotado por &
y definido mediante la fémula:

#(f) = ). flz)m(z) € L(H)

es decir:

GE(N&m =), fl@)r(x)¢,n) eC, con &neH

zelG

Ejemplo 4.3.1. Dada (A, (*(G)) la representacion reqular de G, f € (*(G) y & € (*(Q),
entonces g (f)& € 2(G) y mds aiin:

= (X F@ac@)éw) = X F@eEy) = (f <O ).

relG zelG

Por lo tanto Xg(f)f’ = f=£.

Defina ahora la representacion universal 7,,;, de G como la suma directa de todas
las representaciones ciclica unitarias de G. Entonces existe Tuniv : £1(G) — L(Huniv) ¥
definimos la norma maximal de f € ¢}(G) por:

||f||méx - ||7~Tunw(f) |

Lo cual nos permite concluir que:
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Lema 4.3.2. Sea f € ((G), entonces: HXG(f)H <l < I,

Demostracion. Aplique el Lema [C.1.8]| O]
Definicién 4.3.3. La completacion de (*(G) con respecto a la norma f — || fll, ;. €s

una C*-dlgebra llamada C*-dlgebra mazimal de G y denotada por C*(G).

Definicion 4.3.4. La completacion de (*(G) con respecto a la norma f — |[Aa(f)| es
una C*-dlgebra llamada C*-dlgebra reducida de G y denotada por C* ,(G).

red

Observacion 4.3.5. Gracias a la proposicion tenemos que \g < Tuniv, €N-

tonces existe un mapa sobreyectivo Huniw — (*(G) dado por la proyeccion sobre aquellas

componentes ciclicas de (*(G) que también estdn presentes en la descomposicion de Hyniy-
Esto se puede trasladar a un x—dlgebra epimorfismo C*(G) — C},,(G).

red
Teorema 4.3.6. Sean m, p representaciones unitarias de G, entonces son equivalentes:
1. ™ < p.
2. [F(HI < IA(H)I para todo f & IH(G).

Demostracion. (1 implica 2) Dado un £ € H y f € I1(G) fijos, tenemos que:

IF(F)EI” = F(FEF(F)E)
= > fla)m(@)&, 7(£)E)

zeG

- X H@GEDE A

zeG

= Y 0 (3 S n@9)

relG yeG

> F@) (X Fwle 7(@)6)

zeG yeG

= > > f@ ©)&m(y)€)
reCG yeG

= YD @)y 2, &
zelG yeG

para ||p(f)€||* obtenemos una identidad similar.
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Sea ¢ > 0, entonces existe () < G compacto tal que:

D, f@)l<e

zeG\Q

Como Q < Q U Q', entonces tenemos que:

Y, lf@)l<e

zeG\(QuQ™1)

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que () es simétrico.

Para la pareja (¢,Q) y £ € H, existen 1y, ...,n, € K tales que, para todo y~ 'z € Q

(™' 2)6, &) = D oy )l < e

Usando el hecho de que, si |[A — B| < € entonces |A| < |B| + ¢, tenemos que:

Kr(y'a)€, &) <e+ |Z<p(y’1r)m,m>|7

lo cuél implica que:

Y, @WK ol < Y F@TWI( Yo ) + <A1

(z,9)e@xQ (z,y)eQxQ

Ahora notamos lo siguiente:
GxG=[(G\Q) x (G\Q)]u(QxQ) ulG\Q) xQluQx (G\Q)]

De dénde se concluye que:

1. Z f(@)f(y) < &

(z,y)e(G\Q)*x (G\Q)

2. > f@f@) <elfl
(zy)el@x(G\Q)]

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que eg € (), entonces obtenemos que:

n
2 2
HEN® = X lmall* | <ce,
i=1
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por un razonamiento igual al antes hecho, concluimos que:

n
2
Dl < 1l + .
i=1
De todo lo anteriormente hecho, es claro que;

IFDEIP < Y F@FGI( Dol e mmdl) + el FI1F + <2 + 2] £1,

(z,9)eQxQ

—Z D Ty mmol + el FIT + & + 2| ]Iy

1 (z,9)e@QxQ

Para i fijo sabemos que

D F@ Tty @ ml < 1BCHIImill®

(z,y)eQ@*xQ

(pues para cualquier vector n € K tenemos que ||[3(f)nl]> = r2||p(f)7||> con r = ||n])).
Lo que nos lleva a la siguiente desigualdad:

1RO < 1PN D mll* + el FIT + & + 22l £1ly
i=1

< IBOIP (I + ) + el £+ + 2 1l

finalmente, tomamos el supremo sobre los £ € H de norma 1 y concluimos que:

IF(HI < [15(f)]| para todo f € I'(G).

(2 implica 1) Sea ) < G un subconjunto finito y € > 0, tome z € Q y £ € H, entonces:

L || % ega)€]|* = 2 + {n(2)€,€) + (r(@)E, ).

2. [|F (X eea)) €l < IF e < 1P eea)|

3. Por definicion de supremo, existe nn = n(e, x) € K tal que:

N V2
ol = 577 = 1ol
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Por lo anterior tenemos que:

N V2 N
Hﬂmmwmf—ﬁ§<HMMmMMf

es decir:

(m(@)€,&) + (m(2)€,€) < (p(x)n, my + {p(w)n, m) + 575
Defina ahora h : G — C por:

1 siz=eg
h(z)=<4i siz=u

V2
20Q1™

0 en otro caso.

Entonces:
[F(R)EIF = 2+ ilm(2)€, &) + i€, m(2)€) = 2 + i((m(2)€, &) — (w(w)E, £)).

Por un razonamiento analogo al anterior concluimos que:

H{(r()6,6) — F@ED) < i((pl)mn) — D) + %e,

como |Q| = n, para cada £ € H de norma 1, existen ny, ..., 7, tales que:

(r(a)6, &)+ TTED < 3, (o + ) + 3=

(r(@6.& + T@ED) <13 (ol + Gy + L.

s=1
Si escribimos (m(x)¢, &) — 2 (<p($)ns, ns>) = a + b, entonces tenemos que:

[(m(2)€,6) = > p(a)ns,noy| = a® + b* < 2.
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Gracias al Teorema [4.3.6] || f|.. = [[Aa(f)]] siy solo si Ag < Tuniv ¥ Tuniv < A,
por Teorema |4.2.3| esto implica que m < \g para toda 7 representacion unitaria ciclica,

luego existe un *-algebra epimorfismo C* ,(G) — C*(G). Juntado esto con la Observa-

cion y la caracterizacion de amenabilidad, llegamos a una nueva definiciéon de

grupo amenable:

Teorema 4.3.7. Sea G un grupo con la topologia discreta, entonces son equivalentes:
1. G es amenable.

2. C*(G) = Cx,(G).

red

49



Apéndice A

Algebra Abstracta

A.1. Teoria de grafos

Definicion A.1.1. Definimos un grafo como una pareja H = (E,V') con V el conjunto
de vértices y E las lineas que los conectan(denotamos una linea del grafo por uws—sv para
u,v € V), asimismo :

1. Dado v eV, al conjunto Ng(v) = {ueV :us—v e E} se le llama vecindad de v.
El grado de un vértice es el numero de aristas incidentes al vértice.

Un grafo es reqular si cada vértice tiene el mismo grado.

Un grafo H se dice bipartito si su conjunto de vértices puede dividirse en 2 sub-
conjuntos disjuntos e independientes U,V tal que cada arista del grafo conecta un
vértice en U con un vértice en V.

5. Un apareamiento en un grafo es un conjunto de aristas disjuntas.

6. Dado N un apareamiento y v un vértice, decimos que v es saturado por N si existe
una arista de N incidente a v.

7. Sea H un grafo bipartito finito con partes U,V , decimos que U tiene un aparea-
miento saturado si existe un apareamiento que cubre cada vértice de U.

Teorema A.1.2. (Teorema de Hall-Rado-Hall) Dado H un grafo bipartito con partes

U,V , entonces U tiene un apareamiento saturado si y solo si para todo W < U se tiene
que: |W| < |Ng(W)].

Demostracion. Teorema C.2 de [7] O

La condicién sobre los subconjuntos de U del Teorema de Hall es llamada también
condicién del matrimonio.
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A.2. Teoria de grupos

A.2.1. Nociones basicas

Definicién A.2.1. Dados dos grupos H, G, decimos que f : G — H es un homomorfismo
de grupos si f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b e G. Ademds:

» ST f esinyectiva, entonces [ se llama monomorfismo.
» ST f es sobreyectiva, entonces f se llama eptmorfismo.
s S7 f es biyectiva, entonces f se llama tsomorfismo y escribimos G =~ H .

Definicion A.2.2. Dado f : G — H un homomorfismo de grupos, definimos el kernel de
f como: Ker(f) ={ae G : f(a) = en}, con ey la identidad de H. Asimismo definimos
la tmagen de f como: Im(f) = f(G).

Teorema A.2.3. (Primer teorema del isomorfismo) St f : G — H es un homomorfismo
de grupos, entonces f induce un isomorfismo G/Ker(f) = Im(f).

Teorema A.2.4. (Sequndo teorema del isomorfismo) Sea G un grupo y K, N subgrupos
de G, con N normal en G, entonces K/(N n K) ~ NK/N.

Definicion A.2.5. Dada una sucesion finita de grupos y homomorfismos

DLy P R U N I (N

decimos que es exacta si Im(f;) = Ker(fis1).

En particular, una sucesion de la forma

0 Ht a2 K 0

es llamada exacta corta.

Observacion A.2.6. Note que en una sucesion exacta corta, gracias al Teoremal[A.2.3,
tenemos que H es isomorfo a Ker(g), que es normal en G y por un razonamiento similar
K es isomorfo a G/H.

A.2.2. Grupos solubles
Definicion A.2.7. Sea G un grupo, h,k € G y H, K subgrupos de G, entonces definimos:

1. [h,k] = hkh='k~ el conmutador de h y k.

2. [H, K] el subgrupo generado por los conmutadores [h, k], conhe H y ke K.
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3. D(G) = |G, G] el subgrupo derivado o subgrupo conmutador de G.

4. La serie derivada de un grupo G es la sucesion (D'(G))iso definida por: D°(G) = G
y DHG) = D(D'(@)).

5. La serie central descendiente de un grupo G es la sucesion (C'(G))i=o definida por:
C%G) =G y C™HG) = [C1(G), G].
De la Definicion [A.2.7] tenemos que la serie derivada se ve como sigue:

G =DG)>DYG)>D*(G)> -
con D'(G) normal en DY(G) y DY(G)/D*(G) abeliano para todo i > 0.
A los grupos cuya serie derivada es finita, se les prestara especial atencion.

Definicion A.2.8. Sea G un grupo, entonces G se dice soluble si existe un entero
positivo k tal que D¥(G) = {1g}. Al entero positivo k mds pequeno tal que D*(G) = {1}
se le llama el grado de solubilidad de G.

Definicion A.2.9. Sea G un grupo, entonces G se dice nilpotente si existe un entero
positivo K tal que C* = {1g}. Al entero positivo k mds pequenio tal que C*(G) = {15} se
le llama el grado de nilpotencia de G.

Proposicion A.2.10. Todo grupo nilpotente es soluble.

Observacion A.2.11. A los grupos solubles de grado 2 se les llamard grupos metabe-
lianos.

Teorema A.2.12. Un grupo G se dice soluble si y solo si existe una sucesion finita
{G}ZH(]CHlCHQC...CHn:G

de subgrupos de G tales que H; es normal en H; 1 y H;y1/H; es abeliano para todo
0<i1<n—1

Demostracion. Para probar una implicacion, si se define H; = D*¥(G), se habra termi-
nado.

Para el reciproco, asuma que existe una sucesion finita de subgrupos de G tales que

{e}=HycHicHyc---cHy,=G
tales que H; es normal en H; 1 y H;,1/H; es abeliano para 0 <i < k — 1.

Dado que G/Hj._; es abeliano, entonces abHy_1 = baHjy_1 para a,b € G, y esto pasa
si y solo st ab(ba)™t € Hy_y, de donde se tiene que D(G) < Hy_;.

Similarmente, Hy_1/Hy_o abeliano implica que zyHy_o = yrHy_o para z,y € Hy_1,
por lo tanto zy(yx)™' € Hj_o, es decir, D(Hy_1) © Hy_», pero por el paso anterior,
tenemos que: D*(G) = D(Hy_1) © Hp 5. Inductivamente (gracias a la finitud de la
sucesion), tendremos que: D*(G) = {eg}, de donde se concluye que G es soluble. O

52



A.2.3. Producto Directo y Semidirecto

Dada (G})ie; una familia de grupos, defina el siguiente conjunto:
PG ={f:1- U tales que f(i) # eq, para finitos i € I}.
iel iel
Es facil ver que si f, g € (—B G, entonces fg € (—D G es la funcion i — f(i)g(i) para todo
iel el
1 € I. Asimismo se puede ver que esta operacion adimite un inverso para cada elemento

y posee una identidad.
De lo anterior podemos definir lo siguiente:
Definicion A.2.13. Sea (G;)ier una familia de grupos, al conjunto (—BGZ- con la opera-
iel
cton componente a componente anteriormente descrita se le llama suma directa de los
grupos G;.

Sean G, H grupos y 6 : H — Aut(G) un homomorfismo. Sea G xy H el conjunto
G x H con la siguiente operacion:

(91, 71)(92, ha) = (91[0(Rh1)(g2)]; hiho).

Entonces tenemos lo siguiente:
1. El elemento (eq, ey) sirve como identidad para la operacion de G xy H

2. Dado (g, h) € G xg H, es facil ver que el elemento ((h~1)(g~1), h™!) es su respectivo
inverso en G xg H.

3. Dados g1, 92,93 € Gy hy,hs, hg € H, entonces tenemos que:
(91, 1) (g2 h2) (93, 3) ) = (92, 1) (92[0(h2) (95)] hah)

= (91[0(h1)(g2[0(h2)(g3)])], hihahs)
= (91[0(11)(92[0(h2)(g3)])], (R1h2)h3)
= (g1[0(h1)g2]0(h1h2)gs, (Rih2)hs)

= ((gl,hl)(gz=h2)>(937h3)'

Por lo tanto G ¢ H es un grupo.

ho
ho

Definicién A.2.14. Sean G, H grupos y 0 : H — Aut(G) un homomorfismo, llamamos
al grupo G x¢g H el producto semidirecto de G y H.

Con lo anteriormente expuesto, podermos estudiar un interesante ejemplo:

Definicion A.2.15. Al grupo (P(Z/2Z) xg Z, con 8 : Z — @,,(Z/2Z) dado por
€L
0(n)((a;)iez) = (@i)itnez lo llamamos grupo de lamplighter y lo denotamos por L,.
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Sea a € @,.,(Z/27Z), entonces a = (a;)iez con a; = 1 € (Z/27Z) solamente para
finitos ¢ € Z, entonces a esta en correspondecia con el subconjunto A < 7Z definido por:
A={ieZ:a = 1}. Note que si b € @,_,(Z/27Z) es otro elemento con subconjunto
correspondiente B, entonces ab estara en correspondencia con el conjunto AAB dado
que:

» Siie An B, entonces a;b; =1+1=0en (Z/27Z).
» Siie A\B, entonces a;b; =1+0=1 en (Z/2Z).

De lo anteriormente expuesto, es claro que todo elemento en Lo se puede ver de la forma
[S,r] para S  Z finito y n € Z. Si [T, m] es otro elemento en Lo, entonces

[S,n] - [T,m] =[SAOMN)T),n+ m] = [(SA(T + n),n + m].
Asi pues, podemos identificar la identidad de Ly por [¢F,0].

Lema A.2.16. El grupo de lamplighter Ly puede ser generado por 2 elementos, uno de
orden 2 y otro de orden infinito.

Demostracion. Sean t = [(F, 1] y a = [{0}, 0] elementos en Ly, entonces tenemos que:

ta = [, 1] - [{0},0] = [FA{1 + 0},1 +0] = [{1},1].

Y maés generalmente

t"a = [, n] - [{0},0] = [{n},n]
para todo n € Z, luego:
t"at™" = [{n},0]

de dénde concluimos que, dado [{ni, ..., nn,}, k] € Ly arbitrario, se tiene que:

[{n1, s mm ), k] = [{n1, ., }, 0] - [, k] = (™ at™™) - ... - (t"mat™ ") tF.
Por lo tanto el conjunto {a, ¢} es un conjunto generador del grupo de lamplighter. [
Corolario A.2.17. El grupo Lo es soluble.
Demostracion. Sean t,a € Ly como en el lema anterior y n € Z, entonces:
= at"at™" = [{0}, 0] - [{n}, 0] = [{0}A{n}, 0] = [{0, n}, 0]
= t"at™"a = [{n},0] - [{0},0] = [{0}A{n}, 0] = [{0, n}, 0]

Por lo tanto [t,a] = [a,t], es decir, el conmutador [Lsy, L] es abeliano, por lo tanto Lo
es soluble de orden 2.
[l
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A.3. El lema del ping-pong
La siguiente formulacion del ping-pong lema se toma de [14].

Teorema A.3.1. Sea G = {a,b) un grupo generado por dos elementos tales que a y b
tienen orden infinito y ponga a actuar a G sobre un conjunto X. Suponga que existen
X1, Xs © X disjuntos, no vacios y tales que, para todo n € Z\{0}:

CLn'chXQ ybn'XQCXl,

entonces G es libremente generado por {a, b}
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Apéndice B
Analisis

B.1. Analisis Funcional

Los espacios vectoriales aqui considerados tendran coeficientes en C.

B.1.1. Espacios vectoriales topolégicos

Definiciéon B.1.1. Sea X un espacio vectorial normado, decimos que X :

1. Es un espactio de Banach si toda sucesion de Cauchy en X converge a un punto
en X.

2. Es un dlgebra de Banach si:

a) X es un espacio de Banach.
b) Existe una aplicacion - : X x X — X (llamada producto) tal que:

= Fs asociativa.

» Fs distributiva respecto a la suma de vectores.
» a(u-v) = (au) - v = u(aw).

= ol < flullllvf].

Para todo u,ve X yaeC.
3. Es una +-dlgebra de Banach si:

a) X es un dlgebra de Banach.

b) Eziste una aplicacion = : X — X (llamada involucidon) tal que:
w (u+v)* =u* + o
w (u-v)* =0*-ut.
w (u*)* = w.
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Para todo u,v e X.
4. FEs una C*-dlgebra si:

a) X es una =-dlgebra.

b) [Ju-u*|| = ||u|* para todo ue X.

B.1.2. Topologias en el dual de un espacio topologico
Sea X un espacio vectorial normado, decimos que un funcional lineal v : X — C
es continuo sf: [lul|,, = sup |u(x)] < o0. A este nimero se le conoce como la norma
llzl=1
operador de u. Al conjunto de todos los funcionales lineales continuos lo llamamos el
dual topologico de X y no denotamos por X*.
Para cada x € X, sea ¢, : X* — C el mapa evaluacion ¢, (u) = u(z).

Con lo anteriormente expuesto podemos definir lo siguiente:

Definicion B.1.2. Sea X un espacio vectorial normado y X* su dual topologico, podemos
dotar a este ultimo con las siguientes dos topologias

1. La topologia fuerte es aquella inducida por la norma operador ||-|,,-

2. La topologia débil-* es la minima topologia en la cudl los mapas evaluacion son
sontinuos.

Una vez definimos estés topologias, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema B.1.3 (Banach-Alaoglu). Sea X un espacio vectorial normado y denote |||
la norma operador en X*. Entonces la bola unitaria B(X*) = {u € X* : ||lul[,, < 1} es
compacta en la topologia débil .

B.2. Teoria de la medida

A lo largo de este apéndice, dado 1 < p < o0, definimos:

?(G) = {f: G — Ctal que Y |f(z)]" < oo},

zeG

B.2.1. Grupos topolégicos
Sea G un grupo topolégico, entonces decimos que G es localmente compacto si:

1. G es un espacio de Hausdorff
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2. (G es un espacio topologico localmente compacto, es decir, para todo = € G, existe
U, vecindad abierta de x tal que U, es compacto.

Ejemplo B.2.1. Dado un grupo arbitrario G, si se le dota de la topologia discreta,
entonces G serd localmente compacto.

Proposicion B.2.2. Sea G un grupo topologico, tome e € G la identidad del grupo y
a € G un elemento arbitrario, entonces:

1

» Las funciones x — ax, x — xa y x — x~ son homeomorfismos de G en G.

» STU es una base para la familia de vecindades de eq, entonces {aU : U € U} y
{Ua : U e U} son bases de la familia de vecindades de a.

Proposicion B.2.3. Sea G un grupo topoldgico, e la identidad de G, y U una vecindad
abierta de eq, entonces:

» Fuxiste una vecindad abierta V de eq tal que VV < U.

= Friste una vecindad simétrica de eq que estd contenida en U .
Demostracion. Véase la Proposicion 9.1.3 de [8]. O
Definicion B.2.4. Sea G un grupo localmente compacto, entonces, denotamos por:

1. C.(G) al conjunto de funciones f : G — C tales que tienen soporte compacto.

2. UCB(G) al conjunto de funciones f : G — C uniformemente continuas y acotadas.
FEs facil ver que UCB(G) < C.(G) < {*(G).

Proposicion B.2.5. Sea G un grupo con la topologia discreta, entonces cada funcion en
C.(G) es uniformemente continua a izquierda y uniformemente continua a derecha.

Demostracion. Sea f € C.(G) y K = supp(f). Tome £ > 0 arbitrario. Para cada z € K,
escoja U, vecindad abierta de eq tal que |f(z) — f(y)| < % cuando y € zU,, luego V,
vecindad abierta de e tal que V.V, < U, (por Proposiciones [B.2.2|y (B.2.3).

La familia {zV,},cx es una cobertura abierta de K y por compacidad del mismo,
existen finitos {z,...,x,} tales que {z;V,,}!~, cubre a K. Nuevamente gracias a la Pro-
posicion [B.2.3] podemos considerar V' una vecindad abierta y simétrica de eq tal que
V <, V. Sean z,y € G tales que y € 2V, entonces habran 3 casos:

1. Sixz,y ¢ K, entonces f(z) = f(y) =0y por tanto | f(z) — f(y)| < & trivialmente.

2.Siz e Kyye xV, entonces existe un ¢ tal que z € x;V,, y asimismo tal que
x,y € x;U; (esto pues z € x;V,, < x;U; y y € 2V < 2V, V.. < x;U;).

Por la suposicion inicial, esto implica que | f(z)— f(z;)| < 5y que | f(2:)—f(y)| < 5,

usando desigualdad triangular tenemos que |f(x) — f(y)| < e .
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3. Siye K yyezV, notamos que esta tltima condicion es equivalente a:
r € yV =1 = yV(esta tltima igualdad gracias a la simetria de V).

Cambiando los roles de z,y en (2), sera facil ver que |f(z) — f(y)| < ¢ .
Por lo tanto f es uniformemente continua a izquierda. O

Corolario B.2.6. Sea G un grupo con la topologia discreta y f € C.(G), entonces la
aplicacion a — af es un mapa continuo de G en C.(G).

Demostracion. Sea € > 0, z,y € G. Dado que el mapa z — |f(z7'2) — f(y~'2)| es
continuo y tiene soporte compacto K, existe zg € K tal que:

o =S, = suplef (2) = uf ()] = e (z0) = uf o)l

Usando la Proposicién vemos que, para ¢, existe U < G vecindad abierta de
eq tal que:
y~ ' e x7'U implica que |f(z™!) — f(y™!)| <e.

Por la Proposicion [B.2.2] el conjunto W = z,Uz, ! es abierto y ademaés:

sty 'zg € 27 %W entonces |f(x 20) — f(y '20)| <,

es decir, ||zf —yf|, <e. Por lo tanto, la aplicacién a — af es continua en norma.
0

Dado que C.(G) es denso en /(G) para p € [1,00), obtenemos lo siguiente:

Corolario B.2.7. Sea G un grupo con la topologia discreta y f € (P(G), entonces la
aplicacion a — af es un mapa continuo de G en (P(G).

Finalizaremos esta secciéon probando un lema que relaciona la norma de una funciéon
con la medida de cierto conjunto.

Lema B.2.8. Sea G un grupo con la topologia discreta y h,g € (*(G) funciones no
negativas. Para cada v = 0. Sean F(h,r) ={te G :h(t)=r} y F(g,r)={te G:g(t) >
r}, entonces:

Ih =gl = | 1F(hr)AF(g. )| dr
0
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Demostracion. Dadas h, g € (*(G) funciones no negativas, entonces:

0, sig(t)>ryh(t)>r
|XF(h,7")(t> — XF(g,r) (t)| = { 1, st g(t) >ry h(t) <7
1, sig(t)<ryh(t)>r

0¢]
De aqui concluimos que: |A(t) — g(t)| = J \XF(hr) () = XF(g.) ()| dr dado que:
0

si tg € G, entonces |Xrn(to) — Xrr)(to)] = 1 siy solo si g(ty) < r < h(ty) 0

h(ty) <1 < g(to).
luego habran 2 casos:

o]

= Si g(to) < h(to), se tiene que L IXF(hr)(to) = Xrrn (to)ldr = u([g(to), h(to)]) =
h(to) = g(to)-

o0

= Si h(ty) < g(to), entonces J IXF(hr)(to) = XF(g.m) (to)| dr = g(to) — h(to).
0

o0
Por lo tanto |h(to) — g(to)| = J IXF(hr)(to) = XF(g.m (to)| dr.
0

Sumando sobre todos los elementos del grupo obtenemos que:

I =gl = S0 = 900 = 3 [ I 0) = X (0]

teG teG

f D IXEwa (E) = Xr(ga (t)] dr
0

teG

_ f F(h, 1) AF(h, r)dr

B.2.2. Algebra de (}(G)

Definicion B.2.9. Sean f,g € (*(G), entonces definimos f = g : G — C mediante la
siguiente formula:

Z fly ) para todo x € G.

zelG

Proposiciéon B.2.10. Sea G un grupo con la topologia discreta y f, g € (*(G), entonces
f g€ li(G) y satisface que || f = gll, < | flllgll,-

Demostracion. Ver seccion (9.4) de [§]. O

60



Proposicion B.2.11. Sea G un grupo con la topologia discreta. Entonces (*(G) con la
convolucion como multiplicacion, es un dlgebra de Banach. Mds ain, si definimos el mapa

«: (YG) = LYG) por: f*(z) = f(x~1), entonces (*(G) es una *-dlgebra.

Proposicion B.2.12. Sea G un grupo dotado con la topologia discreta, entonces existe
una red de funciones no negativas {€y}taca < Co(G), con A un conjunto dirigido, tales
que:

1. Z eq(r) = 1.

zelG

2. lim |leq = f — fI|, = 0 para toda funcion f € ('(G).

Demostracion. Lo probaremos primero para el caso en que GG tenga una base contable;
para ello consideraremos {U, },en una sucesion decreciente de vecindades abiertas de eg
tal que toda vecindad abierta de e contiene algtn U,. Para cada n, sea e, una funciéon

no negativa en C.(G) que es cero fuera de U, y tal que Z en(x) = 1.

zeG
Dado x € Gy f € C.(G), se tiene que:

(f *en— F)@)] =1 flay Dealy) — f(2)]

= | > Sy Denly) = D) ealy) f(2)]
< D eafley™) = f(2)]
< D e flay™) = f(2)]

como G es localmente compacto, existe W una vecindad abierta de e y K un sub-
conjunto compacto de G tal que eq € W < K, sin pérdida de generalidad, asuma que
U, < W, entonces la clausura U, c K es un subconjunto compacto de G; continuando
con la cadena de desigualdades, tenemos que:

I(f = e, — f)z)] < qup |f(zy™) — f(2)| Z en(y) (el supremo existe ya que f € C.(G))
yeUn yeG
= sup |f(zy™") — f(2)]

yeUn

entonces |(f e, — f)(z)] = 0 cuando n — 0 en virtud de que {U, }nen es una sucesion
decreciente de vecindades compactas de eq, entonces U,, — {eg}; dado que C.(G) es denso
en (' (G), se sigue el resultado.

Ahora bien, en caso de que G no tenga una base contable, Sea el conjunto dirigido
A que consiste de la coleccién de vecindades abiertas de eg ordenadas por el orden
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parcial U < V si V < U, procediendo de manera similar al caso anterior, obtenemos el
resultado. O

Definicion B.2.13. A la red de funciones {€,}aca de la Proposicion se le
llama aproximacion acotada de la identidad.

Observacién B.2.14. (1(G) no es necesariamente una C*-dlgebra, para verlo, considere
el siguiente ejemplo:

Tome G = Z y x € ¢*(Z) dada por:

1 sin=0.
z(n)=< -1 sin=16n=2.
0 en otro caso.

Entonces: (z* = x)(n) = Z ¥ (m)x(n —m) = Z Z(—m)x(n —m)

meZ meZ

=z(Dz(n+1) +z(2)z(n + 2) + z(0)z(n).
De dénde concluimos que:

3 sin=0.
(¥ *x)(n)=< -1 sin=26n=-2.
0 en otro caso.

Por lo tanto ||z = z||, =5 # 9 = ||z
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Apéndice C

Representaciones unitarias

C.1. Introduccién

Dado H un espacio de Hilbert, decimos que un operador U : H — H es unitario si
UU* = U*U = Id, al conjunto de operadores unitarios con la operacién de producto lo
llamamos el grupo unitario de H y lo denotamos por U(H).

Definicion C.1.1. Una representacion unitaria de un grupo topologico G en un
espacio de Hilbert H es un homomorfismo de grupos m : G — U(H) tal que el mapa
G — H dado por g — 7(g)¢ es continuo para todo & € H. A la representacion se le
denotard por (w,H).

Ejemplo C.1.2. Dada una funcion f : G — C y a € G, definimos la traslacion a
izquierda af : G — C por: af(x) = f(ax) para todo x € G. Dado g € G, definimos el
operador A\g(g) : (*(G) — *(G) dado por: A\g(9)é(z) = g '¢(z) = &(g7'x); entonces

tenemos que:

1. A\q(g) es un operador unitario para todo g € G: sean £,m € (*(GQ), por definicion del
producto interno:

Ael9)é Aa(g)n) = D Aa(9)é(@)Aa(g)n(@)

zeG

= Y &g (g e) = (& m).

zeG
2. Aa(gh) = Aa(h)A\g(g) para todo par g,h € G: sea € € I*(G), entonces:
Ac(gh)€(z) = £((gh)~1z) = (b7 g7 a) = Aa(P)Aa(9)&().
3. El mapa G — (*(G) dado por g — Ag(g9)¢ es continuo para todo & € (2(G).

Definicién C.1.3. Sea (7, H) una representacion unitaria de G y K un subespacio ce-
rrado y G—invariante de H. Denote, para todo g € G, 7(g) : K — K la restriccion de
7(g) a IC; entonces obtenemos una representacion unitaria para K.
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Definicién C.1.4. Sea (H;,{:,))icr una familia de espacios de Hilbert. La suma directa
de los espacios H;, denotada por @, ; H; es el espacio de Hilbert de todas las familias
(&)i con & € H; tales que Y, (&, &) < 0 con producto interno dado por:

< gz ) 771 1 2<£17771 i

Proposicion C.1.5. Sea (w,H) una representacion unitaria de G y K un subespacio
cerrado y G—invariante de H. Entonces K*, el complemento ortogonal de K en H es
G—invariante.

Sea (m, H) una representacion unitaria de G'y K un subespacio cerrado y G—invariante,

entonces 7(g) = 7(g) P~ ()

Demostracion. Sean £ € K+,n € K y g € G, entonces: (w(g)&,n) = (& m(g)*n) =
&, (g7 ")) = 0 pues K es G—invariante. O

Definicion C.1.6. Sea G un grupo topologico, un kernel de tipo positivo en G es
una funcion continua ® : G x G — C tal que, para todo n € N, cualesquiera elementos

X1, ...,x, € G y cualesquiera cq, ...,c, € C se tiene que: Z Z ¢ O(x;, ) = 0.
i=1j=1
En particular, dada ¢ : G — C, decimos que es de tipo positivo si ® : G x G — C
dada por ®(z,y) = o(x~'y) es un kernel de tipo positivo.

Proposicion C.1.7. Sea ® un kernel de tipo positivo en X. Entonces para todo x,y € X
se tiene que:

1. o(y,x) = O(x,y).
2. |0z, ) < (x,2)®(y, y).

Demostracion. 1. Para n = 2, tomando x; = x,29 = y y ¢1,co € C complejos de
norma 1, entonces tenemos que:

a) ®(x;,x;) =0 parai=1,2.
b) v =@(z,z) + ®(y,y) + c1c2a®(z,y) + 2c1P(y, x) = 0.

Entonces 7 — 7 = ¢16(P(z,y) — P(y, x)) + 261 (P(y, z) — P(z,y)) = 0, de donde se
concluye que ®(y, x) = &(x,y).

2. Para n = 2, tomando x; = =,y = y tenemos que la matriz

(3 o)

es Hermitiana positiva, por lo tanto, todos sus autovalores y consecuentemente, su
determinante es positivo, en otras palabras:
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®(z,2)0(y,y) — 2(y,2)®(x,y) = 0.

Usando el primer inciso, habremos terminado.
m

Corolario C.1.8. Sea ¢ una funcion de tipo positivo para G, entonces |p(g)| < ¢(e)
para todo g € G.

Lema C.1.9. Sea H un espacio de Hilbert y f : G — H una funcion continua.
Defina ® por ®(z,y) = {f(z), f(y)), entonces ® es un kernel de tipo positivo.

Demostmczon Sean n € N y cualesquiera z, ..., x, € G, ¢, ..., ¢, € C, entonces:
ZZczc] (x4, ;) 226163<f flz))) = <Zczf(xl),cjf(xj)> > 0. O
i=17=1 i=17=1 =1

Proposicion C.1.10. Sea (w,H) una representacion unitaria de G y & € ‘H, entonces la

funcion g — {(m(g)&,&) es de tipd positivo.

Demostracion. Tome f(g) = m(g)¢ en Lema [C.1.9] entonces ®(g, h) = (m(g)&, w(h)E) es
de tipo positivo, pero, reescribiendo un poco: ®(g, h) = (w(g)&, n(h)&) = {(w(h)*n(9)§, &) =

(m(h=)m(g)€. &) = (m(h™'g)¢, &) = 0. 0
A las funciones (7 (-)¢, &) se les llamaré funciones de tipo positivo asociadas a .

Definicion C.1.11. Una representacion (m,H) de G es ciclica si existe un vector § € H
tal que Span(w(G)E) es denso en H. En este caso, & se dice un vector ciclico para .

Proposicion C.1.12. Sea (7, H) una representacion unitaria de G. Entonces H se puede
descomponer en una suma directa H = @), H; de subespacios cerrados, G—invariantes y
ortogonales 2 a 2 tales que |4y, es representacion ciclica para todo i.

Demostracion. Sea X la coleccion de todas las familias (H;); de subespacios cerrados,
G —invariantes y mutuamente ortogonales H; de H, tales que 7 [, es ciclica. Dote a X con
el orden de inclusion. Por Lema de Zorn, X contiene una familia maximal (H;);. Entonces
H = @, Hi; caso contrario, existe £ # 0 vector ortogonal a todos los subespacios H;.

Sea IKC = span(m(G)E), entonces K L H,; para todo i. Luego la familia {(H;);, L} € X
y contiene estrictamente a (#;);, lo cual supone una contradiccion. L]

Teorema C.1.13. Sea ¢ una funcion de tipo positivo de G, entonces existe una tripla
(Mo Moy &) que consta de:

1. m, una representacion unitaria ciclica.
2. H, el espacio de Hilbert correspondiente a .

3. &, un vector ciclico en H, tal que: p(g) = {my(9)&,, &, para todo g € G.
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C.2. Representaciones inducidas

Dado un grupo G, (o,K) una representacion de un subgrupo H de G, definimos

F={f:G— K| f(zh) = a(h™) f(z) para todo h € H,g € G}.

Dados &, € F', dotamos a F' de un producto interno como sigue:
Sabemos que K es un espacio de Hilbert, por lo tanto {(zh),n(xh) € K y consecuen-
temente su producto interno esta definido; mas aun:

&(xh),n(zh)) = {o(h™")E(x), o(h™)n(@)) = (@), n(2))

donde la ultima igualdad se tiene del hecho de que (¢,K) es una representacion
unitaria para H.

Por lo tanto el mapa = — (£(z),n(x)) es constante en los cocientes a derecha de G
modulo H y por ende se puede ver como una funcién en G/H.

Ahora bien, definimos el producto interno en F' como:

E&m= > &H)nxH))

xHeG/H

y consideramos ahora F, el espacio de Hilbert resultante de la completacion de F'.
Para cada g € G, definimos un operador m(g) sobre F como: 7(g)é(z) = &(g7 '),
entonces se tiene la siguiente igualdad:

m@&nm(9)s) = Y, &g 'wH), &g eH) = > (&(uH), &uH)) = (&, &),

xHeG/H (gu)HeG/H
entonces 7 se extiende a una representacion unitaria en F.

Definicién C.2.1. Sea G un grupo con la topologia discreta, entonces la pareja (7, F),
nos define una representacion unitaria para G, llamada representacion unitaria de G
inducida por p y denotada por m = Ind$o.

Teorema C.2.2. Sea (7, H,) una representacion unitaria de G y (0,K,) una represen-
tacion unitaria de H. La representacion © @ IndSo es equivalente a IndS((m|H) ® o).

Los siguientes ejemplos serdn de mucha utilidad en el Capitulo 4.

Ejemplo C.2.3. Considere H = {eg}, (1g,C) la representacion trivial de un subgrupo
H, entonces, igual que antes consideramos:

1. F={f:G— C|f(zh) = 1g(h ") f(z)} = {f : G — C} dado que H = {ec} y 1g

es la representacion trivial.

2. F el espacio de Hilbert resultante de la completacion de F'.

66



3. m:G — U(F) dada por: m(g)é(x) = £(g7 ).

De aqui es claro que F = (*(G) y Ind%(1g) = g, por lo tanto, la induccion de la
representacion trivial es la representacion reqular.

Ejemplo C.2.4. Por el Teorema[C.2.2y el Ejemplo tomando H = {eg} yo =
ly, entonces T@ A = 7r®[nd{GeG}(1{eG}), que es equivalente a Ind{GeG}((ﬂf{eg})@l{eG}).

Ahora bien, si hacemos nuevamente la construccion de (F, ]ndgc}((ﬁ Mea}) ®1eey)),

notamos que F es la completacion de Hilbert del espacio F' de funciones

[ G->H,®C=x= (—BC para S un conjunto de generadores para H.,.
seS

Por lo tanto T ® Ag es equivalente a (dimH, ).
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