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ABSTRACT

In the context of malformation on carotids arteries detection, a non-invasive method has been developed from
segmentation of tubular objects in CTA and MRA images In order to build a model which can help an expert
to visualize and quantify stenosis and aneurysm degree. This method is based on the description of a generalized
cylinder model, for reasons that will be explained later in this work, to model patient blood vessels and the detection
of its pathologies. This work is intended to modify this model introducing noise to the system based in basic theory
of quaternions and rotation matrices. At the end this work will try to explain the geometric relation between the

terms extracted from resulting noise matrix and the parameters of generalized cylinder model used.

RESUMEN

En el contexto de la deteccién de deformaciones de las venas carétidas se ha desarrollado un método no invasivo
de segmentacion de objetos tubulares en imagenes obtenidas por medio de CTA y MRA para construir un modelo
que permita a un experto visualizar y cuantificar estenosis o aneurismas. El método se basa en la descripcion de un
modelo de cilindro generalizado, por conveniencias que méas adelante se aclararan, para el modelado de conductos
vasculares de pacientes y la posible deteccién de patologias. El presente trabajo de grado modifica dicho modelo
calculando el ruido del sistema apoyandose en la teoria basica de cuaterniones y de matrices de rotacién, y por tltimo
da una explicacién en términos geométricos de la matriz de ruido resultante, relaciondndola con los pardmetros del

modelo del cilindro generalizado utilizado.



RESUMEN EJECUTIVO

Los métodos invasivos para la deteccién de cualquier patologia suponen un riesgo importante para la integridad
del paciente; abolir estos métodos y reemplazarles por métodos no invasivos es una prioridad para la biomedicina
en la actualidad.

Uno de los campos donde més se han efectuado aproximaciones con métodos no invasivos es en la deteccion
de patologias vasculares que se efectian con diferentes métodos de modelado para la visién artificial. Uno de los
métodos mas 6ptimos para la deteccion de patologias en las venas es el de cilindros generalizados [3].

La oportunidad de trabajo de grado que se realiza es la de poder mejorar el modelo de cilindros generalizados
descrito anteriormente, teniendo en cuenta las impresiciones de las maquinas (ruido) y afiadiendo expresiones
numéricas calculadas que puedan minimizar el impacto del ruido.

El trabajo se basa en un marco matematico en el cual se incluyen cuaterniones, matrices de ruido y las relaciones

que existen entre las distintas variables que tienen cabida en el modelo de los cilindros generalizados.
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Capitulo 1

Introduccion.

Los problemas asociados con deformaciones de los conductos vasculares es una de las causas de mortalidad mas
grandes del mundo, por esto la deteccién de aquellas deformaciones con métodos no invasivos (como lo son los
catéteres o los rayos-x) es un tema de investigacion que se ha venido abarcando durante los ultimos 10 afos.

La tomografia computarizada (en adelante “CT” por sus siglas en inglés) es una tecnologia que eventualmente
podria reemplazar los métodos invasivos con que se exploran las venas actualmente. Los avances en este tema
han sido grandes, pero cada avance provee un nuevo problema al intentar obtener un modelo que se aproxime mas
fielmente a las venas carotidas del paciente. Para el abordaje de estos problemas es necesario tener una investigacion
ardua y profunda que requiere de la segmentaciéon y cuantificacién de objetos tubulares en de imégenes.

El presente trabajo de grado tiene como principal propésito encontrar un modelo matematico que permita simular
el comportamiento de un conjunto de cilindros generalizados cuando son perturbados por ruido. Posteriormente
relacionar la perturbacién introducida en el modelo para relacionarlo con la linea de centro de los cilindros con el

fin de establecer la dependencia funcional.
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Capitulo 2

Descripcion del proyecto.

Se presenta a continuacién la descripcién general del proyecto con base en la propuesta presentada.

2.1. Objetivos.

2.1.1. Objetivo general.

Modificar el eje de barrido de un cilindro generalizado que modela un conducto sanguineo para que coincida con

su centro de gravedad con fines diagnésticos.

2.1.2. Objetivos especificos
= Establecer el estado del arte de la deteccién y seguimiento de conductos vasculares.
= Caracterizar errores comunes en el modelo del cilindro generalizado.

= Modificar un modelo matematico que resuelva los errores en el modelo de cilindro.

= Realizar pruebas sobre imagenes fantasma y reales.

2.2. Formulacién y Justificacion.

2.2.1. Formulacion.

Para formular la pregunta generadora primero se identificaron los universos posibles donde podria estar cir-
cunscrita dicha pregunta. Por un lado se encontré el universo de problematicas relacionadas con describir objetos
tridimensionales, por otro lado el universo relacionado con el seguimiento de la linea central de un conducto vascular
para identificar patologias asociadas como estenosis, aneurismas o placas ateroesclerdtica. La linea central en este
caso se entendidé como la curva que pasa a través del centro de gravedad de la luz del conducto vascular en cada
seccion transversal obtenido por imégenes obtenidas por tomografias computarizadas [4]. Dado este contexto la
pregunta fue ;Podemos mejorar el modelo de un cilindro generalizado que representa un conducto vascular para

que dicho modelo me permita identificar la linea central del conducto vascular?.

16



CAPITULO 2. DESCRIPCION DEL PROYECTO. 17

2.2.2. Justificacion.

El trabajo de grado aqui presentado corrige el modelo del cilindro generalizado propuesto por el Ingeniero e
investigador Leonardo Flérez Valencia para que el eje del modelo esté circunscrito a lo largo del objeto tridimensional
y coincida con el centro de gravedad del mismo. La identificacién patologias dentro del conducto vascular, que es

objeto de estudio de este modelo, como medio de identificacién de patologias vasculares es la justificacion del mismo.



Capitulo 3

Estado del arte.

Dentro de la familia de las patologias vasculares en el presente documento sélo abordaremos las enfermedades
conocidas como aneurisma(distension de una arteria y se presenta mas comunmente en los principales y grandes
vasos sanguineos del cuerpo humano; puede contraerse por problemas congénitos o por debilitamiento de las paredes
a causa de hipertension arterial [11]) y estenosis (estrechamiento de venas o arterias que deriva en problemas de
hipertension y relacionados con éste; se puede contraer tanto por problemas congénitos como por lesiones y problemas
vasculares [10]). Los métodos que actualmente se utilizan en la detecciéon de estas patologias son clasificados en
métodos invasivos (pueden representar un peligro para el paciente puesto que se introducen instrumentos médicos
para hacer observaciones, considerados arcaicos por algunos autores) o no invasivos. MRA (Magnetic Resonanse
Angiography) y CTA (Computer Tomography Angiography) tienen un auge enorme en la diagnosis y como plan
de tratamiento de patologias vasculares de un paciente pero el seguimiento de estas imigenes es complejo para un
especialista y consume mucho procesamiento con métodos convencionales.

El modelo de reconstruccién de venas carédtidas basado en cilindros generalizados, del cual se desprende este
trabajo de grado, es un método que consume mucho menos recursos que los métodos convencionales para recrear
un modelo 3D de las venas carétidas del cuerpo. A continuaciéon se hara un breve estado del arte y una explicacion

del por que se eligen los RGC como modelo.

3.1. Meétodos de modelado de objetos tubulares en 3D.

3.1.1. Implicitos.

La dificultad con el modelamiento implicito es el tiempo y la complejidad que require para adquirir las formas
deseadas.

Paramétrico: Una superficie paramétrica es aquella donde cada superficie depende de un conjunto de parametros
que definen su forma.

No Paramétrico: Una superficie implicita es aquella que esta sujeta a dos puntos que satisfacen una funcion
implicita f(p) = 0.
Un disenador define una forma por medio de un esqueleto y de manera interactiva controla por medio de parametros
el crecimiento mas no la forma de este esqueleto para convertirlo en una superficie poligonal. Dichos esqueletos
pueden ser puntos, splines o poligonos. El propésito es evolucionar los esqueletos independientemente de cémo

estén construidos hasta lograr la forma deseada.
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CAPITULO 3. ESTADO DEL ARTE. 19

3.1.2. Explicitos.

El modelado de objetos en 3D comprende varias etapas donde un objeto crea una ilusién éptica para aparentar
ser de tres dimensiones dibujandosele en 2 dimensiones, suele tener varios célculos avanzados para que se aproxime
a la realidad. Los objetos tubulares son de gran importancia por que comprenden dos tipos de superficies, planas
y curvas en el mismo objeto. Esto se convierte en un gran obstaculo al decidir que método de modelado se va a
escoger. Dentro de la literatura se encuentran en su mayoria tres métodos que se acercan con menor error al objeto,

estos métodos son mallas (mesh), Biplane Snakes y los cilindros generalizados.

= Mallas: Cominmente usado y ampliamente aceptado, es uno de los métodos de mayor aceptacion en la vision
artificial. Se basa en reconstruir las figuras basandose en poligonos regulares (cominmente tridngulos) tiene
un gran problema desde sus precondiciones y es que un objeto curvo no puede ser construido a partir de
poligonos sin dejar problemas de bordes, es decir no se acercara fielmente al objeto como se podria hacer por

medio de otros métodos.

= Biplane Snakes: Es un método que se centra en dos iméagenes 2D diferentes del objeto a reconstruir en 3D.
Es un método que tiene un acercamiento muy bueno del objeto en 3D pero no se tiene mucha documentacién
al respecto, ademas es inutil para el propoésito de este documento puesto que el modelo no tiene ni usa una
linea de centro del cilindro. Se tiene un muy buen ejemplo del uso de éste método en [9] donde se hace una

reconstruccién manual de las venas cardtidas de un ser humano.

3.2. Linea de centro.

Es de gran importancia tener una linea central bien definida y acorde al modelo para poder tener diagnosticos
mas acertados. Imagenes especializadas para éste tipo de casos como lo son CPR (curved planar reformatting [5])
y MPR (multi-planar reformatting [6]) utilizan la linea central para reconstruir las imagenes en tres dimensiones.

Los métodos como se describen en [7] para poder extraer efectivamente la linea central estan divididos en tres
grandes categorias: de extraccion automatica, de extraccién con una minima interaccién del usuario y de extraccién
interactiva. Se estudian cerca de entre 30 documentos relacionados con la segmentacion, extraccion y/o deteccion de
problemas congénitos. Una de las propuestas més apropiadas es la que se encuentra en [8] donde se usan momentos
de imagen para poder calcular eficientemente tanto la orientacion como la localizacion de la linea central.

La linea central es parte del modelo RGC, como se explica posteriormente, y por obvias razones es de vital

importancia para la mejor aproximacién posible a la realidad del paciente.

3.3. RGC (Right generalized cylinder).

Una forma descripcién de objetos tridimensionales (en este caso especifico los objetos son venas) es dividir dicho
objeto en multiples partes volumétricas més simples y luego describir cada una de las partes y la relaciones entre
estas. Las partes méas simples pueden ser descritas por un cilindro generalizado. Un cilindro generalizado se forma
a partir de mover una seccién transversal curva que sirve como base a lo largo de una curva tridimensional en el
espacio. Un cilindro generalizado est4 definido por un 4rea de barrido, un eje en R3 perpendicular al area de barrido
y un criterio o regla para hacer el barrido [1].

Dentro de la taxonomia de cilindros generalizados podemos citar las siguientes teniendo en cuenta las variaciones

en los parametros estos:
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= Tenemos el cilindro recto implica que el eje en R o curva en el espacio es una recta. A dicho cilindro se le

reconoce como SGC (por sus siglas en ingles straight generalized cylinder).

Figura 3.1: SGC

= En términos de sus contornos podemos tener dos variaciones; una que se refiere a que sus contornos es decir
los correspondientes al area de barrido del cilindro son homogéneos en términos de su forma pero con distintos

tamanos, a estos cilindros se les conoce como HGC (homogeneous generalized cylinder).

Figura 3.2: HGC

La segunda variacién corresponde a la situacion en la que el plano en el que se encuentra circunscrito el
contorno es completamente ortogonal al vector tangente a la curva que sirve como espina dorsal del cilindro.

A estos ultimos se les reconoce como RGC (right generalized cylinders) [1][2].

El modelo escogido para describir los objetos tridimensionales como conductos vasculares con patologias como
estenosis o aneurismas a partir de imagenes obtenidas por CTA o MRA es el RGC. La escogencia de este modelo

deformable coincide con la informaciéon que tenemos de los objetos tridimensionales que queremos describir. En
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Figura 3.3: RGC

primera instancia un conducto vascular no es totalmente recto en su trayectoria lo cual impide que la curva generada
a partir de los puntos de referencia internos del contorno sea totalmente recta descartando asi el SGC.

En segunda instancia los contornos tienen formas variadas en particular aquellos con patologias asociadas. Dichas
patologias modifican de manera irregular las paredes del conducto vascular y asi el contorno de la superficie, aspecto
observable en un corte transversal de dicho conducto, de manera que el HGC queda descartado.

Ahora para hacer un seguimiento interno del conducto vascular para diagnosticar las patologias antes men-
cionadas se requiere de un eje continuo para facilitar esta accién dado que una discontinuidad en alguna parte del
modelo podria alterar el diagnostico. Para garantizar dicha continuidad, es conveniente que el vector normal a cada
contorno del cilindro sea paralelo a un vector tangente a la curva espina dorsal del modelo. Es decir que se sea un
RGC [3].

Debemos recordar que las imagenes obtenidas por CTA o MRA son cortes transversales del cuerpo humano con
diferentes niveles de intensidad para cada estructura entre muchas de ellas venas y arterias. Para construir el modelo
requerimos los contornos de las estructuras a cuantificar que son extraidos de la imagen por medio de métodos como
el computar los vectores propios de la Matriz de inercia o Matriz Hessiana, o la matriz de flujos gradientes. Los
contornos son curvas o secciones transversales del objeto tridimensional que se circunscriben en un plano zy en
un marco de referencia llamado marco de Frenet. En dicho marco de referencia maévil cada seccion transversal o
contorno se encuentra en un plano coordenado canoénico. Para cada punto de la curva el marco de referencia define
tres vectores ortogonales entre si: el vector tangente T'(¢) a la curva, el vector principal normal N(¢), y el vector
Binormal B(t). Cada vector depende tinicamente del comportamiento local de la curva espina dorsal [4].(ver Figura
3.1).
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3.4. Visién general del modelo RGC.

El RGC-sm estd asociado a la generacion de la curva H y la superficie S. Asumimo que es un cilindro que
puede ser subdividido en piezas tales que los parametros del modelo son constantes trozo a trozo. Cada pieza H;
de la curva generada es definida por su longitud A;, curvatura x;, torsion 7; y por el angulo de rotacién acimutal
v; de la base local T';(t) anadido a H; con respecto al correspondiente marco de Frenet. Cada pieza S; de la
superficie se puede ver como, i.e. una pila de contornos continuos ¢; (¢, w), definidos por los coeficientes de Fourier
Z; = {z, € C; —q € 1 € +q}describiendo el primer contorno en la pieza, y por A; = {\;; € C;—q €1 € +¢}, un
conjunto de 2q + 1 coeficientes ordenados transformando el contorno a través a lo largo de H;;

ci(t,w) = g Nia(t —t;) + zig) v,

t=—gq
Donde t y w respectivamente son la longitud de arco y parametros acimutal. El nimero g de arménicos controla

el nivel de detalle. Cada superficie de la pieza esté conectada con la curva generadora H;por la siguiente ecuacion:
0

si(t,w) =Ti(t) | Re(ei(t,w)) | +hi(t),
Im(ci(t,w))
Donde h;(t)es la localizacion espacial de origen de T';(¢), que pertenece a H;. Todo el modelo es por consiguiente:
M = {ho,To, Zo, {Ki, Ti, vi,Ai; Ai; }0 € i < n}}, donde hg = ho(t = 0) es el primer punto de H, Iy = T'y(t = 0) es
la primera base anadida a hg y Zo = Zy(t = 0) es la descomposicion en coeficientes de Fourier del primer contorno
[17].

3.5. Restricciones para la Segmentacién de un objeto tridimensional

cilindrico por medio de RGC-sm.

El propésito del modelo del cilindro generalizado apilar un conjunto de cilindros elementales o segmentos que
se ajusten a los datos de los contornos obtenidos a partir de una imagen por medio de CTA. Dichos datos son: Los
valores de los marcos que definen la orientacién de los contornos y las coordenadas globales de dichos marcos que
define su posicion en el espacio [12].

Dos caracteristicas principales que el modelo de Cilindro Generalizado debe cumplir:
1. Las variables de estado del modelo para cada segmento del cilindro generalizado son constantes.
2. Cada segmento tiene asociado un eje y una superficie continuos generada por el modelo.

La primera caracteristica se puede apreciar de la siguiente forma; se divide el modelo general del cilindro en una
cantidad cilindros rectos (SGC) de tal forma que pudiéramos reconstruir la curva generadora a partir de los ejes
rectos de estos cilindros. Sin embargo esta estrategia nos lleva a pensar en una cantidad suficiente enorme de
tramos de tal forma que en los puntos de unién se garantice la continuidad de la curva y de esta forma de la
superficie asociada. Este procedimiento aumenta la cantidad de cilindros para reconstruir el objeto tridimensional
y asi aumenta la complejidad del modelo. Por lo tanto surge la necesidad de escoger una estrategia que no requiera
de tantos segmentos cilindricos y mantenga la continuidad de cada tramo que vincula los contornos obtenidos por
CTA o MRA.

Una estrategia alternativa es pensar en vincular dos contornos contiguos estimados previamente por medio
de dnico segmento. Dado que dos contornos contiguos varian en una imagen no solamente en su posicién global
sino en su orientacién el uno con respecto al siguiente, entonces se requiere de un par de transformaciones una

para trasladar el vector que define la posicién espacial de un contorno con el contiguo y otra para transformar
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la orientacion correspondiente [2]. En este punto retomamos el marco de Frenet; dicho marco define tres vectores
de los cuales el primer, el vector tangente es conveniente mantenerlo dentro del modelo sin embargo los otros dos
vectores orto normales lo son entre si y con respecto a la curva, sin embargo dependen de ella para definir una
transformacién axial entre los contornos requiero vectores que estén circunscritos en estos y como se sabe que estos
contornos cortan la curva espina dorsal del cilindro de manera perpendicular entonces un vector circunscrito en
dicho contorno también serd perpendicular a al vector tangente. De esta forma tenemos un marco de referencia en
cada contorno similar al de Frenet pero con vectores con un desplazamiento axial con respecto a este marco. Este
desplazamiento axial descrito en [3] define un matriz de rotacion en términos de los vectores que definen la curva
cuyos paradmetros se mantendran constantes dado que es solo un movimiento axial y ni la longitud de arco ni el
vector cambiaran durante la transformacién estableciendo asi un segmento cilindrico un poco mas complejo pero
disminuyendo la cantidad de segmentos cilindricos para reconstruir el objeto tridimensional.

Ahora una vez justificada la primera caracteristica esta sirve como sustento para la segunda. Se debe tener en
cuenta que para cada segmento cilindro generado su contorno inicial es el contorno final del anterior cilindro condicién
que no se cumple para el primero cilindro. Ahora dado que cada vector tangente que intersecta los contornos es
perpendicular a estos esto implica que en el punto de unién de un segmento cilindrico con su correspondiente contiguo
mantiene la continuidad de la curva al mantener su tangencia al mismo contorno. Esto garantiza continuidad en
la curva pero también garantiza en cada contorno dado que en la zona que comparten es la misma y cada vector
tangente a la curva serd perpendicular al contorno asociado dicho vector. Es decir un vector tangente a la curva

proyectado en la superficie tnico en cada punto de la superficie, implica continuidad esta ultima.

3.6. Extracciéon de los parametros del modelo a partir de los datos de

una imagen.

El segmento vascular de interés esta delimitado por dos puntos de manera interactiva dados por el usuario. La
inicializacion del proceso de reconstruccion del RGC-sm requiere de hg, Ag y Zy. Uno de los puntos iniciales semilla
(tipicamente el punto distal) es tomado como hg. La extraccion del primer contorno discreto Cyp = {cor : 0 € k < K}
es inicializado por hg y es realizada por el plano ortogonal en h al valor aproximado del eje H. La base ortonormal I'y
es construida de tal forma que su primer vector es tangente al eje H en hg. El segundo vector esta orientado a lo largo
del vector hg — g0, y €l tercero es ortogonal a ambos. Zj es calculado como las series de Fourier correspondientes
a Cy, usando los harmonicos de hasta tercer orden lo cual es suficiente para representar estructuras complejas de
secciones transversales.

El KSE predice las posiciones en 3D, sus orientaciones y formas de los contornos que delimitan las piezas del
cilindro consecutivas. El vector de observacion, que codifica los pardmetros del RGC-sm de la pieza i-ésima, es
calculado a partir del contorno resultado de la extracciéon realizada del plano predicho. La observaciéon es entonces
filtrada por el KSE para producir un estimado correcto de los pardmetros, el cual se espera que suavice los posibles
errores de los contornos y de la extraccion inicial del eje. Solo el primer contorno se mantiene intacto. El KSE
adapta a la velocidad de seguimiento a la complejidad de las formas vasculares locales (axial y superficial). En
las formas complejas (cambios fuertes en la curvatura local) la longitud de la pieza cilindrica es automaticamente
reducida. Esto ocurre cuando los contornos calculados son muy diferentes de las observaciones [17].
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Figure 3.4: Curva (H) generadora del cilindro RGC

3.6.1. Extraccion de la Forma axial aproximada.

La linea inicial H que describe de manera restrictiva la forma axial del conducto vascular, y es construida de la
siguiente forma:

1. Una imagen binaria B(p) representando de manera restrictiva el lumen vascular es calculado a partir de la
imagen inicial f(p), usando un algoritmo de inundacion de datos. Este algoritmo usa umbrales adaptativos locales
f1, fn dependiendo de la distancia de cada voxel hasta los puntos semilla.

2. Un mapa de distancias euclidianas es calculado dentro de B(p).

3. Una funcioén de costos F(p) = es usada para un algoritmo de caminos minimos, el cual encuentra un

1
" I+e(p)
conjunto H de puntos ordenados a lo largo de la forma axial y conectando los puntos semilla aun en la presencia de
discontinuidades(estenosis severa). Estos puntos se esperan que estén localizados cerca del centro del vaso debido
a la funcion de costo F(p), relacionada con el mapa de distancias.

4. La curva es suavizada por medio de un filtro Laplaciano [17].

3.6.2. Calculo de los parametros del modelo.

Sin perder generalidad, explicaremos el proceso para la primera pieza del cilindro. Bajo la suposicién de curvatura
y torsion constantes, cada pieza de H es una hélice(ver Figura 3.4), y por medio de un razonamiento geométrico se
puede demostrar que sus parametros pueden ser recuperados si los marcos I'g,I'; en sus extremidades, asi como la
posicion del origen para cada marco hg y hy han sido calculados. Los parametros restantes son calculados usando
la descomposicién en coeficientes extraidos de las series de Fourier obtenidos para los contornos Zy y Z;.

Primero calcularemos los operadores de transicion, respectivamente el de rotacion y traslacion, entre los extremos
como se observa en la figura a continuacion:

®(0,A¢) = TET{ROTACION

Tr(0,A¢) = T (hy — ho) TRASLACION

®des un operador de rotacion y una de las propiedades de las matrices de rotacion es la existencia de un © y un
= tal que ®(0,Aq) — ®(0,A¢)” = 2sin O * =, donde O es el dngulo de rotacion y los elementos que no son ceros
de la matriz anti-simétrica = componen el vector que define el eje de rotacién. De hecho, se puede demostrar que
O (t1,t2) = exp((t2 — t1) * ¥ donde ¥ es proporcional a = : ¥ = p=. En el caso donde ¥ describe la rotacion entre
dos marcos atado a la hélice, el coeficiente p estd involucrado en el calculo de la curvatura y torsién de la hélice.
Consecuentemente ¥ y p son proporcionales al coseno y seno del angulo \phi que representa la pendiente de la

hélice. Por lo tanto el segundo paso es la substraccion:
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Figure 3.5: Pieza Cilindrica

0 —c —b
(0.A0) —®(0.A0)"=| ¢ 0 —a |=0O=arcsin(Va®+0b>+c2).
b a O

Puede ser demostrado que a, b, c pueden ser usados para calcular ¢ y luego u:
sin © cos? ¢ sin? ¢

sos[ 10 0] mroan

Que de manera reciproca permita el calculo de los parametros axiales,

)

J— 3 a —
¢ = arcsin <7\/m), I

vy = arctan(b/c)
Kg = [ COS ¢
To = usin ¢
Ao =©/p

Problemas de estabilidad numérica pueden surgir cuando ®(0, Ag) = I lo cual ocurre cuando Hy es un segmento
de linea recta. Eso es verificado después de calcular 'y y I'y, y los parametros, en este caso, son el conjunto:
[r0:to, 0, Ao] = [0,0,0h — hol]"

Otro punto importante de la implementacién numérica es la seleccion apropiada entre dos soluciones, tedrica-
mente igualmente validas, respectivamente asociadas al &ngulo de rotacién © y su rotacién complementaria 27 — ©.
El algoritmo primero verifica que el delta resultante sea positivo. Luego verifica que el punto final de la hélice se
encuentre inscrito en el area del contorno, de manera precisa dentro de su elipse fundamental. Si ambas soluciones
cumplen estos criterios la que corresponda a la curva mas corta es seleccionada. De manera contraria la solucién
con la menor distancia entre iy y el centro del contorno se selecciona. El altimo paso es el calculo de los parametros

que describen la evolucion lineal de los coeficientes de Fourier para cada contorno.[17]
AO = {72111;20,l c C L —q < l < +q}

3.7. Conversiéon del modelo implicito al explicito.

Teniendo en cuenta que necesitamos construir un RGC que represente los objetos del mundo real a partir de
una curva generadora y una pila de contornos que se relacionan con dicha curva por medio dos operadores o
transformaciones sobre los puntos identificados en la curva. La primera transformacién define una rotacion de la

base ortonormal del primer contorno para que se ajuste a la orientacién del segundo contorno.
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La segunda transformacion corresponde al desplazamiento que es necesario realizar a cada punto de la segunda
base para localizarlo en el segundo punto o punto central del segundo contorno. De esta forma se construye un
cilindro generalizado asociado a un comportamiento axial especifico. Si entendemos el primer operador como un
conjunto de tres rotaciones sucesivas cada una hecha sobre uno de los tres ejes de la base orto normal del primer
contorno. Cada una de estas rotaciones tiene asociado un angulo de rotaciéon llamado angulo de Euler.

Los 4ngulos de Euler definen tres variables para nuestro modelo [13], ahora el operador de traslacion define
otras tres variables correspondientes a las tres coordenadas del vector de traslaciéon de la primera base ortonormal
a la segunda. De esta forma necesitamos definir seis variables para construir un tramo del cilindro. Sin embargo,
contamos con solo cuatro variables que se pueden extraer del modelo explicito por lo tanto necesitamos relajar el
modelo obtenido a partir de las transformaciones descritas anteriormente.

Para ello, teniendo que cuenta que tenemos informacién sobre la base orto normal del segundo contorno y a
su vez tenemos informacién de la ubicacion del segundo punto, podemos suponer que el eje debe pasar por este
contorno pero no necesariamente por el centro abriendo la posibilidad de que el eje pueda salirse de la superficie
generada por la curva axial del cilindro. Este vector es transformado en una sola variable de distancia entre los

contornos [12].

3.7.1. Matriz de Ruido en el operador de Rotacion.

La relajacién sobre el modelo anterior ha mostrado que la segmentacién de varios ejemplos de imégenes obtenidas
por CTA e imégenes fantasma permite evidenciar como el eje del modelo explicito no coincide con el eje de los objetos
tridimensionales que se quiere estudiar. Este hecho afecta el diagnostico para un experto dado que el seguimiento
de los contornos se dificulta si el eje de dichos contornos no esta circunscrito en los contornos. Para cuantificar en
que medida la relajacion sobre el modelo propuesto en [2] puede afectar el hecho que el eje no este circunscrito en
la superficie generada por la curva axial del cilindro generalizado se ha introducido al operador de rotaciéon una
rotacion adicional para cumplir con las condiciones de un RGC tal como fue descrito en la secciéon 5.

A dicha rotacién adicional la llamaremos matriz de ruido que representaremos por medio de cuaterniones dado
que en dicha representacion la cantidad de parametros correspondientes a los nueve de una matriz orto normal se
reducen a cuatro parametros en un cuaternion con norma 1[14]. Un cuaternion es un vector de cuatro componentes
reales, una de estas componentes es una escalar y las otras tres corresponden a las componentes de un vector en
R3. Una rotacion se puede entender como una rotaciéon positiva a lo largo de un eje.

Podemos representar el eje rotacion por medio un vector en R? y un desplazamiento axial de tal forma que
podamos asociarlos con los parametros del cuaternion. La componente en x representara el cosa donde alfa es el
angulo de rotacién y la componente en y representard w sin a donde w es el vector que representa el eje de la rotacién
[15]. De acuerdo a la teoria de cuaterniones las rotaciones se componen de derecha a izquierda dando como resultado
un composiciéon de rotaciones donde al extremo derecho se encuentra la primera base ortonormal representada por
el cuaternién ¢p y en el extremo izquierdo adicionaremos el cuaternién g; que representa correspondientemente la
base orto normal del segundo contorno.

En medio de estas dos rotaciones introducimos la matriz de ruido (qgr) de tal forma que la composicion grgo la
interpretaremos como la transiciéon de la base 0 a la base correspondiente al ruido introducido. De manera analoga
la composicion g; Yqr implica la transicion de la base de ruido a la segunda base o aquella donde se encuentra
circunscrito el segundo contorno. En términos geométricos la base de ruido permite ajustar la transformacién entre
las dos bases ortonormales y de esta forma cuantificar el ajuste que debe hacerse en cada uno de los valores que
afectan la rotacion.

Teniendo la siguiente transformacion ¢; L4rqo obtenemos la siguiente expresion:



CAPITULO 3. ESTADO DEL ARTE.

[qCON J4qRy + qCON J3qR3 + qCON J2qRy + qPHI1qRy, (q02¢l4 + ql2g04 — q01q1l3 — q11¢03)q R4+
(g01q14 + q11904 + q02ql3 + ql2q03)qRs + (—q04q1ls — q03qls + q02qgla + q01¢11)qRe + ¢qPHI2q Ry,
(¢03q14 + q13qg04 4+ q01q12 + q11¢02)qR4 + (—q04q1l4 + q03q1ls — ¢02q1ls + 01911 )gRs+
(—q01q14 — q11q04 + q02q13 + ql2q03)qR2 + gPHI3qR1, (q04q14 — q03g13 — q02q12 + q01q11)q R4
+(q03q14 + q13q04 — q01q12 — q11g02)qR3 + (q02q14 + qlaq04s + q01q13 + ql1903)qRs + qPHI4qR4]

, siendo:
CONJ =

[q04q14 + q03q13 + q02q12 + q01q11, ¢03g14 — ql3q04 + q01q1l2 — q1102, —q02q14 + q1l2q04+
q01g1ls — q11¢03,¢01914 — ql1¢04 + gO02¢ls — ql2¢03]

y PHI =

[904q14 4 q03q13 4+ qO02q12 + ¢01q11, ¢03q1s — ql3q04 — q01q12 + q11g02, —q02q14 + ql2g04 — q01ql3+
q11403, —q01¢14 + q11q04 + q02¢13 — ql2¢0s]

27

(3.3)
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Resultados

INDICE DE VARIABLES

Variable Descripcién
qO[7] Donde i = 1,2,3,4. q0 es el cuaternion que representa la primera base
ortonormal de la pieza cilindrica.
q1[d] Donde i = 1,2,3,4. ql es el cuaternion que representa la segunda base
ortonormal de la pieza cilindrica.
qRJi] Donde i = 1,2,3,4. qR es el cuaternion que representa la base ortonormal que

introduce ruido a la rotacién entre las dos base ortonormales q0 y ql.

Vector u = [a, b, ¢]

Vector unitario que define el eje rotacion alrededor del cual se realiza la

transformaciéon entre las bases ortonormales q0 y ql.

P Angulo de rotaciéon entre las bases ortonormals q0 y ql.

P, Matriz de Rotacién que expresa la transformacién entre las bases de ruido y
la segunda base ortonormal.

Zr Matriz antisimétrica que define el producto cruz entre el vector definido por
las componente que no son ceros con un vector arbitrario.

10} Representa la pendiente de la hélice. Ver Seccion 3.6.2

0 Representa el angulo de rotacion. Ver Secciéon 3.6.2

Partiendo de la siguiente expresion donde las componentes de cada cuaterniéon se multiplican linealmente para

obtener cuaternién resultante:

Componente 1:

qCONJ4 * qR4+ qCONJ3 % qR3 + qCONJ2 * qR2+ qPHI1 % qR1

Componente 2:

q0[2]  q1[4] + q1[2] * qO[4] — qO[1] x ¢1[3] — q1[1] * qO[3]) * gl*4 + (qO[1] * q1[4] + q1[1] * qO[4] + qO[2]  ¢1[3]+
(q1[2] * qO[3]) * ¢R3 + (—qO[4] * q1[4] — qO[3] * q1[3] 4+ qO[2] * q1[2] + qO[1] * ¢1[1]) *x ¢R2 4+ qgPHI2 x q¢R1

Componente 3:

(q0[3] * q1[4] + q1[3] * qO[4] + qO[1] * q1[2] + q1[1] * qO[2]) * gR4 + (—qO[4] * g1[4] + qO[3] * ¢1[3] — qO[2] * q1[2]+

qO[1] % q1[1]) * gR3 + (—qO[1] * g1[4] — ¢1[1] * qO[4] + ¢0[2] * ¢1[3] + ¢1[2] * ¢0[3]) * ¢gR2 + ¢PHI3 x ¢R1

Componente 4:

(q0[4] * q1[4] — qO[3] * q1[3] — qO[2] * q1[2] + qO[1] * q1[1]) * gR4 + (qO[3] * q1[4] + ¢1[3] * gO[4] — qO[1] * ¢1[2]—

q1[1] * qO[2]) * ¢R3 + (qO[2] * q1[4] + ¢1[2] * qO[4] + qO[1] * q1[3]

28
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Se puede asumir que las componentes correspondientes al cuaterniéon g0 se pueden llevar a representar por la
base canonica, lo que implica convertir al cuaternion (¢0) en el vector [1,0,0,0]. Teniendo en cuenta lo anterior se

obtiene la siguiente expresion:

q1[4] * qR[4] + q1[3] * qR[3] + q1[2] x qR[2] + q1[1] x ¢R[1]
—q1[3] * qR[4] + qR[3] * q1[4] + q1[1] * qR[2] — qR[1] * q1[2]
q1[2] x qR[4] — qR[2 [4] + q1[1] * gR[3] — qR[1] * q1[3]

(4.1)
] * ql ] ]
q1[1] * qR[4] — qR[1] * q1[4] — q1[2] * qR[3] + qR[2] * ¢1[3]

Para mejorar su comprensiéon en términos geométricos cada componente de este cuaterniéon se igualé a su
correspondiente expresiéon en términos del angulo de rotacién y el eje de rotacién conformado por el vectoru,

generando asi la siguiente expresion:

qLA4] * qR[4] + q1[3] = qR[3] + q1[2] * ¢R[2] + q1[1] * ¢ R[1] = cos(p)
—q1[3] * qR[4] + qR[3] x q1[4] + ¢1[1] x ¢R[2] — qR[1]  q1[2] = a * sin(p)
q1[2] * qR[4] — qR[2] * q1[4] + q1[1] * ¢R[3] — qR[1]  q1[3] = b * sin(p)
q1[1] x qR[4] — qR[1] * q1[4] — q1[2] * qR[3] + qR[2]  q1[3] = ¢ * sin(p)

(4.2)

A partir de este sistema de ecuaciones se expresa las componentes del cuaternion ¢l en términos de las compo-
nentes del cuaternién de ruido, el dngulo de rotacién y su correspondiente eje, llegando asi a la siguiente expresién

para cada componente de gl:

qR[4]*c+qR[3]*b+qR[2]*a)*swL(u)+qR[ Jxcos(p)

q1[0] = qRMAP+qRBPHqRPIZ+qR[A]Z
1[1] = 2AL2lrcos)—(gRl3] ce g (3] o Afl]sa)esin(p)
q qR[A2 +qRBIZ+qR[2]2+qR[1]2 (4.3)
1[2] _ (qR[2]*c—qR[1]xb—qR[4]*a)*sin(v)+qR[3]*cos(p) '
¢l = R +qRBI TqREP+aR[
1[3] _ qR[4]xcos(v)—(qR[1]xc+qR[2]xb—qR[3]*a)*sin(p)
a aR[A +qRBP+R2P TR

Esta expresion obtenida para (gl) es sustituida en la tabla 4.1 obteniendo asi la siguiente expresion para el

cuaternion resultante de (g1~'qRq0):

[(~q0[4] ¢ — gO[3] » b — O[2] * a) * sin(p) + gO[1] * cos(p),
(—q0[3] * ¢ + q0[4] * b+ qO[1] * a) * sin(p) + q0[2] * cos(p),
(qO0[2] * ¢ + qO[1] * b — qO[4] * a) = sin(p) + qO0[3] * cos(p)
(qO[1] * ¢ — q0[2] * b+ qO0[3] * a) * sin(p) + qO0[4] * cos(p)

(4.4)
]
Si se sustituye el valor de g0 por el vector [1,0,0,0] se obtiene asi una expresion més facil de interpretar en

terminos de (p) y el eje de rotacion.

[cos(p), a * sin(p), b * sin(p), ¢ * sin(p)]
Para esta expresion cos(p) = ¢1[4] * ¢R[4] + q1[3] * ¢R[3] + ¢1[2] * ¢R[2] + ¢1[1] * ¢R[1] es el producto interno o
también llamado producto punto entre el cuaternion ql y qR.

Transformando este cuaterniéon en términos de una matriz de rotacién de 3x3 obtenemos la siguiente expresion:

(—2c? — 2b?)sin(p)?2 +1  2absin(p)? — 2ccos(p) * sm(p) 2acsin(p)? + 2bcos(p) sin(p)
O, = | 2absin(p)? + 2ccos(p)sin(p)  (—2¢% — 2a?) x sin(p)? + 2bcsin(p)? — 2a cos(p) * sin(p) (4.5)
2acsin(p)? — 2bcos(p)sin(p)  2besin(p)? + 2a cos(p) sm( ) (—2b2 — 2a?) * sin(p)? + 1

sin
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Se prosigue a verificar la siguiente propiedad:

2sin(0)Z, = &, — & (4.6)
entonces se calcula,
0 —4ccos(p) xsin(p)  4bcos(p) sin(p)
®, —®L = | 4decos(p)sin(p) 0 —4acos(p) sin(p) (4.7)
—4bcos(p)sin(p)  4acos(p) sin(p) 0
y despejando =, se obtiene:
0 —2ccos 2b cos
o, — o7 (p) (p) )
Seim(p) = | 2ccos(p) 0 —2acos(p) | =E, (4.8)
—2bcos(p)  2acos(p) 0

De esta forma queda verificado que la matriz ®,. es la transformacion con ruido entre las dos bases de nuestra
pieza cilindrica que se estd expresada en términos del angulo p y el vector wu.

El cuaternion resultante del cual extraemos la matriz anterior expresa la transformaciéon que debo aplicar a la
base de ruido para convertirla en la base ¢1 donde se encuentra el contorno final. Como fue expresado anteriormente
dicho cuaternién expresa la rotacion en términos de un angulo (p) y un vector en R* v = (a,b, c) con respecto al
cual se realiza dicha rotaciéon. Revisando los parametros de la hélice, su extraccion a partir de la matriz de rotacién
se obtiene con la relacion ®(0, Ag) — ®(0,Ag)? = 2sin © x = donde el vectoré en términos de (¢) y (6) se expresa

de la siguiente forma:

& = [sin(¢), cos(d) * cos(h), cos(p) * sin(h)] (4.9)

0 representa la rotacion alrededor del vector unitario £ de manera anéloga al angulo (p) y el vector u = (a, b, c)
es decir que al igualar estas dos expresiones interpretaria en términos geométricos de la siguiente forma; el vector
que define los parametros de la hélice en términos de las componentes de la rotacién sin la perturbacién del ruido es
semejante al vector que esta perturbado por el ruido es decir el que esté definido por las componentes del cuaternion
gl 'qR.

q17'qR = [cos(p), a * sin(p), b * sin(p), ¢ * sin(p)] (4.10)

& = [sin(@), cos(¢@) * cos(), cos(¢) * sin(6)] (4.11)

De donde se extraen las siguientes igualdades.

a * sin(p) = sin(¢) (4.12)
b x sin(p) = cos(¢) * cos(6) (4.13)
¢ *sin(p) = cos(¢) * sin(6) (4.14)

De este sistema de ecuaciones el proposito es despejar ¢ y 6 en términos de las componentes del vector [a, b, ]
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y el angulo de la rotacién (p) perturbada por el vector de ruido.

sin(¢)? = a? * sin(p)?

cos(¢)? = 1 — a® = sin(p)?

gy WP sin(p)?)
[cos(6) (a? xsin(p)? — 1)}

(¢ «sin(p)?)
(a? xsin(p)? — 1)

[sin(6)? =

31

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

El uso de las funciones trigonométricas al cuadrado permite manejar valores positivos que facilitan la lectura de

la igualdad. En caso contrario se tiene que contemplar ambas raices.

Una vez despejados ¢ y 6 se prosigue a establecer la relacion entre los pardmetros de la hélice y el ruido pero

antes es necesario expresar a k y tau en términos de ¢. Para esto se utilizan las definiciones para 7 y k en términos

de la parametrizacion clasica de la hélice.

_ Lh
TT R LR?
_ Rh
T RRZ L LR?

-
P tan(¢)
cos(6) = __Bh
~ VRRZ + LAZ
L
sin(6) = ——2

VRh? + Lh?

Despejando Lh la altura de la hélice y Rh el radio de la hélice.

2
cos(9) Ih— T
K T2 4 K2
<3 2
sin(¢) _Rh "
T 72 + K2

Se prosigue despejando a k y T para expresarlos en términos de lo elementos de ruido: p y a.

[ 1—a?«sin(p)?*7 1 —a? xsin(p)? *T}
KR = — KR =
a * sin(p) ’ a *sin(p)

Y se deducen los parametros de la hélice a partir de los parémetros del cuaternién de ruido.

a’? =1 —cos(¢)?

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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b% xsin(p)? = (1 — a? xsin(p)?) * cos(H)?

c? xsin(p)? = (1 — a® x sin(p)?) * sin(h)?
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Analisis de resultados.

Este analisis parte de la relacion entre (k) y (7) y el como son perturbados por el angulo de ruido. Teniedo en
cuenta la descripcién hecha en la seccion 3.6.2 sabemos que es parametros definen nuestro modelo RGC-sm, mas el
angulo(v) que esta perturbado de manera lineal con el angulo(p).

El primer anélisis lo establecimos para la funcién x = %&(;))2*7. Ahora cémo podemos observar no
contamos con una expresion donde (k) sea independiente de (7) y viceversa por lo tanto la interpretacion de
los valores de la funcién se expresaran como la relacién minima que debe haber entre (k) y (7) para que estén
perturbados por el ruido introducido a la rotacién de las bases ortonormales.

Ahora vale anotar que si tratamos la relacién £ como la variable independiente de la funciéon entonces esta
depende aun de dos variables: a, que equivale a la componente en = del vector unitario que define el eje de rotacion
y (p) que corresponde a la distancia angular de la perturbacion causada por el ruido introducido. Para facilitar
el andlisis probaremos con tres valores para la variable a quien solo puede tomar valores entre 1 y—1 dada la
restricciones que existen por ser componente de un vector unitario. Ahora no impondremos restricciones sobre (p)
para los primeros 3 casos para obtener un comportamiento continuo en la grafica por lo menos entre el rango

(t,t + 1+ ). Para el altimo caso analizaremos el caso especifico para cuando (p) es 7.

5.1. Primer caso
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-1 b

sqri{l-sin{x}*23 /zin{x}
@

—2 -
—3 -
-4 L i 1
-pi/2 ] pi/2 pi
Figura 5.1: Primer caso. Angulo RHO

En el grafico se puede evidenciar que para valores multiplos de (7) la funcién no esta definida es decir que no
existe una posible relacion entre (£) que puede ser perturbada por el ruido. Sin embargo en la medida en que dicho
angulo se acerca a miltiplos de 7 la relacion (£) cada vez es menor es decir se requiere de una menor relacion entre
estos dos parametros para que la hélice del modelo sea perturbada por el ruido. Para este caso la relacién minima
entre los dos es cero es decir que x sea cero sin importar el valor que usemos para (7). Esto implica que en este caso
la rotacion estara perturbada por el ruido desde valores muy pequenos de (£) cuando se estd cerca a § o que tau
sea muy grande con respecto a k.

Esta situacion se da porque solo hay una componente en la que el ruido esta perturbando la rotacion. Cuando

K

el desplazamiento angular es maximo en la componente () el ruido afecta para todos los posibles valores de (£);

es decir, existe un angulo p para todos los valores (£).

5.2. Segundo caso.

(a=0,6)
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-2 -

1,.666666666666667+sqrt{1-0,36%=in{x}~2)} /sin{u)

-4 1 I 1 1 1
-pif2 a pifa pi 3pisfa

Figura 5.2: Segundo caso. Angulo RHO

Para este caso se observa el mismo comportamiento de la funcién en general excepto que no existe un (p) para

todo los valores de (£). Existe una minima relacién entre (£) para que el ruido perturbe la rotacién, la minima
relacion es de aproximadamente (1,34) veces (k) mayor a(7) y a partir de este valor empieza la perturbacion de
ruido para (£);. Ahora se percibe el siguiente comportamiento comiin en las dos gréficas; en la medida que rho se

acerca a un multiplo entero de 7 se requiere que kappa sea un namero de veces cada vez méas grande mayor a (7).

5.3. Tercer Caso

(a=0,3)

La minima relaciéon para este caso es que (k) sea aproximadamente (3,4) veces mayor que (7), a partir de este
valor el ruido introducido perturba la rotacion.

En general para las tres gréficas la tendencia es que en la medida que disminuya (a) la relacién minima para (%)
aumenta. Esta observacion puede ser verificada por medio del cuarto caso en el cual establecemos como constante
el valor para (rho) de 7 y variamos (a) de tal forma que podamos evidenciar la perturbacién en términos de a para
(£). La razon por la cual usaremos el 4ngulo 3 como constante para (p) es evidente en las graficas que presentamos

en los casos anteriores y es que para este 4ngulo se observa la relacién (%) minima.
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-2

-4

3.333333333333334%sqrt{1-0. 89%=in{x} "2} sin{x)

-8

Figura 5.3: Tercer caso.

5.4.

Cuarto Caso

-pif2

pifa
Angulo RHO

pi

3pisfa
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Figura 5.4: Cuarto caso. conponente en X del Eje de Rotacidn

(£) debe ser cada vez mayor para que el sistema sea perturbado por el ruido generado por la base de ruido.
Si dicha relacién no coincide con el comportamiento de la grafica podemos afirmar que la base de ruido no afecta
el comportamiento de (k) y (7) como es esperado. Ahora la grafica también permite inferir que no puede existir
el valor a = 0 dado que la grafica no esta definida para este valor. Teniendo en cuenta el hecho que no se pueda

asignar implica que ni (7) ni (k) dependen de el eje de rotacion perturbado por el ruido para este valor a = 0.
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Resultados en el modelo original

Este método fue evaluado en 15 conjuntos de datos obtenidos por (CTA) disponibles dentro del marco de
Referencia para la evaluacion de la bifurcacion de la carédtida. Estos conjuntos de datos se ofrecen conjuntamente
con un estandar de referencia construido a partir de observaciones manuales realizadas por tres expertos por cada
conjunto de datos, y de tres puntos de inicializacién del algoritmo por arteria localizados en los segmentos comunes,
externos e internos de la arteria carétida con sus correspondientes siglas en ingles CCA, ECA y ICA respectivamente.
Por lo tanto para cada arteria carétida hemos extraido dos cilindros correspondientes a partir de los segmentos
CCA+ICA y CCA+ECA respectivamente. El resultado final de la segmentacion fue la unioén de los dos cilindros
(intersecandose en el segmento CCA). De acuerdo al marco de referencia la evaluacion en cada conjunto de datos fue
realizada en un volumen de interés clinico definido de la siguiente forma: 20mm por debajo del plano de bifurcacién
en el segmento CCA, 40 mm arriba del plano de bifurcacion en el segmento ICA y 10mm arriba del plano de
bifurcacion del segmento ECA. Cuatro criterios fueron evaluados para cuantificar la segmentacion del lumen. Indice
de similitud Dice, distancia superficial media, distancia superficial RMS distancia superficial maxima. Detalles de
la metodologia de evaluacion pueden ser encontrados en [18].

La figura 1 muestra ejemplos de los resultados cualitativos de la segmentacion. Los resultados cuantitativos
se observan en la tabla 1. El tiempo promedio de nuestro algoritmo, incluyendo la segmentaciéon del lumen y
presentacion de resultados intermedios y finales, fue de menos de dos minutos por arteria. (ICA+ECA+CCA), los
cual significa 57 segundos por cilindro (ICA+CCA, ECA+CCA).

Measure H % /mm H rank ‘
min. max. avg. min. | max. | avg.
L_dice 0.0% 924 % 51.8% 4 4 4.00
2009: L_msd 0.32mm | 14.91mm | 3.42mm || 4 4 | 400 [17]
L rmssd 0.55mm | 15.53mm | 4.29mm 4 4 4.00
L max 1.28mm | 17.50mm | 9.46mm 4 4 4.00
Total (Lumen) 4 4 4.00

38



CAPITULO 6. RESULTADOS EN EL MODELO ORIGINAL

2010:

Resu

Measure min. max. avg.
Dice similiraty index. 32.89% 98.21% | 73.16%
mean surface distance 0.55mm | 3.52mm | 1.58mm
RMS surface distance 0.74mm | 5.12mm | 2.55mm
maximal surface distance | 2.32mm | 16.22mm | 8.50mm

tados bajo este analisis.
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Conclusiones.

= Matriz de rotacién con ruido:

Dado que las componentes del quaternion que define la rotacién qRq0 se multiplican linealmente puedo llevar cada
base orto normal de manera independiente a la base canonica definida por el cuaternion (1,0,0,0) para simplificar
la complejidad de esta transformacion y asi poder simular posibles comportamientos de esta matriz a partir de las

componentes de un par cualquiera de cuaterniones involucrados en esta rotacion.
= Parametros de la hélice:

Es posible establecer una relacién de proporcionalidad entre los parametros de la hélice tau y kappa y una pertur-
bacién en la transformacion de rotacion del modelo del cilindro generalizado establecido en [3].

En cuanto al parametro longitudinal (A) que a su vez depende del parametro (6) de la hélice se puede establecer
también una perturbacién en términos de los parametros del ruido.

Dicha relacién de proporcionalidad establece restricciones sobre los valores que pueden adquirir kappa y tau en
una hélice. Dado que no se pudo expresar de manera independiente estos valores en términos del ruido, si se pudo
establecer un condicionamiento para la relacién (£). Dicho condicionamiento esta relacionado con el angulo(p) en
particular cuando toma valores cercanos a 5 dado que para este desplazamineto angular es mas probable evidenciar
ruido en la pieza cilindrica.

Es posible teniendo este dependencia entre los parametros de la hélice y los pardmetros de la rotacién de ruido
simular comportamientos de un cilindro generalizado como el descrito en [3] y establecer explicaciones en términos

del ruido del comportamiento del eje del cilindro.
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Capitulo 9

Apéndices.

9.1. Deduccién de la matriz de rotaciéon a partir de los pardmetros de

la hélice.

h(0) = [Rhcos(8), Rhsin(6), Lho]

[~Rhsin(6), Rhcos(0), Lh]

d
a1 (0)

Rh%sin(0)®  Rh2cos(6)?
Rh%2+ Lh?  Rh%+ Lh?

__IRA[
V Rh? + Lh?
| Rh|
Rh% + LK?

Rhsin(6) Rh cos(0) Lh

—[- ]
V/Rh2 + Lh? /R + Lh® VRR® + Li?

Lhsin(6) Lhcos(9) Rh

: ]
VRR2 £ Lh?  /Rh? + Lh®: V/Rh? + Li?

[— cos(8), —sin(0), 0]

Lh
’7— T e——
Rh? + LK?
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o Rh
os(g) = VRK? + Lh?
. Lh
O = e
Rh sin(0) - COS(G) Lhsin(0)
Ty ey
Rh cos . Lh cos
VRRZLRE sin(f) , - \/Rh2+Lh2
Lh Rh
v/Rh2+Lh? 0 /Rh?+Lh?
Rhsin(f)  Rhcos(f) Lh

VRIZ+ L2 V/RE: + L2 RRE + LK

Marco de Frenet sin ¢.

___Rhsin(6) 7COS(0) Lhsin(0)
A G
cos(0) 7Sin(9) B cos(0)
vV Rh2+Lh? vV Rh2+4+Lh?
Lh Lh
VvV Rh2+Lh? 0 V' Rh2+Lh?

Marco de Frenet con ¢ yf
—cos(¢)sin(f) —cos(f)  sin(¢)sin()
Frn(9) cos(¢) cos(f) —sin(f) —sin(¢) cos(6)

sin(¢) 0 cos(¢)
= Gamma de 6
— cos(¢) sin() (sin(¢) sin(h)) (sin(¢) + 1) cos(f) sin(6)
I'0) = | cos(¢)cos(d) (—sin(¢) —1)cos(f)sin(f) (sin(¢p) + 1)sin(#)? — sin(¢)
sin(¢) cos(¢) sin(6) cos(¢) cos(6)

= $(0,0): (organizado de arriba hacia abajo, por columnas de la matriz):

cos(¢)? cos() + sin(¢)?
((cos(6) — cos(6) sin(6)) cos(8) + cos(9) sin(6)) sin()
(cos(¢) — cos(¢) sin(¢))cos(8)? + cos(¢) sin(¢) cos(6) — cos(d)

((— cos(¢) sin(¢) — cos()) cos(8) + cos(¢) sin(¢)) sin(9)
®(0,0) = (1 —sin(¢)?)cos()® — cos(p)*cos(8)” + sin(p)? cos(h) + cos(¢)?
((sin(¢)* — 1)cos(6)” + cos(¢)” cos(f) + sin()) sin(6)

(— cos(¢) sin(¢) — cos(¢))cos()? + cos(¢) sin(¢) cos(8) + cos(¢)
((sin(@)® — 1)cos(#)? + cos(¢)” cos(f) — sin(¢)) sin(8)
(sin(¢)® — 1)cos(8)* 4 cos(¢)>cos(h)* + cos(6)

9.2. Simbologia y operaciones de los cuaterniones.

= Relacion de Euler

) 0 0

et = (usin =, cos =) = uzisin - + u 'sing—i—u ksing-l-cosf
- g g Tl pd Sty ARG 2

2
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Figura 9.1:

Figura 9.2:

[19]

= Cualquier rotaciéon en 3D puede ser considerada como una rotaciéon de un angulo 6 alrededor de un eje dado

por la direcciéon de un vector unitario: v = [v1, ve, v3)-
[19]
= Hay dos formas diferentes de codificar la misma rotacién.

e Inversa del cuaternion:

_1 q*
T 9.16
n(a) (210
e Cuaterniéon unitario desde un angulo de un eje:
0
q= e — (usin —, cos 5)

e r = gpq~'Rotacién de un punto p = (¥, 2,0) por q.

e Matriz de rotacién desde un cuaternién unitario.
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1-2q; —2¢7 2004y — 2> 2024 + 2qudy

2000y + 2qwq: 1 —2¢2 —2¢2  2qyq. — 2quq

2q:1:Qz - 2(]wqy 2Qsz + QQwa 1- 2%25 - 2(]5
0 0 0

= o O O

= Conjugado del cuaternién:

gx = (.T, —-Y,—z, —U})
q*q=qq* = ||q||?

Entonces la inversa del cuaternién es:

se puede comprobar que:

9.3. Operaciones adicionales para deducir los resultados obtenidos

Se verifica la identidad trigonométrica.
cos(0)? +sin(h)? = 1

2

c? x sin(p)? b? x sin(p)?

=1

a?xsin(p)2 —1 a2 xsin(p)? — 1

[sin(p) : in(p) 1
S1n = ———————,sIln =
’ Veirra Y 2+ b2+ a?

Operaciones para igualar a p y 7:

]

a?xsin(p)® T
T T2 4 K2
1—a?«sin(p)? &
K S T2 4 R2

a’ * sin(p)? = sin(¢)?

sin(¢)? B T

T 124 K2
cos()?  k

Kk T24 kK2

72 K
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Rh—(r*72)
Rh2: (TZ+r2)2
K
»  (Rh—rxLh?)
Rh* = —
T
Lh=—————,Lh=0
LR T2 4 g2’ |

k%% Lh*  Lh—Lh® 7
T2 B T

Lh
|Rh| = K %

(Lh—Lh*«71) _ |Rh|— kx Lh?

T K

sin(¢)?
Lh

cos(¢)”
Rh
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