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This thesis work is based on a work developed by Maxim Konsevich who obtained a formula
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a star product.

In chapter 1 some algebraic and geometric concepts are introduced such as the concept of
differentiable manifolds and Lie algebras.

In chapter 2 the concept of symmetric functions and the action of a group over a set are
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For chapter 3 the concept of deformation quantization is defined through a associative star
product and as well as the concept of Weyl algebra along with the corresponding formulas for
the product of m elements in the nth symmetric power of the Weyl algebra.

For chapter 4 the algorithms for the product of m terms in the nth symmetric power of the
Weyl algebra, which were obtained by programming in the software Maple, are introduced.
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Introduccion

Este trabajo de tesis es el resultado de una serie de anélisis sobre la deformacién por
cuantizacion del dlgebra de Weyl a partir de un articulo desarrollado por Diaz y Pariguan
[4].

Nos basaremos en el trabajo desarrollado por Maxim Kontsevich [18], medallista fields,
quien desarrollé una férmula para la deformacién por cuantizacion de sistemas fisicos
clasicos, como las variedades de Poisson, por medio de un producto estrella. La formula
para el producto estrella presentada por Kontsevich es bastante complicada de interpretar,
sin embargo, gracias a la existencia de dos ejemplos aplicados, la interpretacion de dicha
formula resulta mas facil de entender.

Este trabajo girara en torno a uno de estos dos ejemplos, el cual plantea, que dado
un corchete o constante no degenerado, se puede concluir que el algebra cudntica de
funciones polinomiales sobre R?" es isomorfa a n copias del dlgebra de Weyl. Con base
en este ejemplo, pretendemos encontrar formulas explicitas aplicadas, apoyandonos en la
herramienta matematica Maple, la cual nos permitirda encontrar resultados reales de la
deformacién por cuantizacién del dlgebra de Weyl.

La deformacion por cuantizacién basicamente busca dar una interpretacion moderna de
sistemas fisicos clasicos, mediante la deformacién de la estructura algebrédica conmutativa,
la cual da paso a una estructura matematica no conmutativa.

El primer problema que se presenta es cémo representar las funciones suaves sobre el
orbifold de Poisson R?"/S,,. La representacién de tales funciones era bastante complicada,

pero tras una serie de estudios se concluyé que el conjunto de las funciones suaves sobre



dicho orbifold de Poisson R*"/S,,, es isomorfo a C'>(R?")%.

Teorema 1. Para cualquier A : [m] x [m| — N2, la siguiente identidad

)" T1 ( X) > (H (Z)(Kai)»\ - |p;-|>pg> [T ne

i=1 o,k,p 1,J Jj=1

donde o € {id} x S™ ', ke N", (i,j) € [m—1] x[n], y p=p) € (N" I se cumple
en Sym™(W).

El Teorema 1 describe la regla del producto para m elementos en Sym™(W), donde W
representa el dlgebra de Weyl(Ver Subseccién 3.0.1). Aunque la representacién de estas
funciones es bastante explicita, su calculo es igualmente dispendioso, por lo que el obtener
resultados del producto estrella de dichas funciones es bastante limitado. Es alli donde
este trabajo cobra especial importancia, pues por medio de la programacion en Maple
fue posible hacer cuentas extremadamente largas, en muy poco tiempo, lo cual representa
un resultado muy novedoso y practico por cuanto no existen céalculos referentes a dicho
producto estrella de funciones simétricas monomiales.

Toda la investigacion hecha en este trabajo alrededor de las funciones simétricas mono-
miales se ha dividido en cuatro capitulos, de los cuales, se dard un esquema breve en el

desarrollo de la presente introduccion.

En el Capitulo 1 se enunciaran algunos conceptos algebraicos y geométricos que tienen
como objetivo contextualizar la investigacion hecha, ademas de motivar y preparar otros
conceptos que seran abordados en los siguientes capitulos. En este capitulo se encon-
trara la definicién formal de variedad diferenciable, introduciendo el concepto de carta y
de atlas de una variedad. Seguido a esto se definird un algebra de Lie y posteriormente, se
introducira el concepto de variedad de Poisson, como una variedad diferenciable dotada
de un corchete, el cual es un corchete de Lie que también cumple con la identidad de

Leibnitz, llamado corchete de Poisson.



Para el Capitulo 2 se introduce el concepto de funciones simétricas clasicas que son pieza
clave en el desarrollo de presente trabajo. Se parte de conceptos algebraicos basicos como
la acciéon de un grupo sobre un conjunto, la definiciéon de érbita y grupo de isotropia.
Luego de enunciar las definiciones anteriormente mencionadas, continuaremos con el con-
cepto de polinomios simétricos y con base en esto aclararemos que todos estos polinomios

son a su vez funciones simétricas, trabajando sobre un cuerpo K de caracteristica 0.

En el Capitulo 3 se introduce el concepto de deformacién por cuantizacién por medio
de un producto estrella asociativo e igualmente se hard mencién del producto estrella
desarrollado por Kontsevich y del ejemplo anteriormente mencionado, el cual brinda una
presentacion explicita del producto estrella de Kontsevich, que es bastante dificil de en-
tender. Seguido a esto se dara el concepto del dlgebra de Weyl y con base en algunos
teoremas de [4] que brindan una representacién explicita de la funciones presentes en
el algebra de Weyl. Luego se proporcionaran ciertas especificaciones para el producto
de funciones simétricas cudnticas monomiales y por ultimo, se establecera una férmula
mucho maés clara de dicho producto. Como pieza clave y fundamental de este trabajo, se
hara mencién de algunos ejemplos aplicados importantes obtenidos de la programacion en
Maple, los cuales son resultados novedosos sobre el producto estrella de funciones simétri-

cas monomiales del algebra de Weyl.

En el Capitulo 4 se muestran los aspectos computacionales desarrollados con el fin crear
un software que permita trabajar y visualizar los resultados mostrados a lo largo del tra-
bajo. El programa sobre el cual se desarrollaron los algoritmos fue Maple.

Los algoritmos realizados principalmente son tres y cada uno realiza una labor especifi-
ca dependiendo de las necesidades requeridas. A su vez, los algoritmos se desarrollaron
de manera secuencial debido a que cada uno dependia del otro. Por ejemplo, el primer
algoritmo calcula el producto estrella en el algebra de Weyl dado por la Definicién 4.1.

Posteriormente, usando el algoritmo anteriormente mencionado, fue posible desarrollar



un segundo algoritmo que calcula los coeficientes normales, dados por la expresién (30).
Luego, procedimos a realizar la generalizacion para calcular las expresiones dadas por el
Teorema 1 apoyandonos en los dos algoritmos previamente mencionados. En este tltimo
algoritmo encontramos varios inconvenientes referentes a la programacion y a la capacidad
fisica de los computadores. Dentro de los problemas de programacion encontramos que la
formula, matematicamente no tiene una secuencia repetitiva que se conserve para el caso
de m =k yn =k, por lo tanto debimos limitarnos a solucionar el problema para los casos
m=3yn=3,n=4,n=>5. Existe una idea para resolver dicho inconveniente que con-
siste en ejecutar una funcion recursiva, sin embargo, esto genera un segundo problema y es
la capacidad fisica de los computadores. Este tipo de funciones, aunque a veces son 6pti-
mas, hacen uso de una gran cantidad de recursos fisicos tales como memoria y capacidad
de procesamiento. Las funciones que resuelven los problemas matemaéticos para el primer
algoritmo son: Combinar y facdecreciente. Para el segundo algoritmo son: Particiones,
permutaciones, norma, sumi, combinar y p2. Para el tercer algoritmo son: factorizacion
y coinvariantes. El resto de las funciones fueron usadas para solucionar todas las deméds
anteriormente mencionadas con el fin de reducir la complejidad y abarcar cada problema
especificamente.

Por ultimo, dentro de este capitulo también se dan a conocer programas creados con el
objetivo de dar a mostrar una interfaz grafica, que tiene como fin facilitar el manejo del

programa , la lectura de los parametros de entrada y la impresion del resultado al usuario.

Esperamos que este trabajo de grado contribuya en al entendimiento y el desarrollo de
ejemplos practicos del producto estrella de funciones simétricas monomiales en el dlgebra
de Weyl, con el fin dar una aplicacién practica en el campo de la fisica o la matematica

ademas de proyectarse como una fuente de consulta académica.

Este trabajo de grado ha sido parcialmente financiado por el proyecto de investigacion

ID 3207 titulado ”Aspectos Computacionales de las Funciones Simétricas Cudanticas”,



dirigido por la Dra. Eddy Pariguan.

10



Objetivos

General

= Obtener ejemplos para la deformaciéon por cuantizaciéon del orbifold de Poisson

R?"/S,,, utilizando el software Maple.

Especificos

Obtener ejemplos explicitos para las expresiones dadas por:

» Coordenadas Normales.
Las coordenadas normales N (A, k) de HX A ¢ W son definidas a través de la

i=1

identidad

man

HXAZ_ZNAk \a|k‘|b|khk

para 0 < k < min = min(|al,|b|). Para k > min, igualamos N(A k) a 0.

» Regla del producto para m elementos en Sym™(W).

Para cualquier A : [m] x [m] — N2/ la siguiente identidad

H (UX ) =2 (H (Z‘Z)U(af;)m L)) ) ﬁX'A =tk

=1 o,k,p %,]

donde o € {id} x S™', k e N*, (i,j) € [m—1] x [n], yp = p/ € (N* )", se
cumple en Sym™(W).
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Resena historica

La deformacién por cuantizacién nacié como un intento de interpretar la cuantizacion
de un sistema clasico asociativo como una deformacion del algebra de observables clasicos
en la direcciéon del soporte de Poisson. Esta idea estaba detras de la mente de muchos
fisicos, entre ellos Weyl y Wigner, como lo demuestra la evolucion histérica que dio lugar

a la deformacion por cuantizacion.

La deformacién por cuantizacién fué propuesta aproximadamente 32 anos atras en un
trabajo desarrollado por Bayen, Mosh Flato, Christian Fronsdal, Lichnerowicz y Stern-

heimer [2] cdmo una alternativa a la correspondencia usual

Sistema Clasico <+ Sistema Cuantico

Variedades Simplécticas <+ Espacios de Hilbert

La idea es que las algebras de observables en mecanica cuantica son cercanas al dlgebra
conmutativa de funciones sobre variedades tambien llamados espacios de fase. En otras
palabras, las algebras cuanticas de observables son deformaciones de algebras conmutati-

vas.

La transicion de estructuras conmutativas a no conmutativas es una frontera basica
entre la fisica y las matemadticas. La llegada de la mecdnica cudntica [10] es por su puesto
un ejemplo importante, pero en la actualidad se esta volviendo claro que la aparicién tres

décadas atras, de la deformacion por cuantizacion, seguido por numerosos desarrollos y
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cambios, ha tenido un mayor factor en la tendencia actual.

El pasado epistemolégico puede ser remontado a la deformacion filoséfica la cual
Moshé Flato [13] desarroll6 a principios de los 70’s, motivado por profundas ideas fisicas
y desarrollos matemaéticos. Desde ese tiempo, inspirando a muchos, él constantemente ha
perseguido y promovido consecuencias fisicas y matematicas de dicha idea en muchas di-
recciones de las cuales, deformacién por cuantizacion es la mas ampliamente reconocida.
Michael Atiyah dijo recientemente después de Oscar Wilde que las mateméticas y la fisica
son dos comunidades separadas pero con un lenguaje comun. Atiyah agregd que las dos
comunidades tendian a comunicarse muy bien hasta comienzos del siglo 20, pero luego
se volvieron muy independientes. Sin embargo, en la década pasada, a pesar del continuo
crecimiento del efecto torre de babel en la ciencia, algunas formas de comunicacion fueron
desarrolladas con un fenémeno opuesto, lo que puede parecer un efectividad irrazonable
de la fisica en las matematicas, incluyendo campos abstractos tales como la geometria
algebraica. Ahora, si recordamos que las matemadticas surgieron como una abstraccion
en nuestro entendimiento del mundo fisico ninguna efectividad deberia ser irrazonable.

Aqui veremos que la deformacién por cuantizacién es un ejemplo perfecto de ambos.

Los experimentos fenomenolégicos parecen causar una paradoja y contradicen teorias
aceptadas. Eventualmente una nueva constante aparece y el formalismo es modificado.
Entonces las estructuras adjuntas (simetrias, observables, estados, etc.) deforman la es-
tructura inicial. A saber, tenemos una nueva estructura la cual en el limite, cuando el
nuevo parametro tiende a cero, coincide con el formalismo previo. La tnica pregunta es,
en que categoria debemos buscar deformaciones?. Usualmente la fisica es bastante con-
servativa y si se comienza por ejemplo con la categoria de algebras de Lie, se tiende a
deformar en la misma categoria, pero hay algunos ejemplos importantes de generaliza-

ciones de este principio (grupos cudnticos son deformaciones de algebras de Hopf).
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El descubrimiento de una tierra no plana puede ser el primer ejemplo de este fenémeno.
Adn mas cercano, la paradoja proveniente del experimento de Michelson y Morley (1887)
[20] fue resuelto en (1905) por Einstein con la teoria especial de relatividad [12]: alli el
grupo geométrico simétrico Galileano de la mecanica Newtoniana es deformado al grupo
de Poincaré, siendo la nueva constante fundamental C~! donde C es la velocidad de la luz
en el vacio. Alrededor del mismo tiempo la teoria de las superficies de Riemman puede ser
considerada como uno de los primeros ejemplos matemaéticos de deformaciones, aun si las
deformaciones se convirtieran sistematicamente estudiadas en la literatura matematica
solo a finales de los 50’s con el profundo trabajo de Kodaira [17] en deformaciones de
estructuras analiticas complejas. Ahora, cuando se tiene una accion sobre una estructura
geométrica, es natural que se ensaye y se linealice induciendo de esto una accion sobre un
algebra de funciones sobre dicha estructura. Esto es lo que implicitamente Gerstenhaber
hizo en 1963 [15] con su definicién y a través del estudio de deformaciones de anillos y
algebras. Esto es en el sentido de Gerstenhaber que el grupo Galileano es deformado por
el grupo de Poincaré; esta operaciéon es la inversa de la nocién de grupo de contraccion
inducida 10 afios atrds, empiricamente, por Inénii y Wingner [16]. Este hecho desenca-
dend un fuerte interés por la teoria de deformaciones en Francia junto con un nimero de
fisicos tedricos incluyendo a Flato quien acababa de llegar de la escuela de Racah y sabia

también la efectividad de la simetria en problemas fisicos.

En 1900 como un 1ltimo recurso para explicar la radiacion de cuerpo negro, Planck
propone la hipétesis cudntica [22]: la energia de la luz no es emitida continuamente, pero
en quantums proporcionalmente a su frecuencia. El escribié A para la constante de pro-
porcionalidad la cual lleva su nombre. Esta situacién paraddjica tuvo un comienzo de una
base tedrica cuando, nuevamente en 1905, Einstein vino con la teoria del efecto fotoeléctri-
co. Alrededor de 1920 el principe Louis de Broglie fue presentado al efecto fotoeléctrico
[24] junto con las relaciones Planck-Einstien y la teoria de la relatividad en el laboratorio

de su hermano mayor, Maurice Duc de Broglie. Esto lo condujo en 1926, [9] al descubrim-
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iento de las hondas de dualidad y particulas, las cuales el describi6 en su tesis publicada
en 1924 [8] a la que el llamo Mecanica ondulatoria. Fisicos Alemanes y Austriacos, en
particular, Hermann Weyl, Werner Heisenberg y Eerwin Schrodinger, transformaron esto
en la mecanica cuantica que nosotros conocemos donde las observaciones son operaciones

en los espacios de Hilbert de funciones de hondas.

Intuitivamente, la mecénica clasica es el limite donde h = % tiende a cero en la
mecanica cuantica. Pero como puede esto estar realizado cuando en mecanica clésica los
observables son funciones sobre espacios vectoriales y no operadores? La deformacién filo-
sofica promovida por Plato mostro el camino: primero tenia que buscar deformaciones de
algebras de funciones sobre variedades de Poisson dotado con el soporte de Poisson y re-
alizada en forma auténoma, mecanica cuantica alli. Esto requiere, como un preliminar,un
estudio detallado de los espacios de cohomologia correspondientes. Como primer paso en
1974, las cocadenas fueron asumidas 1-diferenciables [14](dados por operadores bidiferen-
ciales de orden (1,1)). Esto fué una pequena aproximacién de la solucién la cudl inspiré a
Vey quien fué capaz en 1975 [25], por medio de variadades simplécticas desapareciendo el
tercer nimero de Betti, para probar la existencia de tales deformaciones diferenciables ha-
ciendo eso, el redescubrio una formula para el corchete deformado, el corchete de Poisson
del seno, que el no sabia que Moyal lo habia obtenido en un contexto totalmente diferente
en 1949 [21]. El obstéculo técnico, una solucién de la cual, en un contexto algebréico, pudo
ultimamente ser remontada a un resultado oculto en un paper de 1962, fué resuelto y la
deformacién por cuantizacion pudo ser desarrollada en 1976-1978. La cuantizacion es una
deformacién del producto asociativo y conmutativo de observables clasicos manejados por

el corchete de Poisson, conocido como un producto estrella.
En un contexto en el cual entonces parecia no tener relacion con la teoria de deforma-

cién, los operadores pseudodiferenciables fueron también introducidos a finales de los 50’s

y se convirtieron en un tema polémico en matematicas interesante gracias a la publicaién

15



en 1963 de los primeros teoremas indexados por Atiyah y Singer [1], los cuales expresaban
una definicién analitica de indice en terminos topoldgicos. La composicién de simbolos
pseudodiferenciables, un ingrediente importante en la prueba, es un ejemplo no trivial de
un producto estrella, pero este hecho fue visto solo anos después de que la deformacion

por cuantizacion fuera introducida.

Ha habido varias generalizaciones de los teoremas originales incluyendo versiones al-
gebraicas desarrolladas en particular por Connes en el contexto de la geometria no con-
mutativa, una continuaciéon natural de sus trabajos importantes de los 70’s en &lgebras
de operadores que fueron motivadas por problemas fisicos. Esto fue desarrollado poco
después de la aparicién de la deformacion por cuantizacién usando ciclicos en lugar de la
simple cohomologia de Hochschild. Si se anade un producto estrella la nocién de traza, la
cual en este caso proviene de la integraciéon sobre variedades sobre las cuales las funciones
son definidas se pueden obtener productos estrellas cerrados, clasificado por la cohomolo-
gia ciclica que provee otros ejemplos de algebras cayendo en el marco de la geometria no
conmutativa. Ahora el isomorfismo de Gelfand provee una realizacion de un algebra con-

mutativa como un algebra de funciones sobre una variedad esto quiere decir su espectro.

Grupos de algebras de Lie simples y algebras son rigidos para la nocién Gerstenhaber
de deformacion pero si se va a la categoria de algebras de Hopf, ellas pueden ser defor-
madas. Esto es lo que Drinfeld noté con una nocion a la cual el otorgd el espectacular
nombre de grupo cudntico, considerando productos estrella deformando el producto en
un algebra de Hopf de funciones sobre grupos de Lie teniendo una estrutura de Poisson

compatible.
En la actualidad Maxim Kontsevich ha venido trabajando desde 1995 en el Institut

des Hautes Etudes Scientifiques (Francia) en el uso sistematico de deformaciones de es-

tructuras algebraicas conocidas y en la introduccién de nuevas tales como las ” categorias
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triaguladas” las cuales se han convertido relevantes en muchas areas tales como el proce-
samiento de imagenes. Junto con Kontsevich, Alain Connes, el fundador de la geometria
conmutativa y Y. Soibelman, de Kansas State University, Estados Unidos, han trabajado
en resultados importantes sobre deformaciones de algebras sobre Operads, la conjetura de
Deligne, deformacion por cuantizacién en variedades de Poisson y variedades complejas.
También Nikolai Neumaier y Stefan Waldmann, de Albert Ludwigs University of Freiburg,
Alemania, se encuentran trabajando en deformacién por cuantizacién de estructuras de

Poisson asociadas a algebroides de Lie.
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Capitulo 1

Preliminares

Para poder abordar el tema principal de estudio del presente trabajo, las funciones
simétricas cuanticas, es necesario enunciar algunos conceptos algebraicos y geométricos

importantes, los cuales se definen en este capitulo.

Definicién 2. Una M -variedad es un espacio topolégico Hausdorff localmente homeo-

morfo a R™, es decir, todo punto a € M, posee un entorno homeomorfo a un abierto de

R™.

Definicién 3. Una carta para una M-variedad, es un par (k,U) donde U es un abierto
de M yrk:U — k(U) CR™ es un homeomorfismo, k € C.

Dado un elemento p € M, una carta en p es un par (k,U) en M talqgue p € U, k(p) € R™.

Definicién 4. Una coleccion de cartas cuyo dominio cubre M es llamado un atlas A para

M
A= {((Ui), ki)ien tal que U(Uz) = M}.

i
Lema 5. Si A es un atlas sobre M, entonces A esta contenido en un unico atlas mazximal

A’ de M.

Definicién 6. Una wvariedad C*°, wvariedad diferenciable o variedad suave, es un par
) p

(M, A), donde M es una variedad y A es un atlas mazximal.
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A continuacion se introducirdn algunos conceptos basicos de algebras de Lie los cuales
serviran de soporte tedrico para la definicion de las variedades de Poisson, ademas de
proporcionar algunas bases para el desarrollo del ejemplo del dual del dlgebra de Lie,
visto como un ejemplo de una variedad de Poisson no simpléctica, el cual sera abordado

en la parte final del presente capitulo.

Definicién 7. Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, con una operacion VxV — V,
denotada (z,y) — [x,y] y llamada corchete o conmutador de z e y, es llamada un dlgebra

de Lie sobre F' si los siquientes axiomas se satisfacen:
1. La operacion corchete es bilineal.
2. [z,z] =0, para todo x € V.
3. [, [y, 2l + 1y, [z, 2]l + [z, [, 9] = 0.

El axioma 3. es llamado la identidad de Jacobi. Note que 1. y 2. aplicados a [z+y, v+,
implica anticomutatividad o antisimetria: 2 .[x,y] = —[y,x]. Luego, se define el corchete

de Lie como la aplicacion

[, ]: VXV —V

(a,b) — [a, b]

que satisface 1.,2". y 3.

Ejemplo 8. Si A es un dlgebra asociativa, entonces A es un dlgebra de Lie con corchete
[a,b] = ab — ba, para todo a,b € A.

En lo que sigue se definira una variedad de Poisson y se enunciaran sus propiedades con
algunos ejemplos importantes. Ademas se asumird K como un cuerpo de caracteristica

cero.
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Definicién 9. Un dlgebra conmutativa A sobre un cuerpo K es llamada un dlgebra de
Poisson si esta equipada con una operacion bilineal { , } : A® A — A tal que las

siguientes condiciones se satisfacen:
1. A es un dlgebra de Lie con el corchete { , }.

2. La regla de Leibniz se satisface, i.e. para cualesquiera a,b,c € A, tenemos
{ab, c} = a{b, c} + {a, c}b.

También, si estas condiciones se satisfacen, la operacién { , } es llamada corchete de

Poisson.

Definicién 10. Sea M una variedad suave. Se dice que M es una variedad de Poisson

suave si el dlgebra A = C*(M) esta equipada con un corchete de Poisson.

Ejemplo 11. R? es una variedad de Poisson con

{,}: C*R?)®@C®R?) — C=(R?

(f.9) — {9}
donde el corchete se define como
~ 0fdyg B af dg
{f.9y = Oxdy Oy oz

FEs necesario verificar que el corchete dado es un corchete de Lie. Dadas f,g,h € C*°(R?)

cualesquiera se verifica:

n Bilinealidad:
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{f+Ag,h} =

{f. 1}
{f. 1}

0 oh 0 Oh
T )\g)a—y - 8_y(f +Ag) 5

of dg| Oh of dg| Oh
5+ 3~ Lo+
9foh  \9g0Oh _ 0f Oh _\0g0h
ox 0y Oydy Oyox Oy Ox
of oh  Of Oh Aagﬁh A@g@

Ox 0y Oy ox Oz Jy a_y ox
{f.h}y + Mg, h}.

of 0 of 0
%a_y(g‘f'/\h) — a—y%(ng)\h)

af [0g Oh of [dg oh
ox [81; + A@y] dy [8x + A%
9fog  \0foh 0fog _0fOh
Ox Oy Or dy Oy oxr 0y Ox
010y 910y  \0foh _ 0j i

Oxrdy Oy ox Ox Jy (9_y8x

= 0

_ ofof ofof
Oz dy  Oyox
_ ofof ofof _
~ 353y B0y

= {9, h3} + {9 {h, [}} +{h.{f, 9}} = 0, entonces

Og Oh
(1 nh_o00n

9f 9
Ox Jy

(

dg Oh

Ox Jy

0g Oh

0g Oh
Oy Ox

f ol

)

ohof 8h8f}+{h ﬁ%_ﬁ@}:

Oy Ox

Ordy Oyox Ox Jy
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Ordy Oy ox

0y Ox

0g 0 (OhOf OhOf\ Oh O (0fdg 0Ofdg\ Oh O (0f0g 0Of0dg
_|._
Ordy Oy ox

ay&v %8_34_8_34% @z@y

ox dxdy Oy  Ox Ox dy?  Ox Oy Ox  Ox Oy Oxdy ay 0x?dy Oy O 0xdy +

af &g 8h+8f8982h Of °goh  0fdg *h f 9ok 9f dg &h

Oy Ox Jy o + Oy Oy 0x?  Oxdy 6y Ox * Ox Oy? or 8y2 Ordr 8y 0xdy or +

of 0% Oh , 0f0g0®h  Of 0g0h  0f Pg0h 9°fOgOh Of &g Oh

Pfdgoh Of 0% 6h+ 0*f 890h+8f8298h+8f8g82h+62f898h
0x2 0y dy Ox dxdydy Ox0ydxdy Oy dx?dy Oy dxrdx?  Oy? dx Ox

Of 0g 0*h  0*f 9gOh Of 0g O*h 82f8g8h+8f8g82 +ﬁ@@ 0
Ox Ox Qy?> Ox0yOx dy Oy Odydx? 0Oxdydydxr Oxrdydxdy Ox? dy dy '

Despues de verificar que el corchete es un corchete de Lie, se debe probar que la regla de

Leibnitz se satisface.

{fg,h}y = flg,h}y+{f hlg

0 oh 0 oh
{fg,h} = ﬁ(fg)a_y_a_ng)%

0 oh 0 oh
= (8—£g f ) - = (—fg [ ) g
af oh ag ah of oh ag oh

ar0y? T acoy " ayar® T oy ou
_ dg Oh B dg Oh n af oh B af oh
B Jx dy Oyox Jxdy Oyorx
= Mg, h} +{f.h}g.
El ejemplo que se expondra a continuacion es de especial relevancia, debido a que en-
torno a este se desarrollaran los resultados principales de la deformacién por cuantizacion
del algebra de Weyl, pieza fundamental en la obtencion de los principales resultados en

la programacion en Maple.

Ejemplo 12. R?" es una variedad de Poisson con corchete dado por:

of g Of g
{f g} Z O0z; 0y ayi 0z;
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n Bilinealidad:

{frg+An} = {f 97 +M/[,h}

af o 0
(Fg+Ah} = Zaiayz ) = 5L (g4

_Zafag Of Oh _0f 99, 0f Oh
B dx; Oy; ém dy; Oyidr; Oy O

& 0fdg  Of og af oh  of on
B Zaxz Oy Oy; O +A;<8xi dy; Oy 8x¢)

= {f.g} +M/f,h}.

{f+Xg,0} = {f, h} + My, h}

(f+7g.h) = O

0 Ox;

of 6h+)\89 oh  Of Oh A&g Oh
axi Y Ox; 0y; 3% Ox; y; Ox;
B Zaf oh  Of Oh Z&g oh  dg Oh
B 9z, 0y Oy 0z dr; dy;  Oy; O

= {f, h} + Mg, h}.

0
~3 i(f+Ag)

= Debemos verificar,

{f,./} =0
_ of of  of of
{ﬁf} B Zaxz Oy ayi Ox;
B of of  Of of
N Z Ox; dy;  Ox; Dy;
= 0.

n [dentidad de Jacobi
{fAg.h}} + {9, {h, f}} +{h.{f, g}} = 0, entonces
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(£ {0 1Y)+ {g, (b 11} + (B {Fr 0} = { Z

dg Oh
Ox; Oy;

dg Oh
8%’ 0x;

}

oh Of  Oh Of " of Og of dg
{97 Z (‘)ZEZ 8yz 0yz 81‘, } + {h’ i1 895, ay, 8yz aIZ
Zafa Z@g@h dg Oh\ of 0 i@g@h_@g@h
ox; 0x; = ox; dy;  Oy; Ox; Qy; 0x; — 0x; dy;  Oy; Ox;
oh 0f  0Oh Of oh of  0Oh Of
+ ; ox; 0x; <Z ox; Jy; 8yi (99(,'2) 8yl ox; <Z ox; y; 8yi ox;
" Oh 0 of dg  Of Og oh O of dg  Of Og
* ; ox; 0x; (Z ox; Jy; 8y¢ o0x; 83/@ o0x; Z ox; Oy, 8yl- ox;
YL I 2o 010
Ox; 0x;0y; Oy;  Ow; O oy?  Owx; Oyt dx;  Ox; Oy; Ox;0y;
_of 0%g Oh  Of 0g O°h N of 0%9 0h  Of dg 0°h
dy; 0x? dy;  Oy; Ox; Ox;0y;  y; O 0y; Dy Oy; Oy; Ox?
Of dg h  9f 0g Oh  Of 99 Ph  *f dg Oh
Oy; Ox; Ox;0y;  Oy? Ox; Ox;  Ox; Ox; Oy D y; Oy Dy
af@ﬁ_yf dg Oh  Of g 0*h ﬁ@@
dy; Oy; Ox?  Ox;0; Oy; Ox;  Ox; Qy; Ox;dy;  Ox? Dy; Ay
0°f D9 Oh  Of Pgoh  0*f dg Oh  Of &g Oh
0x;0; Oy; Ox; ~ Ox; Oy? dxy  Oy? Ox; Dxy  y; Ox;Oy; Oy
_ﬁ@@_@f 0%g Oh O*f Og Oh _ﬁ@@h_
Ox? Oy; Oy;  Ow; Ow;0y; Oy; O 0y; Ow; Oy;  Oy; Ox? By
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= Propiedad de Leibnitz

{fg,h} = f{g,h}+{f,h}g

_ d(fg) Oh  O(fg) Oh
{fg,h} B Z dz; Oy dy; Ox;

_Zafah agah_afah_ dg Oh
- Ox; ayz a%’ 0y, Oy 3$z‘g 0y; Ox;

B dg Oh g Oh "\ (9f Oh  Of Oh
a fz(axiayi 3yzaxi> +;(axi Ay 8311;3%)9

Como se mencioné anteriormente, apoyandose en el dual del algebra de Lie V*, se
puede definir un ejemplo bastante importante de variedades de Poisson, el cual, es una

variedad de Poisson no simpléctica.

= Dual de un algebra de Lie.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre R (o C). Una estructura lineal
de Poisson sobre V es una estructura de Poisson sobre V para la cual, el corchete
de Poisson de dos funciones lineales es nuevamente una funcién lineal. En este caso,
retringiendonos a funciones lineales, la operacién (f,g) — {f,g} da paso a una
operacién [, ] : V* x V* — V* | la cual es una estructura de dlgebra de Lie sobre
V*, donde V* es el espacio lineal dual de V.

Reciprocamente, cualquier estructura de algebra de Lie sobre V* determina una
estructura de Poisson lineal sobre V. De hecho, considerese un algebra de Lie de
dimensién finita (V,[, ]). Para cualquier funcién lineal f: V* — R donde

fe (V) y (V) ~ V.Sify g son dos funciones lineales sobre V*, entonces
escribimos {f, g}(a) = (a,[f,g]) para todo a en V*. Si se escoge una base lineal
{er,...,en} con [e;, e;] = 3 cfiex, entonces se tiene una base para el dual {1, ..., 2, }
que cumple {z;,z,;} = Zcf]xk donde x; es una funcién tal que Z; = ¢;. Con base
en lo anterior, a partir de la estructura de algebra de Lie en el dual de la misma, se

obtiene una estructura de Poisson sobre V*. Esta estructura de Poisson puede ser
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definida intrinsecamente por la formula

{f,9}(a) = (o, [df (), dg(a)]) = a(ldf (), dg(a)])

donde el corchete | , | representa el corchete de Lie. Las funciones df (o) y dg(«) son

elementos de (V*)* los cuales son elementos de V' por el isomorfismo existente entre

Vy (V9™
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Capitulo 2

Funciones Simétricas Clasicas

Luego de enunciar el concepto de una variedad de Poisson en el capitulo anterior, es
importante presentar otra serie de definiciones referentes a acciones de grupos sobre con-
juntos y polinomios simétricos, las cuales ayudaran a entender e interpretar los resultados
obtenidos de los algoritmos programados en Maple, que giran en torno a la deformacion

por cuantizacién del orbifold de Poisson R?*"/S,,.

2.1. Acciénes de Grupos sobre Conjuntos

Podemos definir la accién de un grupo sobre un conjunto donde G es un grupo finito,

infinito o de Lie.

Definicién 13. Podemos definir la accion de un grupo G sobre un conjunto S como una

aplicacion de la siguiente manera:

GxS —= S
(9.5) + g-s

la cual satisface las siguientes propiedades:
1. g1+ (92-8) = (g192) - $ para g1,92 € G,s € S.
2. e-s=s, para s € S.
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Cuando tal accion es dada, se dice que G actia en el conjunto S.

Basados en la definicién anterior de la accién de un grupo G sobre un conjunto S, se
enunciaran dos resultados béasicos importantes de la teoria de grupos, los cuales son el

concepto de orbita y el concepto de grupo de isotropia o estabilizador.

Definicién 14. Sea un grupo G que actia sobre un conjunto S

GxS —= S
(9,5) = g-s.

Dado s € S, consideramos
s={g-s:9€G}
como la orbita de s € S.

Definicién 15. Sea x € S. El conjunto
Gs={geG:g9-5s=s}
es un subgrupo de G, llamado grupo de isotropia de s € S o estabilizador de s en G.

Ejemplo 16. EIl grupo S,, actia sobre R™.
Sea S, actuando sobre R™ por permutacion de coordenadas: para o € S, y v = (c1,...,¢,) €
R" sea 0 -v = (cg(l), ...,cg(n)). Para o € S, estableciendo d; = co(;), entonces o - v =

(dy,...,d,). Por lo tanto

a-(o-v) =

y el orden de la multiplicacion se invierte. Luego, el hecho que la accion de S, sobre R™

no es una accion del todo. Para corregir este inconveniente, es necesario redefinir
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0V ={(Cr101), -, Co-1(n)) - Entonces;

o-(a-v) = o-(a (c1, - -¢cn))

obteniendo asi una accion genuina de S, sobre R™.

Ejemplo 17. S, actia sobre C*(R")
Sea 0 € S, f € C*[R"), yveR"” donde f(v) = (f(c1),..., f(cn)), se establece
of(v) = flo7'v) = f(coq), s Comy). Para a € Sy, se calcula o - (o - f(v))

a (o f(v)) = o fla™ (e, )

2.2. Algebra de Funciones Simétricas

Los resultados logrados en este trabajo se obtuvieron trabajando sobre las funciones
simétricas cuanticas, especificamente, en las funciones simétricas monomiales. Por este

motivo, es necesario introducir el concepto de funciones simétricas y sus clases, para
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asi poder contextualizar un poco mas el campo donde se ha trabajado. Se comenzara con
una notacién referente a particiones, las cuales son sucesiones decrecientes finitas A de
nimeros naturales A\; > ... > \; > 0. Los enteros Aq, ..., A\; son las particiones. La longitud
[(A) designa el nimero de particiones distintas de cero, y el peso |A| designa la suma de
partes. Podemos dotar el conjunto de particiones con un order parcial natural definido
por la relacién de inclusién por los diagramas de Ferrer [7]. Esto es de mayor utilidad, sin
embargo, para usar el orden parcial dado por el dominio, segin el cual A > p si las dos

particiones tienen el mismo peso y para todos los enteros i, la desigualdad
ALt N 2

se satisface.

Antes de enunciar la definicion formal de los polinomios simétricos o funciones simétricas
sobre un cuerpo K con caracteristica 0, es pertinente aclarar lo siguiente.

En la teorfa clésica de invariantes es comtin denotar por R® al subespacio homogéneo de

los polinomios G-invariantes compuesto de polinomios f(x) tales que
v - f(x) = f(x) para todo v en G.

Con base en lo anterior, los polinomios S,-invariantes corresponden a los polinomios
simétricos, los cuales son polinomios f(x) tales que, para cada permutacién o € S, del

conjunto {1,2,...,n} se tiene

f(xg(l), ZL’U(Q), ceey Jfg(n)) = f(l’l, Ty eeny l‘n)

El conjunto de polinomios simétricos es denotado por R3" donde R = R[x]y d es la
dimensién de R, que corresponde al ntimero de particiones de d de a lo sumo n partes.

Una base lineal de Rg” esta dada por los siguientes polinomios simétricos.

Definicién 18. (Polinomios simétricos monomiales)
Se escribe my = my(x) para la suma de todos los monomios X* para los cuales, a varia
en el conjunto de reordenamientos en el vector de longitud n (A1, ..., Ak, 0,...,0) donde

my =0 sil(\) > n.
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Por ejemplo

2 2 2
m211(l‘1, T2, 173) = T T2T3 + T1ToT3 -+ T1X2T3.

Un segundo conjunto clasico de polinomios simétricos es el conjunto de los polinomios

simétricos homogéneos los que se definen a continuacién como.

Definicién 19. Un polinomio simétrico homogéneo es el polinomio consistente de la suma

de todos los monomios hy de un grado dado donde

o de una forma mas general,

la cual da una expresion de hg en términos de la base de funciones simétricas monomiales.

También se puede expresar hy por medio de su funcién generatriz

n

10 =3 hat =[] 7=

d>0 i=1

donde es necesario que hg = 1.

Definicién 20. (Funciones simétricas elementales)
Cuando A = (1™), my es el k-ésimo polinomio simétrico elemental ey:
€L = Mg = E Ly v+ Ty, -
11 <<l

Para k =0 se define ey como 1. La funcion ey tiene la funcion generatriz

n

E@Q) =) el =]]0+ ).

k>0 i=1
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Capitulo 3

Deformacion por Cuantizacion

En este Capitulo se enunciaran los principales resultados de la deformacién por cuanti-
zacion, utilizados para obtener los resultados mas importantes de los algoritmos logrados
por la programacion en Maple. Dichos resultados estan basicamente apoyados en la de-
formacién por cuantizacién de R?"/S,, objeto matemdtico isomorfo al algebra de Weyl
W = C(z,y)[[h]]/{yx — xy — h), algebra donde se encuentran las funciones simétricas

cuanticas, motivacion principal de estudio de este trabajo.

Definicién 21. Sea O una orbivariedad global, es decir O = M /G donde G es un grupo

infinito. Decimos que O es una orbivariedad de Poisson si C°°(M)%

Poisson. Escribimos C*(M/G) para denotar C*°(M)%

es un dalgebra de

Definicién 22. Sea una variedad de Poisson (M, {,}). Una deformacion formal (defor-
macion por cuantizacion) del dlgebra de funciones suaves sobre M es un producto estrella
asociativo

2 CF(M)[[A]] @rpy C(M)[[A] — C=(M)[[A] tal que

a. fxg= Z B,(f,g)h", donde B,(—,—) son operadores bi-diferenciales.

n=0

1
b. fxg=fg+ §{f, gYh+ O(h?), donde O(R?) representa términos de orden h?.

32



Definicién 23. Dado un grupo finito K actuando sobre (C*° (M), ) por automorfismos, se
llama al dlgebra (C(M)[[R]], %)k = (C°(M)[[A]],*) el dlgebra de funciones K-simétri-

cas cudnticas sobre M.

En [18] un *-producto canénico ha sido construido para cualquier variedad de Poisson.
Para una variedad (R™,«) con bivector de Poisson «, el x-producto estda dado por la

formula

Frg=3""0 5 weBralf0),
n=0

" TeG,

donde G, es una coleccién de grafos admisibles donde cada uno de los cuales tiene n

aristas y wr son constastes (independientes de la variedad de Poisson).

El ejemplo més simple de una deformacion por cuantizacion es el producto x de Moyal
que se introduce en 1940 en [21]. Moyal obtiene una deformacién por cuantizacién para

(C>=(R%),{, }) con bivector de Poisson dado por

a = Za”&; N 0;, a¥=—ao"eR

Z‘?j

donde 0; =

es la derivada parcial en la direccion de la coordenada z;,7 = 1,...,d. La
L

férmula para el producto de Moyal es la siguiente

2
fxg = fg+n>_ a90,(f)0;(g) + % > oM 0,0,(£)9;00(g) + -
i,J

i?j?k?l
oo hn n n n
Sty e (1) o (T ) )
n=0 " i1, inij1,e ojn k=1 k=1 k=1
Con la finalidad de construir un producto estrella canénico x sobre una variedad de Pois-
son, Kontsevich [18] introduce una clase especial de grafos G, etiquetados y orientados
de la siguiente manera. Para describir terminos proporcionales a A" para cualquier entero

n > 0, se introducird una clase especial de grafos orientados marcados G,,.
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Definicién 24. Un grafo(orientado) U es un par (Vr, Er) de dos conjuntos finitos tales

que Er es un subconjunto de Vi x V.

Los elementos de Vi son vertices de I', los elementos de Er son aristas de I'. Si
e = (v1,v2) € Er C Vp x Vi es una arista entonces se dice que e comienza en vy y
termina en vs.
En la definicién usual de grafos se admiten grafos infinitos y tambien grafos con multiples
aristas. Aca no se tendran en cuenta tales estructuras y se usara una terminologia simpli-
ficada.

Se dice que un grafo marcado I' perteneces a GG, si
1. T tiene n + 2 vertices y 2n aristas,
2. el conjunto de vertices Vi es {1,...,n} U {L, R}, donde L, R son solo dos simbo-
los(Maytsculas que significan Left y Right),

3. las aristas de I" son marcadas por los simbolos e}, €3, €3, ..., el 2

Y no

4. para todo k € {1,..,n} las aristas marcadas por e} y €2 comienzan en el vértice k,

5. para cualquier v € Vr el par ordenado (v, v) no es una arista de T.

El conjunto G, es finito, tiene (n(n+1))" elementos para n > 1 y un elemento para n = 0.

A continuacion se mostrara un ejemplo para n = 3 donde la lista de aristas es
(el €3, eby eBeh,ed) = (1L, L), (L, R), (2, R), (2.3), (3, L), (3. R)).

En la figura de I" se escriben indices independientes 1 < 4, ...,i6 < d para las aristas en
lugar de nombrarlas como e}. El operador Br, correspondiente a este grafo es
(f? g) = Z ai1i2ai3i4ai4 (ai5i6)ai18i5(f)ai28i3ai6 (g)
01,50l
El Teorema 25 muestra como el grupo de automorfismos de (C*°(M)[[A]], x) surge de una

forma natural.
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Figura 3.1: Ejemplo I'' € Gjs.

Teorema 25. Supongase que una estructura de Poisson {—,—} es dada sobre R™ y un
grupo K C S, tales que {—, —} es K-equivariante. Entonces K actua sobre (C*(R™)[[h]], %)

por automorfismos.

Corolario 26. Bajo las condiciones anteriores, la regla del producto sobre (C*°((R™)™)[[h]], %)k

es dado por

_*g = Z Z % (Z wFBF,a(fag © 0_1))

ceK n=0

para todo f,g € C(R™)"[[A]]

Definicién 27. Dada una variedad de Poisson (R™,{,}) y un subgrupo K C S,, el dlge-
bra de funciones simétricas cudnticas sobre (R™)" se define como (C®(R™)"[[h]],*)rx =

(C@®™)"[[A]], %)".
Note que si (R™, «) es una variedad de Poisson entonces (R™)" es una variedad de
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Poisson de una forma natural. Mas atn, la estructura de Poisson sobre (R™)™ es S,,-

equivariante y por lo tanto K-equivariante para todo subgrupo K de .S,,.

3.0.1. Algebra de Weyl

hTL
El x-producto de Kontsevich dado por la férmula f x g = Z — Z wrBro(f,9)
n=0 n! I'eG 7
es notoriamente dificil de calcular. Sin embargo, existen dos ejemplos en los cuales una

definicion explicita del producto estrella esta disponible.

a. Si o es un corchete constante no degenerado sobre R?", entonces el dlgebra cuanti-
ca de funciones polinomiales sobre R?", i.e., (C[zy, ..., T2,][[1]], *) es isomorfo a

W ®cn - @cypy W, donde W es el algebra de Weyl, [4].

" «) es isomorfo a la

b. Si & es un corchete de Poisson Lineal en R", entonces (R
variedad de Poisson V* para algin algebra de Lie V. En este caso el dlgebra cuantica
de funciones polinomiales sobre V*, es decir, (C[V*][[h]],*) es isomorfo al dlgebra

envolvente universal U, (V') de V, [6].

Es pertinente aclarar que solo el primer ejemplo es el que sera considerado para el desar-
rollo de este trabajo.

El algebra C(z, y)[[h]]/(yx —xy — h) es llamada el dlgebra de Weyl, la cual es isomorfa a la
deformacién por cuantizacién canénica de (R?, dx A dy) si se consideran sélo las funciones
polinomiales sobre R2.

Antes de introducir la regla general de multiplicacion, es necesario definir el algebra de

coinvariantes, definicién que se dard a continuacién.

Definicién 28. Dada un dlgebra A y un grupo G que actia sobre dicha dlgebra, se define
como

Ac=A/la—g-a:a€ A g€Qq)

al dlgebra de coinvariantes, donde a su vez, en Ag se satisface la relacion

1 ——
ab = @Za(g-b).

geG
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El dlgebra de coinvariantes Ag es una subdlgebra de A y ademas, Ag es isomorfa al

algebra de invariantes, A%.

Regla General de Multiplicacién

Para cada S,, considere el functor Sym™ : k—alg — k — alg desde la categoria de k-
algebras asociativas en si misma definida sobre objetos como sigue: si A es una k-algebra,

entonces Sym™(A) denota el dlgebra cuyo espacio vectorial es
Sym™(A) = (A*")/{a1 ® -+ @ ap — Qy-11) @+ @ Ag-1(n) 1 @; € A,0 € S,,)
El siguiente teorema da una regla general para el producto de m elementos en Sym”(A).

Teorema 29. Para cualquier a;; € A la siguiente identidad se cumple en Sym™(A)

o T (@)= 5 & ([T

i=1 \j=1 oe{id} x(Sp)m—1 j=1 \i=1

Para la siguiente definicion, es pertinente establecer cierta notacién, para asi poder
comprender la férmula presente en dicha definicién. Primero es necesario ordenar las le-
tras de dlgebra de Weyl como sigue: # < y < h. Asumiendo que A; = (a;,b;) € N? para
i € [n] ={1,...,n} es dada, se establece A = (A;, ..., A,) € (N*)" X4 = 2%y’ y sea

n

| | : N™ — N como las funciones tales que |z| := Z x; para todo x € N".
Dado x € N"ei € N, se denota por z_; el VeZ:tlor (21, ..., zi1) € NTU por z<; el
vector (z1,...,4;) € Ny por z;» el vector (ziy1,...,7,) € N1 Se escribe a + n si
a € N¥ para algin k y |a| = n.

n
Definicién 30. Las coordenadas normales N(A, k) de H X4 € W son definidas a través

i=1

de la identidad

min

HXAi _ ZN(Aa k>x\a|fk:y|b|7khk’
1=1 k=0

para 0 < k < min = min(|al,|b]). Para k > min, igualamos N(A,k) a 0.
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Teorema 31. Sean A,k como en la Definicion 30, la siguiente identidad se cumple.

b n—1
N(AK) =>" (p) [[(asil = lpsil)y,. dondep e N1,

pHk i=1
El Ejemplo 32 muestra algunos resultados importantes y novedosos, objetivo principal
de este trabajo para los objetos HX Ai dados en la Definicién 30. Dichos resultados se

i=1
lograron gracias a la programaciéon de varias rutinas en la herramienta matematica Maple.

Ejemplo 32.

1. 8i A= (A1, Ay, As) donde A; = (1,1) = Ay = A3 entonces
ryzyry = 2y° + 3x%y*h + zyh?.

2. 51 A= (A, Ay, Az, Ay) donde Ay = (4,9), Ay = (6,7), A3 = (2,5), Ay = (1,1)
entonces se tiene la siguiente identidad.
aty225yT %Pyt = 2By?? + 10722y% h + 46602 y*°R? + 10752020910 B3 +
143388028 h* + 1131984028y "h5 + 5207328027y 0 h® + 13184640025y° A7 +
1620864002°y'*h® + 707616002y '3 K.

3. 81 A= (A1, Ay, A3, Ay, As) donde Ay = (2,8), Ay = (3,3), A3 = (5,1), Ay = (6,2),
As = (7,8) entonces se tiene la siguiente identidad.
2By 1Sy 2Ty = 123y?2 4 24922242 h 4 272252 y2R2 + 1726950220y K3 +
707467502 %8t 4 1972052820218y A5 + 3839592078021y 0 K6 +
5276633544002 0y 157 + 51120715464002 5y 1 + 344967871248002 4y 319 +
1582570093104002 3y 2k 4 4737097100736002 2y At +
863539893216000 110812 + 8444307231360002 0y hl® + 3272455105920002 %95 R4,

3.0.2. Funciones Simétricas Cuanticas

Una de las principales incognitas para trabajar la deformacién por cuantizacién de

R?"/S,,, no era tan solo saber como representar las funciones suaves sobre dicho objeto,
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sino también encontrar una férmula explicita para la regla del producto de dichas fun-
ciones. A continuacién se enuncian los resultados que dan respuesta a dicho problema el
cual fue resuelto por Diaz y Pariguan en [4].

El Teorema 33 brinda una férmula explicita para le producto de m elementos de la n-ésima
potencia simétrica de el algebra de Weyl. Fije una matriz A : [m] x [n] — N2, (A;;) =
((aij), (bij)). Dada o € Sy j € [n], A7 denota el vector (Aio=1ys - Amont () € (N

Aii a;; bi; . o o o o
y X;7 = x;7y;” para j € [n]. Sea |[A7| = (|af|,[b7]) donde |a]| = Zawi_l(j) y

67| = Z biofl(J)
=1

Teorema 33. Para cualquier A : [m] x [m] — N2, la siguiente identidad

ﬁ <H7> =2 (H (Z%)(Kaz;)ﬂr — P4 ) T X5

J=1 ok,p \ 1]

donde o € {id} x S™ ', k€ N", (i,5) € [m—1] x [n], y p = p] € (N* 1) se cumple
en Sym"(W).

Demostracion. Usando el Teorema 29 y el Teorema 31

wr () = 5 T(ie)

=1 oefidyx Syt i=1 \i=1

S | (PSR

oe{idyx st j=1

— Z(HN(A )ﬁx"“' 8 b

ok \j=1 Jj=1
A : T A7l (k)
=S <H ( Jj)u(aj)m-l - |pj>i!>pg> [T47 " s,
O',]C,p 7‘).] p j:1
donde min; = min(|af|, [b7]). -

El Ejemplo 34 que muestra resultados del algoritmo ” Funciones Simétricas Cuénticas”

definido en 4.3, realiza los calculos especificos para m = 3,n = 2,3,4,5. En el Capitulo 4,
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se encuentra la documentacion especificando lo realizado en dicho algoritmo.

En los ejemplos dados a continuacion, los polinomios que aparecen son siempre coin-
variantes, es decir, clases de equivalencia. Sin embargo por comodidad omitiremos las

barras.
Ejemplo 34. Las siguientes identidades se satisfacen en Sym™(W).

1. En Sym*(W), para

4(3513/135292) <$1y1$2y2) (1’13/155'22/2)

el resultado es:

dadyiadys + 24ty e3ys h4- (8aiy woyo + 3623yt a3y ) P +24a Ty woys P + 4w yy w0ya B

2. En Sym*(W), para

A(ziyiasys) (ziy)z3ys°) (ziyizsyd)

el resultado es:

8aTy1 w3ys +8 1y *wyys +8aTytiadys +82 Y *wdyst + (1522 y1 a3y, +6967 Y a3y
+376x8yF2x5yst +24028y; S 13y30 +4802 8y P w3yt +6802 5y xS ya® ) A+ (5202 y] Twoya®+
107042y 023ys? + 592828y x3ys3 + 216025y w3yl? + 2304025y > w3y3°

+ 1984023y ajydt + 1512025 yLPw3y20 + 1056025 yitray3t)h? + (343202 y a8 +
3619228y#222ys? + 672025y, 523ys® + 28656025y, °z2ys? + 24960025y x3ys® +
12120023y1Pa3ya® + 37056023y 4a3y3° + 106560z 1y z5ysd + 3470402ty w3yt ) h +
(6864028 yZ2woyst + 576028y 10xoyd™ + 84240028y 1P xoys® + 133536023 y2 w2ys2

+ 3552002 Y1 23y® 4+ 371424025y 25y5” + 50400021y wdys? + 357552021yl v3ys” +
2424000z ]y w3y 430614402 yi3 23y30) i+ (233376025 Y2 woys 1429376025 yi > woys +
967200025 y1 1 woya® + 10137602y 22yst + 1617408027y w3ya + 65136002yt x3ys® +
24600960z {y13 23y +1260576023y 0 z3yd?+21153600x 3y 25ya3 ) Ao+ (6336002 17 1 29y2°
12471040027y woya' +508032021 y1 *woys +535392002 7 y1 3 2ya®+2293632023 y 20w 2yst +

7824960023 y1%x3ys? + 4960800023y 3 x2yi8 + 8074944023 y1222ys%) kS
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+ (1330560023320 29y10 + 9472320023 yi%2oyat + 3459456023y B3 woys”™ +
13141440023y 220128 + 11645568022 y1%w3yst + 14451840022y 8x3ys2 AT +
(5322240022 y1 %2911 4+ 10707840022y 8 xoyst + 7547904023y 2 zoys" +
107078400z 3y, xoys®) RS,

. Para Sym3(W), para

36(331?/1932?/2333?/3) ($191$2y2$3y3) (55191%292%393)

el resultado es:

36xiw5w3y yys + 324xiwsaiyiysysh + (108atwssyiysys + 972xiw3a3ytysys)h° +
(6482723 w3y7y3ys + 9722 w303y Y Y3 ) h° + (1082 waw3y yoys + 9727 2525y Y5 Y3 ) A' +
32423 1ow3YTYoysh’ + 3621 2273y1y2y3h°.

. Para Sym3(W), para

36(w1y;T2yw3ys) (T19173Y223Y3) (T1Y103Y223Y3)

el resultado es:

21627y w3y33y3 + 21627y {w3ys v3y; + 21627y asysesys + 6487yt wsysaiys +
432x1y1x2y2x3y3 + 4321’1211%92373313 + 648371911323/2%3/3 + 8645511/15’72%3533/3 +
216x1y1x2y2x3y3 + (64895191%92%93 + 1512x1ylx292$3y3 + 8645519195292%93 +
64827y asysaiys + 2592x yiadysaiys + 3240aTyiadyswiy; + 129627yt adysadys +
129671y w5y, 73y3 + 15122y w5ysa3ys + 1944aiyiadysedys + 237621y 05y3w3y3 +
259221y w3y, w3ys + A104atyiwoysadys + 3888xtyiwsyswiys + 116641y w3ysa3ys +
129671y wsysa3ys + 1944aiyiadySedys + TT76xtyiedyswiys + 5832 yiadysaiys +
129621y v5ysesys + 3888x yiwsyswviys ) i+ (129623ywsysaiys + 43200ty wsysaiys +
3888z 7y w3y, 73ys +30024x iyt asyswdys + 21384ty adysaiys + 427682ty  wSysadys +
21627y {w3yswsys + 64827y  w3yswsy; + 43227y {adys ey + 259223y w3ya3ys +
38664r1y{waysa3ys + 259220y w3ysaiys + 21623yt asysways + 151203yt wsyswsys +
259227y} v3y5way3 + 129627y w3ysways + 388823 yiwsysniys + 43221y 5yaways +
648z Yt r5yseays + 1296z 1y adys w3ys + 9720xty  xdysedys + 6912z 1y adys x3ys +
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151221y wayswsys + 3024wy wayswsys + 2592wy iwsysesys + 21384ty wsyswiys +

125287y w3y, 23y3 + TT7621yi23y523y3 + 1857621y  23ysxiys + 129671y w3y5w3y; +
129621y} w3y5a3ys + 142562yt wdy3 adys + 349922y w3y, adys + 34344yt adyiadys +
1166421 yiw3y323y3+3888z1yiasysaiys +15552x yfasysaiys +19440x yfasysaiys ) h*+
(9072x1y w3y wsys + 1555221 yi 13y, 25y5 + TTT6x YT w3y5w5ys + 233282 yiadysaiys +
7516821y w5y w3ys + 56162y rdysasys + 3888 ytadyaaiys + 185762y vdyiasys +
3888z Yyt wayssys + 864x yiwsysrays + 216023yt viysways + 12962yt xiysways +
129623y 23y503ys + 691227ya3yssys + 9504atyiadyswsys + 2808z iy a3ysasys +
3024z yia3y3esy;3 + 2592027y asysaiy; + 5011221yt adysadys + 129621yt a3y wsys +
49248z 3yt a3y 3ys +15552a 3y  w3yawiys +12960a Ty w3y 03ys +134568x 7y w3y 05ys +
12398423yl a3ysxiys+19440x3y i wsysv2ys+125496 23 yS wdysx2ys+134784x3yS vyl adys+
60048z 1yt a3y, a3ys + AT52 Yy asysaiys + TTT6x Yy asysa3y; + 5832x iy wiyswsys +
20736z Y1 v3y5w3y3 + 13824y  wiysvsys + 1252821y 13y, 13y + 6177621y w3y 033 +
3888w 1y} w35 w3ys + 1468811yt w5ys w3y3 + 2203221y} w3y w3y3 + 116640ty wsysways +
TTT621y w3503y 777621y e3ysw3y3) P+ (743042 Ty adys 13ys + 518402y w3y wsy3 +
15552x1y; 13y2x3y3 +902882 Ty  w3y303y3 +619922 Y a3 ys23y3 + 3456021y w3 y3wsy3 +
TTT62 Y3 23y0w3ys + TTT6x yindydwsys + 414722ty x3yswsys + 57024z 1y wiysrsys +
23328z yir3yssys + 129623y a3 yansys + 172825ySa3yaadys + 125283y adysasys +
90722}y wdysa3y3 +285122 Y w3y 03ys +33480a Y  w3yS ways + 16761623y adys 13ys +
89424z iyiadyswsys + TTT62 Yy w3yazsys + 842407y 3ys 23ys +350784aty a3y v3ys +
2592023y adyarays+336962 3y w3ys 2 2ys+209952x 3y P a3yswy2 +40608 2ty r iy s+
9504z tyiasysxsys + 15984x iy x2ysways + 43205y i waysasys + 43223yt woyswsys +
129623y wayswsys + 4752233 xoysxsys + 38882ty xdyizsys + 2160z iy v3yswsys +
155522 y1 w3y w3ys+30672 1y  w5y5w3y3 +233280 Y1 w3ys w33+ T5168a y1 03y, 05y3) A+
(43221 xayasys + T344aiytwayszsys + 8640z 1y xeysasys + 77762 yiwys23y3 +
TTT62 1y ways13ys + 285122 ytwayswsys + 691205y w3yawsys + 39744xyta3ysrsys +
31104z3yt 12ys3y3+80784x3ydwdys w3y +15768023y3 13y s yi+ 5702423y wyaways+
518403 yi 13y w3ys+1339202 3y a3ys way3+1244162 3y 13y5 w3y5+ 3369625 yi w3 yaways +
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TTT623y1w3y5w3ys + 4147203y w3yswsys + 570243y x3ysways + 233283y x5y 13Y5 +
1036823y7 23y273ys+1218240 Ty w3ys 13ys+96T68x Ty w3ys 13ys +206496 3y w5y 033 ) h+
(388823 Y Toyaw3ys + 3412823y woysw3ys + 2851223y woys w3ys + 2505625 yiwayaTays +
TTT623y1 T2y x3Ys + 2851225 11 woys w3y3 + 2851203y w3yax3ys + 8208023y x3y5w3Ys +
7603222y x3yew3ys+ 794881y r2ys 13y5+ 1257623y 23y w3y +10368x 3y 23y w3y3 ) h+
(6912233 2oy w3y3+276480 2y woysw3ys+ 1555223y woys w3ys+ 1382423y, woyswsys ) A +
172811y 2oyo3y3hS.
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Capitulo 4

Aspectos Computacionales

Este capitulo tiene como objetivo principal presentar los algoritmos realizados durante
este trabajo y su respectiva documentacién. Cada uno de los algoritmos se desarrollé uti-
lizando el software Maple el cual, consideramos es la herramienta mas adecuada, que

combina la matematica y la programacion.

4.1. Algebra de Weyl

El algoritmo que se presenta en esta seccion, se programé con base en la expresion
(4.1), la cual fue tomada de [4].
El algebra de Weyl se define como:

W = C(z, y)[[Al]/{yz — zy = h).

En esta algebra, se satisface la siguiente relacion

min b
ybxa _ Z (k) ((l)kl’a_kyb_khk (41>

k=0

donde min = min(a,b). Para tal fin, es necesario documentar una a una las funciones
usadas para la obtencién de dicho algoritmo. Comenzaremos documentando la funcion

factdecreciente, presentada a continuacion.
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4.1.1. Funcion factdecreciente

Esta funcion calcula el factorial decreciente dado por la férmula:
n)g=nn—1)...(n—k+1).
= Parametros de entrada: Recibe dos niimeros enteros.

» Funcionalidad: Calcula el factorial del primer nimero entero, luego el segundo

parametro nos indica cuantos términos del factorial calculado, vamos a tomar.

= Valor de retorno: Un entero producto de la multiplicacion de la cantidad de términos

solicitada.

Ejemplo 35. Para calcular (5)4, debemos llamar la funcion de la siguiente forma:
Liamado a la funcion: factdecreciente(5,4);

Resultado: 120.

4.1.2. Funcion Combinatoria

Esta funciéon calcula el nimero combinatorio dado por la férmula

n n!
= ———— vpara k <n,nkeN.
(k) Kl(n— k) PR =
» Pardametros de entrada: Recibe dos niimeros enteros.

s Funcionalidad: Calcula la combinatoria de dos ntimeros.

= Valor de retorno: Un niimero entero producto del calculo combinatorio.

5
Ejemplo 36. Para calcular (3), se debe llamar la funcion de la siguiente manera:
Llamado a la funcion: combinatoria (5, 3);

Resultado: 10.
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4.1.3. Funcién Identity

Esta funcién calcula el producto dado por la expresién (4.1).

» Pardametros de entrada: Recibe dos niimeros enteros.

» Funcionalidad: Calcula el producto estrella de un monomio, usando las funciones

factdecreciente y combinatoria.

s Valor de retorno: Polinomio resultante.

Ejemplo 37. Para calcular y*z?, debemos acceder a la funcion de la siguiente manera:
Liamado a la funcion: Identity (3,2);
Resultado: x3y? + 6x%yh + 6xh?.

4.1.4. Interfaz Grafica de Usuario

A continuacién presentaremos un ejemplo que hace referencia a la interfaz grafica.
Cuando ejecutamos el algoritmo, aparece la siguiente ventana, en la cual digitamos el
exponente de x y y, después presionando el botén “calcule el polinomio” obtenemos el

resultado del producto.

"
producto de un monomio Léj

S

4

x*5Fy 4+20%x 4%y~ 3*h+120%x 3y~ 2*h"2+240
F*x"Z*¥*h"3+120%x*h"4

Figura 4.1: Interfaz de Usuario
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4.2. Coeficientes Normales

Nuestro segundo algoritmo fue programado con el fin de calcular las coordenadas

normales definidas por medio de la expresion (4.2).

min

HXAL —ZN A, )zl =y ltl=k gk (4.2)

donde N(A, k) esta dado por:

ZH |las| = [p=i|)p;, donde p € N*7 1.

pFk =1
4.2.1. Librerias

Para el desarrollo del algoritmo que estamos presentando en esta seccion, se requirié el

uso de tres librerias del software Maple: LinearAlgebra, ListTools, Combinat.

4.2.2. Funcién particiones

Esta funcion calcula las particiones de n en k bloques dadas por la siguiente definicion:

Definicién 38. Sean € N, (ny,ny, -+ ,ng) € N¥ es una particién de n, con tamano k si

N +no+...+nNg=nyny >ng > - > ng.
s Pardmetros de entrada: Recibe dos nimeros enteros.

= Funcionalidad: Esta funcién calcula las particiones del primer pardmetro y el segun-

do pardmetro nos indica el tamano de la lista en la que insertamos cada particion.

= Valor de retorno: Una lista de listas, con nimeros enteros que representan las par-

ticiones de un numero dado.

Ejemplo 39. Si se desea calcular las particiones de 4 en 5 bloques, es necesario acceder

a la funcion de la siguiente forma:
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Llamado a la funcion: particiones(4,5);

Resultado: [[1,1,1,1,0],[2,1,1,0,0],[2,2,0,0,0],[3,1,0,0,0], [4,0,0,0,0]].

4.2.3. Funcion Permutaciones

Esta funcion calcula todas la permutaciones de n en k bloques, la cual esta dada por

la Definicion 40:

Definicién 40. Sea n € N, (ny,ng, -+ ,ny) es una particion de n, con tamano k siny +

No + -+ N =nN.
s Pardmetros de entrada: Recibe dos nimeros enteros.

» Funcionalidad: Esta funcion realiza todas las posibles permutaciones de las parti-
ciones calculadas por la funcién anterior y las almacena en vectores de tamano de

tamano k. Si es necesario, la funcién almacena ceros en algunas posiciones.

= Valor de retorno: Una lista de listas, con nimeros enteros que representan las per-

mutaciones de un numero dado.

Ejemplo 41. Si se desea calcular todas las posibles permutaciones de 2 en bloques de 4,
es mecesario acceder a la funcion de la siguiente manera:

Llamado a la funcion: permutaciones(2,4);

Resultado:
I[1,1,0,0],[1,0,1,0],1,0,0,1],[0,1,1,0],[0,1,0,1],[0,0,1,1],[2,0,0,0],[0, 2,0, 0],
0,0,2,0],[0,0,0,2]].

4.2.4. Funcion Norma

Esta funciéon calcula la norma de un vector dada por la féormula:

n
a €N a=la,- -, a,], definimos |a| = Zai.

i=1
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s Pardmetros de entrada: Recibe un vector de ntimeros.

» Funcionalidad: Esta funcion recorre todo el vector, realizando a su vez, la suma de

sus componentes.

s Valor de retorno: Es un numero entero el cual es resultado de la suma de los ele-

mentos del vector de entrada.

Ejemplo 42. Si se desea calcular la norma del vector [2,3,4,5], es necesario acceder a
la funcion de la siguiente manera.
Llamado a la funcion: norma([2, 3,4, 5]);

Resultado: 14.

4.2.5. Funcién sumi

La funcién que se presenta a continuacion, calcula la norma de un vector dado por la

formulas:

n
a €N a=(ag, a1, ,apn), definimos |a>g| = Zai.
i=k

» Pardmetros de entrada: Recibe un vector de niimeros y un nimero entero.

= Funcionalidad: Esta funcion itera el vector desde la posiciéon que nos da el segundo

pardmetro y desde alli, suma los elementos hasta llegar al final del mismo.

s Valor de retorno: Es un numero entero resultado de la suma de los elementos del

vector de entrada.

Ejemplo 43. Si se desea calcular la norma del vector [4,5,3,6] desde la posicion 2, es
necesario acceder a la funcion de la siguiente manera:

Llamado a la funcién: sumi([4,5,3,6],2);

Resultado: 9.
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4.2.6. Funciéon Combinar

Esta funciéon calcula producto combinatorio de dos vectores dado por la férmula:

a=(ay, - ,an) yb= (b1, bp), (‘Z) _ (le) (Z:)

» Pardmetros de entrada: Recibe dos vectores de niimeros enteros.
» Funcionalidad: Esta funcién realiza el binomio entre cada posicion de los vectores.

= Valor de retorno: Es un nimero entero resultado de la multiplicacién de todos los

binomios correspondientes a cada posicién del vector.

5\ /5
Ejemplo 44. Si se desea calcular (3) (3), es necesario acceder a la funcion de la
siguiente forma:
Llamado a la funcion: combinar([5, 5], [3, 3]);

Resultado: 100.

4.2.7. Funcion P2

En este algoritmo hacemos uso de las coordenadas normales en el algebra de Weyl.
Con la fin de obtener un algoritmo mds general para la expresién (4.1) mencionada ante-

riormente, procedemos a programar la regla del producto para n = 2, dada por y"z"y*x".

» Pardametros de entrada: Recibe cuatro niimeros enteros.

» Funcionalidad: Realiza el producto usando el primer algoritmo y luego multiplica el

polinomio resultante y lo expande a su mayor expresion.

= Valor de retorno: Un polinomio.

Ejemplo 45. Si se desea calcular y*23yz!, es necesario acceder a la funcion de la si-

guiente manera:
Llamado a la funcion: p2(1,3,5,1);
Resultado: x*yS + 152%y°h + 6022y*h? + 60zy>h3.
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4.3. Funcionabilidad

Las siguientes dos funciones menor, ffalling, resuelven problemas computacionales, las
cuales ayudan a la optimizacién del algoritmo y por ende, reducen la complejidad de los

mismos.

4.3.1. Funcion menor

s Pardmetros de entrada: Recibe dos vectores de niimeros enteros.

= Funcionalidad: Compara uno a uno los elementos entre los dos vectores. Si todos
los nimeros del primer vector son mayores uno a uno al segundo vector, entonces

retorna un 0, de lo contrario retorna 1.
= Valor de retorno: Un niimero.

Ejemplo 46. Si se desea saber si el vector [2,3,4] es menor que el vector [1,2,3], es
necesario acceder a la funcion de la siguiente forma:

Llamado a la funcién: menor([2,3,4],[1,2, 3]);

Resultado: 0.

4.3.2. Funcion ffalling
s Pardmetros de entrada: Recibe dos vectores de niimeros enteros.

» Funcionalidad: Realiza la multiplicacion de los factoriales de los dos vectores usando

la funcién factorial decreciente y la funcion sumi.
= Valor de retorno: Un ntimero.

Ejemplo 47. Si se desea calcular el producto de los vectores [1,2,3],[4,5,6], es necesario
acceder a la funcion de la siguiente manera:

Llamado a la funcion: f falling([1,2,3],[4,5,6]);

Resultado: 0.
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4.4. Funcién pmonomio

Esta funcién tiene como fin calcular las coordenadas normales las cuales estan dadas

por la expresién (4.2).

» Pardmetros de entrada: Recibe dos vectores con los exponentes de la variable x; y

y; respectivamente y un numero entero .

» Funcionalidad: Esta funcién realiza el producto estrella de monomios donde i es el

nimero entero que recibe como parametro.

= Valor de retorno: Un polinomio.

Ejemplo 48. Si se desea calcular el producto de y3x*y*x3, es necesario acceder a la

funcion de la siguiente forma: Llamado a la funcidn: pmonomio([2, 3], [3, 3], 2);

Resultado: x5yS + 9xiySh + 18x3ysh? + 6x3y3h3.

4.4.1. Interfaz Grafica de Usuario

A continuacién presentaremos un ejemplo de la interfaz grafica para el usuario. Cuando
ejecutamos el algoritmo aparecera una ventana como la que se muestra a continuacion,
en la cual digitamos los exponentes de las variables x y y. Luego, presionando el boton
“Calcule el producto”, se calcula el polinomio obtenido como resultado del producto de

los monomios correspondientes a los exponentes ingresados.
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producto no conmutativo de manomios tem]

[2.3,1,4]

[5.4,2,8]

X" 10*y " 194+E8*x 9%y " 18*h+1800*x"B*y" 17%h"
2+23880*x"7*y~16*h"3+170520*x"€*7~15*h"4
+655200*x" 5%y~ 14*h"5+1280160*x"4*y" 13 *h"
E+1108800%%x"3*y~12*h"7+302400*%%x"2*y"~11*h

~8
Calcule el producta

Figura 4.2: Interfaz de Usuario

4.5. Funciones simétricas cuanticas

Este algoritmo presenta la regla del producto para m objetos en Sym"(W). Este
resultado esta presente en [4]. Ver Teorema 33 para mas detalles. La regla para el producto

estrella de monomios esta dada por:

(nt)y™ H li[lX]Am _ Z H <;ﬂj> (|(a)sq] — |pj>i|)pg IIIX;A?|_(ki,kj)h|k|. (4.3)

=1 j= o,k,p 1,7
Nuestro algoritmo principal funciona para el caso m = 3 y n = 3 debido a que para el
caso general m = k y n = k, se presentan algunos inconvenientes dado que el algoritmo en
general no presenta una secuencia repetitiva que se conserve. Como una posible soluciéon a
dichos inconvenientes, es realizar una funcion recursiva, la cual requeriria bastante tiem-
po, debido a su complejidad de programacién. Ademas, para la genelizacién de nuestro
algoritmo, son necesarios recursos computacionales avanzados en aspectos fisicos tales

como memoria y procesador los cuales son requeridos para el amplio niimero de procesos.

4.5.1. Librerias

En este algoritmo requerimos el uso de tres librerias de la herramienta Maple:

ArrayTools, LinearAlgebra, ListTools,Combinat.
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Funcionabilidad: Las funciones construir, simplificar, iguales, auxiliar, auxiliarcoef, coin-
variantesquitar, matri, agrupar, eliminar y coeficientes, se programaron con el de facilitar
el célculo de la expresién dada en la Definicién 4.3. Dichas funciones son usadas en la

funcion factorizacion.

4.5.2. Funcion construir

= Parametros de entrada: Recibe una lista de matrices las cuales contienen los expo-

nentes de los 3 monomios y un vector de coeficientes.

» Funcionalidad: Esta funcién construye el monomio resultante con base a los expo-

nentes y coeficientes recibidos como parametro.

= Valor de retorno: Un polinomio.

Ejemplo 49. Si se desea construir el polinomio 2xityi®xSysa5ysd + 2x5yi  adys0xityl?

es necesario llamar la funcion de la siguiente forma:

14 6 5 g8 3 14
Llamado a la funcion: construir , J2,2] |

19 22 15 17 20 19

Resultado: 2x1*y1%2Sy32adys® + 228yt ady20zityl®.

4.5.3. Funcién simplificar

= Parametros de entrada: Recibe una lista de matrices las cuales contienen los expo-

nentes de los 3 monomios y un vector de coeficientes.

= Funcionalidad: Esta funciéon construye el polinomio usando la funcién construir,
pero previamente eliminando las matrices que tienen entradas en 0 y por ende

suprimiendo el polinomio compuesto por dichas entradas.

= Valor de retorno: El polinomio construido sin los polinomios nulos.
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Ejemplo 50. Si se desea simplificar el polinomio 2x1*y;°xSys>x5ys® + 228y) Tadys0xityl?

es necesario acceder a la funcion de la siguiente manera.

_ _ . 14 6 5 8 3 14 000
Llamado a la funcién: simplificar , , [2,2] |
19 22 15 17 20 19 00O

Resultado: 2xi4y%9$2y2 m3y3 + 2%y $2?J§Ox§4ylg

4.5.4. Funcién iguales

» Parametros de entrada: Recibe dos matrices del mismo tamano y dos nimeros en-

teros.

= Funcionalidad: Compara posicién a posiciéon las dos matrices para identificar si son

iguales.

= Valor de retorno: retorna 1 si las dos matrices son iguales y 0 si son diferentes.

14 6 5 6 5 14
Ejemplo 51. Llamado a la funcion: iguales , ;3,3 |
19 22 15 17 20 19

Resultado: 0.

4.5.5. Funcion auxiliarcoef

= Parametros de entrada: Recibe una matriz, una lista de matrices, tres nimeros

enteros y un vector de ntimeros.

» Funcionalidad: Esta funcién revisa si alguna matriz esta dentro de los coinvariantes

de otra y si lo estd, suma sus coeficientes.
= Valor de retorno: Un vector de enteros en los cuales incluye la suma de coeficientes.

Ejemplo 52. Llamado a la funcion:

14 6 5 14 6 5 6 5 14 14 6 5
auziliarcoef , , , ,1,3,3,[1,1,3] | ;
19 22 15 19 22 15 22 15 19 19 22 15

Resultado: [4,1].
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4.5.6. Funcioén auxiliar

= Parametros de entrada: Recibe una matriz, una lista de matrices, tres ntimeros

enteros.

= Funcionalidad: Esta funcién revisa si alguna matriz de la lista es coinvariante de la
matriz recibida por parametro. Si existe, entonces deja solamente un representante

de esta clase.

s Valor de retorno: Un lista de matrices sin los coinvariantes de la matriz recibida

como parametro.

Ejemplo 53. Llamado a la funcion:

55 5 6 4 2 3 5 14 55 5
auziliar , , , ,1,3,3,[1,2,1] | ;
3 3 15 4 2 3 4 4 19 3 3 15
6 4 2 3 5 14 55 5

Resultado: , ,
4 2 3 4 4 19 3 3 15

4.5.7. Funcién coinvariantesquitar

» Parametros de entrada: Recibe una lista de matrices, una lista de coeficientes y de

numeros enteros.

= Funcionalidad: Esta funcion usando las funciones auxiliarcoef y auxiliar elimina

todos los coinvariantes que existen en la lista de matrices que llega como parametro.

» Valor de retorno: Usando la funcién construir y simplificar retorna un polinomio

resultante de las eliminaciones de los coinvariantes.

Ejemplo 54. Llamado a la funcion: coinvariantesquitar
14 6 5 6 5 14 1 11 3 14 6 5

) ) Y 7[1727476]7373 ;
19 22 15 22 15 19 13 23 20 19 22 15
Resultado: x14y,°v5y5°w3y;” + 228y a5y, w3tys” + 4oty sy o3y’ +

14, 19
621"y, xQ?/z 35393 .
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4.5.8. Funcién matri

s Pardmetros de entrada: Recibe una lista de listas.
s Funcionalidad: Convierte cada sublista en una matriz.

s Valor de retorno: Un lista de matrices.

Ejemplo 55. Llamado a la funcion: matri([4, 5,4, 3,8,9]);
4 4 8
5 3 9

Resultado:

4.5.9. Funcién agrupar

» Parametros de entrada: Recibe un nimero, y una lista de listas de enteros.

» Funcionalidad: Si dentro de la lista se presenta que las listas tengan el tamano de la
misma, menos una posicion en 0 y una posicion diferente de 0, entonces la funciéon

agrupa todas las listas sin 0’s.

s Valor de retorno: Una lista de listas.

Ejemplo 56. Llamado a la funcion:

agrupar
(6,[1,0,0,0,0,0],]0,1,0,0,0,0],0,0,1,0,0,0], 0,0,0,1,0,0], [0,0,0,0, 1,0], [0,0,0,0,0, 1]]);
1 11
Resultado:
1 1 1

4.5.10. Funcion eliminar

= Parametros de entrada: Recibe una lista de polinomios.
» Funcionalidad: Crea una matriz con los exponentes de cada polinomio.

s Valor de retorno: Una lista de matrices.
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Ejemplo 57. Llamado a la funcion:

eliminar([SOx%‘ly%g%yz x3y3 795%91 x2y%7x:130y§3,93x1y1 $2y2 $312y§7])3

14 4 6 6 8 10 6 6 12

Resultado: , ,
19 20 16 15 17 23 16 22 17

4.5.11. Funcion coeficientes

= Parametros de entrada: Recibe una lista de polinomios.

» Funcionalidad: Recorre la lista que recibe y va sacando los coeficientes de cada

monomio y lo almacena en una lista.

» Valor de retorno: Una lista de listas de coeficientes.

Ejemplo 58. Liamado a la funcién: Coeficientes([xSytxsys + xdyixdys + wdyiadys+
T1Y1T3Y3, 15atyiasys + datyiadys + daiyiadys + 9riyiaoys + 22ty wiye+
6aiyie3ys));

Resultado: [[1,1,1,1],[15,4,4,9,2,6]].
4.5.12. Funcion factorizacion

El objetivo de esta funcién es agrupar los terminos semejantes de una expresion con

respecto a h y eliminar los coinvariantes de los términos semejantes.

= Pardmetros de entrada: Recibe un polinomio y dos niimeros enteros.

» Funcionalidad: Realiza la factorizacion de A del polinomio recibido, usando las fun-

ciones eliminar y coinvariantesquitar para asi obtener un polinomio sin coinvariantes.

= Valor de retorno: Un polinomio.

Ejemplo 59. Llamado a la funcion:

factorizacion(216x3y; r3ysxiys + 64823yt wsysriysih + 21623y xsys v3ysh® + 6483y 1% x3ysh
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3ys+1944x3y3adya iy h2+648x3yS vyl wsysh3+216x 13y 13 woyswiys h2+648x3yS woysxaya B3+
21623y woysasysh® + 64823y 12 a3ysaiysh, 3, 3).

Resultado: 432z3y3xdysxdys + 216x3ysrdysraysh + 1944x3yd x3ysaiy2h+
2162312 1912 x33y33h + 64823y r2yswsysh? + 6483y woyeriyih®+

2162312 2oy 3y3h3.

4.5.13. Funciéon pmonomio

En esta funcién se hace referencia al algoritmo “Coeficientes normales”, debido a que
dentro de la solucién del tercer algoritmo, es 1til por optimizacién y reutilizacién de

codigo.

» Parametros de entrada: Recibe dos vectores con los exponentes de la variable x; y

y; respectivamente y un numero entero .

» Funcionalidad: Esta funcién calcula el producto estrella de monomios donde 7 es el

nimero entero que recibe como parametro.

= Valor de retorno: Un polinomio.

Ejemplo 60. Liamado a la funcion: pmonomio([2,3,4],[4,5, 6], 3)
Resultado: x3y3° + 48x5yiih + 8522 1yi3h? + 7080x5ys2h3 + 28800x3ys ht+
54720x3y3 h° + 4176023y3h° + 8640x3ySh'.

4.6. Funcionabilidad

Las funciones sacar, sacar2, sacar3d son utilizadas para resolver un problema computa-
cional, el cudl consiste en convertir los parametros recibidos por el usuario, a un lenguaje

algoritmico.
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4.6.1. Funcion sacar
= Parametros de entrada: Dos ntimeros enteros y tres matrices.
» Funcionalidad: Construye un vector con los exponentes de x1 y ;.
= Valor de retorno: Una lista de dos posiciones.

1 2 3 1 3 5

Ejemplo 61. Llamado a la funcion: sacar| 3,2, ,
5 6 7 9 10 5

Resultado: [[1,1, 3], 5,9, 1]].

4.6.2. Funcion sacar2

= Parametros de entrada: Dos ntimeros enteros y tres matrices.
» Funcionalidad: Construye un vector con los exponentes de zs y 4.

= Valor de retorno: Una lista de dos posiciones.

1 2 3 1 3 5

Ejemplo 62. Llamado a la funcion: sacar2| 3,2, ,
5 6 7 9 10 5

Resultado: [[2, 3, 1], 6, 10, 6]].

4.6.3. Funcion sacar3

= Parametros de entrada: Dos ntimeros enteros y tres matrices.
» Funcionalidad: Construye un vector con los exponentes de x3 y ys.

= Valor de retorno: Una lista de dos posiciones.

1 2 3 1 3 5

Ejemplo 63. Liamado a la funcion: sacar3| 3,2, ,
56 7 9 10 5

Resultado: [[3,5,6],[7,5,7]].
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4.6.4. Funcion coinvariantes

Dado (n!)™! H ( Xf”), este algoritmo calcula HX jA ¥ explicado en la Defini-
j=1

i=1

cion 28.
Por ejemplo:

3,456 _ (.3,4,5,6 .3 4.5 6 .5 6.3 4
YY1 T3Ys = {XTY1TY5, TIYTTYs, TTYTT5Ys -
» Parametros de entrada: Una matriz y dos niimeros enteros.

= Funcionalidad: Calcula los coinvariantes, realizando las diferentes permutaciones por

filas.

s Valor de retorno: Una lista de matrices.

Ejemplo 64. Si se desea calcular los coinviantes de x3yjxsyStiys, es necesario acceder

a la funcion del la siguiente forma.
3 5 3

Llamado a la funcion: coinvariantes ,3,3

4 8 6

Resultado:

3 5 3 3 3 95 5 3 3 3 3 5| |5 3 3 35 3

I

4 86| |46 8| |8 46| |6438|[86 4] |63 4

4.6.5. Funcion main
Este algoritmo produce la expresién (4.3), para m = n = 3.
= Parametros de entrada: Dos ntimeros enteros y una lista de matrices.

» Funcionalidad: Usando las funciones anteriores realiza la multiplicacion entre todos

los coinvariantes de cada posicién de la lista de matrices.

= Valor de retorno: El polinomio resultante de todas la operaciones.
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1 11 1 11 1 11

Ejemplo 65. Liamado a la funcion: main , ,
111 111 1 11

Resultado:2x3yix3yseiys + 33yt adysesysh + 27xtyiasysa3ys ht

1823y x3ysesysh® 4+ 27atyi wdysa3ysh® + 3ulydroyswsysh®+.
27x%yf:c§y§x3y3h3 + 9x%yfxzy2x3y37i4 + $1y1$€2y25€3y355
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Conclusiones

Una vez finalizado este trabajo de tesis, obtuvimos las siguientes conclusiones:

= Dentro de los resultados esperados se pudieron realizar ejemplos para m =3y n =
2,3,4,5. Para ello, fue necesario programar las férmulas ”Algebra de Weyl”, (4.1)
y las ”Coordenadas Normales”, (4.2). De acuerdo a lo anteriormente mencionado,
los algoritmos programados fueron base para la programacion de las ”Funciones

Simétricas Cudnticas”, (4.5).

= Es preciso realizar algunas mejoras al cédigo de programaciéon para lograr que los
algoritmos obtenidos sean mas eficientes, todo con el fin de aprovechar al méaximo

recursos disponibles como funciones ya implementadas por el software Maple.

= Debido a la cantidad de cuentas involucradas en el tercer algoritmo, para el caso
general, los ejemplos logrados se vieron un poco restringidos. Para poder lograr
ejemplos mas complejos, es necesario contar con recursos fisicos mas amplios como

computadores con mas velocidad y capacidad de procesamiento.
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