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Resumen

En esta monografia, son presentados los resultados de una recopilaciéon bibliografica, puntual-
mente el analisis y estudio de [Lieb and Loss, 1997] y [Kesavan, 1989]. Se trabajan calculos y
demostraciones que los autores omiten en cada texto y algunos ejercicios que son utilizados
en el desarrollo de los temas, asi como ejemplos y contraejemplos que ayudan a analizar
mejor los resultados encontrados en estos. El Capitulo 1, esta dedicado a los capitulos 1 y
2 de |Lieb and Loss, 1997 y en algunas secciones en especifico. En éste, se aborda la teoria
de la medida y propiedades de los espacios LP. En el Capitulo 2 se analizan los capitulos 1
y 2 de |[Kesavan, 1989, alli se trabajo la teoria de distribuciones y una introducciéon a los
espacios de Sobolev de orden entero.

Palabras clave: Espacio de Medida, Espacio LP, Funcién de Prueba, Distribuciéon, Es-

pacios de Sobolev, Dominio de Extension.

Abstract

In this monograph, results of a bibliographic compilation are presented, punctually the analy-
sis and research about [Lieb and Loss, 1997] and [Kesavan, 1989] . Calculations and demons-
trations which the author omits in each text, are given and some exercises which are used, as
well as examples and counterexamples that help to analyze better the results found in these
ones. Chapter 1 is devoted to chapters 1 and 2 of [Lieb and Loss, 1997] and some specific
sections. In this one, measure theory and properties of L? spaces is addressed. In chapter 2,
chapters 1 and 2 of [Kesavan, 1989] are analyzed, here, the theory of distributions is treated
and an introduction to Sobolev spaces of integer order.

Keywords: Measure Space, LP Space, Test Function, Distribution, Sobolev Space, Ex-
tension Domain
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Introduccion

Con el desarrollo formal de la teoria de la medida hecho por Lebesgudl] y Borel] princi-
palmente, se abrié un nuevo campo de estudio en matematicas con una clase de espacios
de funciones que han jugado un papel muy importante en Anélisis Funcional y EDPs: los
espacios LP. Estos espacios cuentan con propiedades tan ricas que han permitido a los mate-
maticos plantear nuevas estructuras de espacios de funciones ttiles en el estudio de las EDPs
y que han generado un gran nimero de preguntas, algunas de ellas abiertas todavia.

Otra gran “joya” descubierta (tal como se refiere mi tutor), es la teoria de distribuciones
desarrollada por Schwartzﬂ Y es que la importancia de esta teoria es de alto impacto en el
estudio de EDPs, que Luz de Teresaﬁ se refiere a ésta como “la indiferencia ante lo indiferen-
ciable”. Gran problema que hasta ese momento aquejaba a los matematicos: las funciones
que no son “buenas” (suaves). Posteriormente, un nuevo camino se abrié en el anéalisis de
soluciones de EDPs y fue el trabajo realizado por Sobolevﬂ Los espacios de Sobolev estruc-
turan una clase ain mas poderosa de funciones que los espacios LP y que dan condiciones
para que en ellos, una EDP posea una solucién suave en el sentido de las distribuciones.

Asi pues, es el interés de analizar estas ramas contemporaneas de las matemaéticas, com-

prender sus propiedades y el alcance que pueden tener en el estudio de soluciones. Este
trabajo presenta un primer acercamiento a dichas teorias y una motivacion personal para el
autor, en iniciar una verdadera formacién como matemaético con miras a contribuir con una
parte en el estudio de EDPs.
En las siguientes paginas se presentan los resultados del trabajo realizado en la recopilaciéon
bibliografica, puntualmente el anéalisis y estudio de [Lieb and Loss, 1997] ,|[Kesavan, 1989
y |Di Nezza et al., 2012]. Se trabajan calculos y demostraciones que los autores omiten y
algunos ejercicios que son utilizados en el desarrollo de los temas, asi como contraejemplos
y ejemplos que ayudan a analizar mejor los resultados encontrados en dichos textos.

El capitulo 1 esta dedicado a los capitulos 1y 2 de [Lieb and Loss, 1997] y algunas seccio-
nes en especifico. En este se aborda la teoria de la medida y propiedades de los espacios LP.
En el capitulo 2, se analizan los capitulos 1 y 2 de [Kesavan, 1989], alli se aborda la teoria de

'Henri Léon Lebesgue (Francia; Junio 28, 1875 - Julio 26, 1941)

2Félix Edouard Justin Emile Borel (Francia; Enero 7,1871 - Febrero 3, 1956)
3Laurent-Moise Schwartz (Francia; Marzo 5,1915 - Julio 4, 2002)

v youtube.com/watch?v=zTKo3TdnVcs&t=2218s

5Sergei Lvovich Sobolev (Rusia: Octubre 6, 1908 Enero 3, 1989)


www.youtube.com/watch?v=zTKo3TdnVcs&t=2218s
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distribuciones y una introduccién a los espacios de Sobolev de orden entero. Finalmente en el
capitulo 3, se realiza un breve anélisis de las propiedades bésicas de los espacios de Sobolev
Fraccionarios. Esto permitira a futuros lectores comprender de manera rapida y efectiva los
temas alli tratados.

Algo para tener en cuenta es que aunque no se presentan resultados nuevos, las demos-
traciones hechas aqui son originales del autor de este trabajo con orientacion del tutor.



Capitulo 1

Teoria de la Medida y Espacios LP

Este capitulo esta dedicado al anélisis de los capitulos 1 y 2 de [Lieb and Loss, 1997]
principalmente al estudio de la definicién de espacios medibles, la integraciéon en dichos
espacios y también el estudio de los espacios LP. Aqui se realizan calculos y se solucionan
algunos ejercicios que los autores proponen para comprender sus propiedades.

1.1. Propiedad de la seccién

Definiciéon 1.1. Una coleccion de subconjuntos, 3, de un conjunto €2, es llamada una o-
dlgebra si se cumple lo siguiente:

1. Si A e X, entonces A° € X.

2. 8i Ay, Ay, ... es una familia contable de conjuntos en %, entonces su union, U2, A;,
también pertenece a X.

3. Qe

Definiciéon 1.2. Un espacio medible estd compuesto por un conjunto €2 y una o-dlgebra,
y se denotard por (€2,3).

En esta seccion, se introduce una “propiedad” del producto de o-élgebras que seréd fun-

damental en la prueba del Teorema de Fubini, por eso es importante comprender dicha
propiedad.
Sean (£21,%;) y (£, X2) espacios medibles y sea ¥ = ¥; X 3. Si consideramos un conjunto
A en ¥, definimos el conjunto A;(xs) := {z1 € O : (x1,22) € A}. Decimos que ¥ tiene la
propiedad de la seccion si el conjunto A;(x2) pertenece a ¥; para cada eleccion de xs.
Una propiedad analoga se tiene intercambiando 1 y 2. Intuitivamente, una seccién se puede
observar como
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Ay (x2)

1.2. Teorema de la Clase Mon6tona

Iniciaremos esta seccion definiendo dos colecciones de conjuntos que, junto con la coleccion
o-algebra, son fundamentales en el desarrollo de la teoria de la medida.

Definicion 1.3. Una clase mondtona es una coleccion de conjuntos con las propiedades:

1. Si una sucesion creciente de conjuntos pertenece a la coleccion entonces también per-
tenece su union.

2. Si una sucesion decreciente de conjuntos pertenece a la coleccion entonces también
pertenece su interseccion.

Definicion 1.4. Una coleccion de conjuntos A, se dice un dlgebra de conjuntos si para
cada A y B en A, las diferencias A ~ B, B~ A y la union AU B estdn en A.

Teorema 1.5 (Clase Mondtona). Sea Q un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de 2,
tal que Q y O estdn en A. Eziste una clase mondtona S que es la mds pequena que contiene
a A. Esta clase, S, es también la o-dlgebra mds pequena que contiene a A.

Proposicion 1.6. Sea Q un conjunto y sea A un dlgebra de subconjuntos de €. S defi-
nida como la interseccion de todas las clases mondtonas que contienen a A, es una clase

mondotona.

Demostracion. Sea S = (,c; S;, para I un conjunto de indices, arbitrario, donde cada S; es
una clase mono6tona que contiene a A. Sea A; € S con i € [ tal que A1 C Ay C ... Ya que
A; pertenece a todas las clases mondtonas que contienen a A entonces | J A; € S; para todo
i € I por lo que |JA; € S . Analogamente se prueba que la interseccion de una sucesion
decreciente de conjuntos, esta en S.

En conclusion, la interseccion de clases monotonas es de nuevo una clase monotona. O]
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1.3. Teorema (Unicidad de medidas)

Teorema 1.7. [Lieb and Loss, 1997, Teorema 1.4] Sea 2 un conjunto, A un dlgebra de
subconjuntos de ) y ¥ la o-dlgebra mds pequenia que contiene a A. Sea p; una medida o-
finita en el sentido mds fuerte, que existe una sucesion de conjuntos {A;} € A con cada A;
con medida iy finita, tal que UL, A; = 2. Si uy es una medida que coincide con py sobre A,
entonces |1y = fio sobre 3.

Definicion 1.8. Sea (2,3, 1) un espacio de medida. Entonces p cumple las siguientes pro-
piedades:

1. u(A) < u(B) si AC B, con A,B € ¥.

2. lm p(A;) = pu(U A;) si Ay C As..., con A; € X. Propiedad de continuidad infe-
TLOT.

3. Hm p(A;) = p(() Ai) st Ay D As..., con A; € ¥ y tal que u(A,) < oo. Propiedad de
J—= i=1
continuidad superior.

Una de las condiciones importantes que se debe cumplir para demostrar el Teorema [1.7]
es la siguiente.

Proposicién 1.9. Bajo las condiciones del Teorema[1.7] y asumiendo que py es una medida
finita, la coleccion M = {A € ¥: u1(A) = pa(A)} es una clase mondtona.

Demostracion. Sea A; C Ay C ... una sucesion creciente de conjuntos en M entonces cada
A; € ¥ por lo que |J; A; € ¥y ademas pu1(A;) = p2(A;). Aplicando limite a ambos lados
obtenemos 1 (J; A;) = p2(lU; Ai) esto por propiedad de continuidad inferior de la medida.
De manera similar se puede probar que (), 4; € M usando la propiedad de continuidad
superior, ya que p; es finita. Por lo tanto M es una clase monétona. O

Observacion 1.10. En la demostracion del Teorema se plantea lo siguiente: Sin pérdida
de generalidad, podemos tomar la sucesion de conjuntos en A disjuntos, en el enunciado de
la Proposicion ;Por qué?
Respuesta: Sea {A;} una sucesion de conjuntos en A. Sea {B} la sucesion de conjuntos
definida por

By = A

- (U]

con k > 2. Por definicién de algebra de conjuntos (Definicion [1.4)), By esta en A. Ademas,

Un-Ua
k=1 =1

y claramente By, N By, = () para ky # ko.
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1.4. Definicién de funciones medibles e integrales

En esta seccion se enuncian las propiedades de las funciones medibles: linealidad, producto,
composicion, funcion valor absoluto, maximo y minimo entre dos funciones medibles; asi
como propiedades para sucesiones de funciones medibles: limite inferior, limite superior y en
general el limite.

Definicion 1.11. Supongamos que f : ) — R es una funcion sobre (2. Dada una o-dlgebra
Y sobre ), decimos que [ es una funcion medible (con respecto a ) si para cada t € R, el
conjunto

Spt) = {z € Q: fz) >t} (1.1)

pertenece a X2, es decir, es medible. Una funcion f : ) — C es medible si las funciones reales

Re(f) y Im(f) son medibles.

Observacion 1.12. En (1.1)), en vez del signo >, se puede tomar <, < o > y todas las
definiciones son equivalentes.

Ejercicio 1.13. Sea Q2 C R. Pruebe que para cualquier conjunto de Borel, A C R y cualquier
o-dlgebra 3 sobre Q) el conjunto {x € Q : f(x) € A} es ¥N-medible cuando la funcion
[:Q = R es medible (definicion[1.11).

Solucion. Sea A la coleccion de los A C R, Borel-medibles, tales que f~1(A) € X.
i) Claramente () y R estan en A.
ii) Dado que f es ¥-medible, (t,00) € A para todo t € R.

iii) Sea A € A, es decir, f71(A) € X, entonces f~1(A°) = [f~1(A)]° € X, pues X es
o-algebra. Esto implica que A° € A.

iv) Sea A; € A,i € N, entonces f~H(UA;) = Uf1(A;) € I, lo que implica que UA; € A.

Por lo tanto A es una o-algebra que contiene todos los intervalos de la forma (¢, 00). Ade-
mas, la o-dlgebra de Borel B(R) es la més pequena de las o-algebras que contiene estos

subconjuntos. Asi B(R) C Ay como A C B(R), entonces podemos concluir que el conjunto
YA ={z€Q: f(z) € A} es T-medible.

Ejercicio 1.14. Sea ¢ : C — C una funcion Borel medible y sea f una funcion medible de
valor complejo. Probar que ¢ o f es medible.

Solucion. Sea ¢(z) = ¢1(z) + iga(z), donde ¢ = Re(d) v ¢p2 = Im(¢). Entonces se debe ver
que ¢; o f es medible para j = 1,2. Como ¢; es Borel medible para j = 1,2, el conjunto
A= c;Sj_l(t, o0) es Borel medible para j = 1,2 y para todo ¢t € R. Dado que f es ¥-medible,
por el ejercicio anterior f~!(A;) € 3. Por lo tanto (¢; o f)7!(t,00) = f71(A;) € .
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Proposicion 1.15. Si f y g son funciones medibles de valor complejo y A,y son dos nimeros

complejos distintos de cero, entonces las siquientes funciones son medibles:

(a) Af(z) +~g(x)

(b) f(x)g(x)

(c) |f(z)]

(d) max{f(z),g(x)} y min{f(z), g(x)}

Demostracion. De la Definiciéon [1.11, podemos suponer que f : & - R, g : @ - Ry
v, A € R.

(a)

En primer lugar, debido a que S\¢(t) = S¢(5) y gracias a la Observacion , podemos
afirmar que \f es medible. Para probar que f + ¢ es medible usaremos el hecho de que
el conjunto S¢(t) es medible para todo ¢t € R si, y solo si, es medible para todo ¢t € Q.
La implicacion se tiene de forma trivial. Para el reciproco, usamos la densidad de Q en
R. Sea t € R, entonces

{z: f(z) >t} = U{x  f(z) > r}. (1.2)

reQ
r<t

Note que el lado derecho de ((1.2)), es una unioén contable de conjuntos medibles, que es
de nuevo medible. Ahora, bajo esta premisa, podemos escribir el conjunto Sy4,4(t) como

Stigr) ={z: f(z)+g(x) >r} = U({x s f(x) >bopn{x:g(x) >r—>b}). (1.3

beQ

De nuevo, el lado derecho en (1.3)) es un conjunto medible, pues {z : f(z) > b} N {z :
g(x) > r — b} es medible. Por lo tanto f + g es medible.

Primero se prueba que f? es medible y de fg = 1((f + g)* — f* — ¢°) se sigue que fg es
medible. Sea f una funcién medible, es facil ver que Syz(t) = S;(vt) U Sp(—+/t) cuando
t > 0. Dado que S;(v/t) y S¢(v/t) son medibles, entonces su unién es medible. Si ¢ es
negativo, Sy2(t) = 2 y por tanto medible.

Dado que |- | : C — R es una funcion continua, es por lo tanto Borel medible. Por el
Ejercicio [1.14} la funcion |f| es medible siempre que f es medible.

Se tiene de forma inmediata de las formulas méx{f, g} = 2(f+g+|f —g|), min{f, g} =
s(f+g—1f —gl) yde (a) y (c).
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Proposicion 1.16. Si f1, f2, ... es una sucesion de funciones medibles entonces limsup;_, ., f;
y liminf; . f; son medibles. Concluya que si una sucesion f;(x) posee un limite f(x) para
p-a.e. x, entonces f es una funcion medible.

Demostracion. Sea f1, fa,... una sucesion de funciones medibles. Note que

o s sup(ful@) > 1} = (W s fule) > 1)
k
de aqui que sup(fx) es medible y se puede verificar lo mismo para inf(f;). Por definicion,

lim sup(fy) = %I;fl (SUp(fk)) )

k—o0 = k>n

h’lgglf(fk) = sup (gﬁ(ﬁ))

n>1

de donde lim sup y lim inf son medibles. Claramente si lim f; existe p-a.e. entonces
lim f;, = limsup fr = liminf fy.
O

Definicion 1.17. Se define el soporte de una funcion continua f : 2 C R" — C, denotado
por supp{ [}, como la clausura del conjunto de puntos x € Q2 para los cuales f(x) es distinto
de cero, es decir,

supp{/f} :={z € Q: f(z) # 0}.

Definicion 1.18. La o-dlgebra de Borel, B, es la o-dlgebra generada por los conjuntos abier-
tos de R™, es decir, es la o-dlgebra mds pequena que contiene a la coleccion de conjuntos
abiertos de R™.

Definicion 1.19. Considerar la coleccion C de conjuntos abiertos en R™ (Borel medibles),
w, con la propiedad que f(x) = 0 para a.e. * € w y sea w* la union de todos los w en C.
Note que C y w* pueden ser vacios. Se define el soporte esencial de una funcion f(Borel
medible), ess supp(f), como el complemento de w*.

Proposicion 1.20. Si L es la medida de Lebesque ([Jones, 2001, Capitulo 2, secciones A y
BJ) y f es continua, entonces ess supp(f) = supp(f).

La demostracion se deja como ejercicio para el lector.

Definicion 1.21. Un espacio de medida es una tripleta (2,3, 1), donde ) es un conjunto,
Y es una o-dlgebra de subconjuntos de ) y pu es una medida sobre 3.
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Definicion 1.22. Sea (2,3, ) un espacio de medida. Si f : Q@ — R es una funcion medible,
se define la funcion Fy como

Fy(t) == u(S¢(t))-

De la definicion, Fy : RT — RT es mondtona no creciente y por lo tanto la integral de

Riemann de tal funcion estd bien definida. Esta integral define la integral de f sobre 2, es

decir,

/Qf(x),u(d:l:) = /000 Fy(t)dt. (1.4)

Ademds, una funcion f se dice integrable si la integral en (1.4) es finita.

Ejercicio 1.23. Verificar la linealidad de la integral definida en (1.4) completando los si-
guientes pasos. En lo que sigue f y g son funciones integrables no negativas. Como se indica
en [Lieb and Loss, 1997] esto se verifica en varios pasos. Explicitaremos el primero y el

tercero, el sequndo queda como ejercicio para el lector.

(a)

(b)

(c)

Mostraremos que f + g es integrable. En efecto, por un simple argumento [(f + ¢g) <
20/ f+ [ 9.

Solucion. De la desigualdad

(f+9) <2max{f, g}

se obtiene
[+ gdu< [2mix(f ghdn =2 [ mix(.ghan

Donde la igualdad se obtiene de la homogeneidad de la integral de Riemann. Ahora,

Q/szix{f,g}dx =2 (/A f(x)dx + /Bg(:r)da:) ,
donde

A={r e Q:méx{f(z),g(x)} = f(2)} y B ={z € Q:méx{f(x),g(x)} = g(x)} y asi
Ju+awain<e( [ s+ [o@an). (15)
Por lo tanto, el lado izquierdo de la desigualdad es finito cuando el lado derecho

lo es, como f y ¢ son integrables entonces f + g es integrable.

Para cualquier entero NN, encuentre dos funciones fy y gy que toman muchos pero

finitos valores, tal que | [ f—fx| < 1/N,| [ g—f+gn| <1/Ny | [(f+9)—(fn+gn)| <
1/N.

Muestre que para fy y gy como en (b), se cumple que [(fx +gn) = [ v+ [ gn.
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Solucion. Se define la integral de una funcion simple como sigue (|Jones, 2001]),

/Q f@)nlde) = 3" an(A)

Sean fy = > ;L aixa, ¥ gv = Y_j-, BjXp;, entonces se cumple que

(@) +gn(z) =D ) (i + Bi)xans, (@)

=1 j=1

entonces,

/fN+gN—ZZ a; + B;) (A N By)

11]1

= Z Z a;u(A; N B;) + Z Z Bin(A; N By)

i=1 j=1 i=1 j=1

=5 "> (AN B+ 35 u(A N By)
P j=1 =1

= ap(A) + D Bin(B))
i=1 Jj=1

:/M+/w.

(d) Ahora use (b) y (c) para probar la linealidad de la integral.

Solucion. Dado que (b) y (¢) se cumplen, se tiene que

[ o Jo=| e [ foene [ [
:‘/f+g_/ﬁwﬂm+/}N+/ﬁN_/f_/4
oo fscenl = f el fo- fo

< —.
- N

IA

Haciendo N suficientemente grande la igualdad se tiene.

Observacion 1.24. Supongamos que f1, fo,... es una sucesion creciente de funciones inte-
grables en (€, X, 1), es decir, para cada j, fi+1(z) > f;(z) a.e. € Q.Dado que la unién
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contable de conjuntos de medida cero tiene medida cero, se sigue que la sucesion de niimeros
fi(z), fao(z), ... es no decreciente a.e. Esta monotonicidad nos lleva a definir

flz) = ll}m fja.e.

y podemos definir f(x) := 0 para los x en los cuales el anterior limite no existe. Es claro que
este limite puede ser oo pero estd bien definido a.e. Ademas, los nimeros [; := fQ fidp son
también no decrecientes y podemos definir

I := lim I;.

]—)OO

Teorema 1.25 (Teorema de convergencia mondtona). Sea fi, fa, ... una sucesion creciente
de funciones integrables sobre un espacio de medida (Q,%, ). Sea f(x) := lm f;(z) para
J—00

a.e.x € (). Entonces f es medible y, ademds, lim fQ fidu es finito si, y solo si, f es integrable,
j—o0
en cuyo caso lim fQ fidp = fQ fdu. En otras palabras,
Jj—o0o

i [ S = [ lim fidn. (1.6)

J—00

con la suposicion que el lado derecho en (1.6) es 0o si f no es integrable.

1.5. Lema de Fatou

Lema 1.26. Sea f1, fa, ... una sucesion de funciones integrables y no-negativas sobre (2,3, ).
Entonces f(x) := lm f;(x) es medible y
j—00

fimint [ fan(dn) > [ fap(da

En esta seccion se resalta la importancia de no-negatividad de la sucesion de funciones
para el Lema [1.26]

Observacion 1.27. Sin la condicién de no-negatividad, el Lema de Fatou no se cumple.
Sean 1 =R, ¥ = B, i = £(Medida de Lebesgue) y fi(z) = —1x[o(2). Por un lado,

liminf fy(z) =0,
k—o0
de donde,

/hmlnffk( )= /Odﬁzo.
R k—oo R

1 —1
_—— = — e —1
/R P Xomdl = ——Fk ;

/llmlnff (x d£>11m1nf/fk L,
R

k—o0

Por otro lado

entonces

contradiciendo asi el lema.
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1.6. Medida Producto

Teorema 1.28. Sean (21,1, p1) y (2, Xo, p2) dos espacios de medida sigma-finitos. Sea A
un congunto medible en ¥y X ¥o. Para cada x4 € Qy se define la funcion f(xs) = puy(Ai(xg))
y, para cada 1 € 4, la funcion g(x1) := pe(As(x1). Entonces se cumple que:

(a) [ es 3a-medible, g es Yiq-medible y,

(b)
(i % o) (A) o= [ Flao)paldas) = / g ) (day).

Qo
Demostracion. Sea M C ¥ el conjunto de los A € ¥ tales que f y ¢, definidos como
en el enunciado del teorema, son medibles (¥9-medible y ¥;-medible respectivamente). Si
A= A" x A% con A' C Q; y A% C Q entonces [] sus secciones, definidas en la Seccion [1.1]

estan dadas por
Al xy € A%
Al (1'2) = 2 9
@, i) ¢ A

AQ, T € Al,
Adlmn) = {(7) z ¢ Al
’ 1 .

y por lo tanto g(w1) = pa(Az(21)) = xat(21)p2(A?) ¥ f(22) = pa(Ai(22)) = X a2 (v2)p1 (A1)
Como gy es medible y ps(A?) < 0o y pi(A') < oo, entonces f y g son medibles, por lo
tanto A pertenece a M, es decir, M contiene todos los rectangulos.

Ahora considerar A como unién finita de rectangulos, es decir, A = |_|;l:1 Al con AV = BJ x
C7. Aqui, tomar unién disjunta, pues cualquier union finita de rectangulos puede expresarse
como uniéon disjunta de rectangulos de nuevo finita. Entonces,

po(As (1)) Z,LLQ Zﬁbz XBJ (1)

y por el argumento anterior g es medible y analogamente f también lo es, por lo que A
estd en M. Ver ahora que M es un clase mondtona, para ello se debe probar que si {A"}
es una sucesion creciente en M tal que A" 7 A, en el sentido que que A = UA™ y A! C
A% C ..., entonces g(z1) = p2(A%(z1)) es una funcion medible. De forma similar si A™ N\ A.
Probaremos ahora que M es una clase monoétona. Sea A™, una sucesion creciente de conjuntos
en M. Definimos .
A=A
j=1

6Aqui vy para el resto de la prueba, indexamos los conjuntos en la parte superior para posteriormente,

poder denotar sus secciones. No se debe confundir con potencias.
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Con abuso de la notacion, usaremos A™ 7 A para denotar este hecho. Consideremos la
seccion

Ab(z1) = {my € Qg & (w1, 15) € AF C AFFTY

para 1 < k < n. De aqui que A%(z,) € A¥™(z,). Por otro lado,

As(z1) = (U An) (21) = | 45 (20), (1.7)

de donde se concluye que A% (x1) / As(x1) y por la continuidad inferior de ps se tiene que
g(a1) = pa(Az(a1)) = lim pio( Az (21)). (1.8)

Dado que el lado derecho en ([1.8)) es medible entonces ¢ lo es, y de manera similar f es
medible y asi A € M. Sea A™ una sucesion decreciente de conjuntos en M. Del mismo
modo, definimos

A=A
j=1
De nuevo, denotaremos esto por A™ N\, A. Por el argumento anterior se puede afirmar que
Ay (x1) N\ Az(21). (1.9)

Ahora, supongamos que p» es una finita, es decir, p5(€22) < co. Entonces, para todo j € N,
112(AY (21)) < 0. (1.10)

De este modo podemos usar la continuidad superior de ps. Aplicando limite a ambos lados

de (1.9)), obtenemos que '
pa(Aa(21)) = lim pio(A5" (21)). (1.11)

El lado derecho de ([I.11)) es una funcién medible, pues cada s (Aéj ) (x1)) define una funcion
medible y el lim es también medible. En conclusion, A € M. Todo se cumple analogamente
para la funciéon f (suponiendo que p; es finita) y podemos decir que M es una clase mono-
tona, que ademas contiene todos los rectdangulos y gracias al Teorema de Clase Mondtona
(Teorema , M es una o-algebra. Pero, 3 es la més pequena que contiene todos los rec-
tangulos, entonces ¥ C M. De la definicion de la coleccion M también se tiene que M C 3,
en otras palabras, ¥ = M probando de esta manera la parte (a) del teorema, para el caso
cuando 1 y o son finitas.

Veamos el caso cuando (21,31, p1) v (2, o, 12) son dos espacios de medida o-finitos. De
la definicion de o-finitud, existe una sucesion de conjuntos {4, } en 3 tal que UA,, = Qy y
u1(A;,) < oo para todo n € N y de la misma forma, existe una sucesion de conjuntos { B}
en Yy tal que UB,, = Qo v pe(B,) < oo para todo n € N. Consideremos la sucesion de
conjuntos en Y, definida como

C,=A4A, xB,.
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Entonces,
1(Crn) = p1(An)p2(By) < oo.
Claramente .
donde 2 = 2; x 5. Sea A € ¥, un conJunto medible sobre la o-algebra producto. Por la
prueba del teorema para el caso finito, la funcion
€T — ,LLQ[(A N Cn)g(xl)], (112)

es medible para cada n € N. También,

(A N On)2<l’1) /\ Ag(lj).

Luego,
T po[(A N Cr)a(21)] = pra(Az(21))-

Nuevamente, el lado izquierdo define una funcion medible, que es precisamente g(z1). To-
mando la otra secciéon en , se tiene que f(z9) es medible, concluyendo asi la prueba de
(a).

Previo a probar la segunda parte del teorema es necesario verificar que p; X o define una
medida sobre ; x Q. La positividad es evidente por la definicion de f(x2) y g(x1) y ademés
p1((0)1(z2)) = pa (@) = 0. Ahora, sea {A;} una coleccion numerable de conjuntos, que son
disjuntos, en ¥; x 3, claramente sus secciones (Seccion , que son medibles son también
disjuntas y por lo tanto podemos calcular

)] - ZMl((Ai)l(l‘z)) = f(x2).

Por definicion de medida producto, se obtiene que

(b1 X pi2) ( ) / f(@2) o (dir) / Zul 1(w2)) pa(dra).

[e.9]

(A (s

=1

H1

Q2 =

Consideremos la sucesion de funciones integrables

J
) =Y m((A
i=1
y ademés

Z“l ((AD)q(22)) = hmF(:L’g)

=1
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Usando el teorema de convergencia monétona se tiene que

/Q S pn((As)s (22))aa (dza) = / It F () (i)

Qs j—00

Jj—00 Qs

=3 % ) (A,

Por lo tanto py X pe cumple la propiedad de aditividad contable y define una medida. [

1.7. Teorema de Fubini

Teorema 1.29 (Teorema de Fubini). Sean (£2;, %, ;) con i = 1,2 dos espacios de medida
o-finitos. Sea f una funcion 31 X Xg-medible sobre Q1 X Qy. Si f > 0, entonces las siguientes
integrales son iguales:

/WQZ fa1, ) (X po)(dydas) (1.13)
/Q1 ( o f($171?2)uz(d$2)) p1(dy) (1.14)
/Q2 ( o f(xbl’z)ﬂl(d%)) po(dxs). (1.15)

Ejercicio 1.30. Dar un contraejemplo del Teorema de Fubini donde no se tenga la condicion
de o-finitud.

Solucion. Sean = Qy = I = [0,1], u1 = L' (media de Lebesgue en una dimension),
pe = m (Medida de conteo), X1 = By 3y = P([0,1]).

Sea A = {(z,z) : x € [0,1]}, dado que A es cerrado pertenece a B(1?) C B(I) x P(I) y por
lo tanto f(z,y) = xa(z,y) es una funcién medible por la medida inducida sobre 2y x Q.

/I</IXA(x,y)m(dy)> L(dz) = /1 (/IX{x}m(dy)) £} (dz)

= /Im({x})ﬁl(dx) =L']) =1

Por un lado,
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Por otro lado,

(et [ foetan) s
~ [ £ tuhmido) ~o.

Aqui falla la o-finitud de I con la medida del conteo, en general, un conjunto no numerable
dotado con la medida del conteo, no es o-finito.

Observacion 1.31. En la demostracion del Teorema el valor de la integral (1.13)) esta
dado por

(1 % pa x LY(G),
donde G = {(x1,29,t) €U X QxR :0<t < f(x1,22)} y L' es la medida de Lebesgue en
una dimension, es decir, GG es el conjunto bajo la grafica de f. Usando la asociatividad del
producto de medidas (|[Lieb and Loss, 1997, Seccion 1.11]) se tiene que

KmXuﬂXCUKU—AW<AM%me@mmeXuﬂ@%mw)ﬁ
— [T (s > )

- /0 Rt

:/ [y, 2) (1 X po)(dzydasy).
Q1 %09

Por consideraciones hechas al final de [Lieb and Loss, 1997, Secion 1.5], se puede verificar
esta igualdad, calculando primero la integral

/ X{f>t} (X1, 22)dt.
0

En efecto,

00 f(@1,22)
/ X{s>iy (@1, 22)dl :/ dt = f(w1,22),
0 0
y esto define el valor de (£ x (u; X p12))(G).

1.8. Definicién de espacios L”

Definicion 1.32. Sea (€2, X, p) un espacio de medida. Sea f : Q — C una funcion medible
sobre Q y 1 < p < 0co. Se define el espacio LP(Q, ) (o simplemente LP(2)), como

LP(Q,dp) :=A{f : f es medible, |f|" es integrable},

WNmm=(/umwww0U5

dotado con la norma
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Proposicion 1.33. LP(Q) es un espacio vectorial.

Demostracion. Sean fy g dos funciones en LP(2). Si o y § son dos ntimeros realesﬂ distintos
de cero, por la Proposicion , af+ fg es una funcion medible. Dada la funcion g(t) := |t|?,
podemos verificar, usando la segunda derivada, que es convexa. En otras palabras, ya que
g"'(t) = p(p — 1)|t|P~2, para t # 0y p > 1, entonces ¢g” > 0. Con esta propiedad, se cumple
que, para A € [0, 1],

gt + (1 = A)ta) < Ag(tr) + (1 = A)g(ta).

Tomando A = %, tenemos que

lo cual es equivalente a decir que

a  BIP_ o |BP
2 * 20 = 2 * 2
Obteniendo asi la desigualdad
oo+ B < 277 (|af” + |BI7). (1.16)

Gracias a (|1.16]), se cumple que
[las+popdu< [ 2 (asl + BaPyin =2 [ \pdus 28 [ Jopdn < o
Q Q Q Q

Por lo tanto af + g pertenece a LP(£2). O

Observacion 1.34. La desigualdad del triangulo es equivalente a la convexidad de la norma,
es decir, si 0 < A < 1 entonces

IAf 4+ (1= Nglle@) < Allfllze@) + (1= Mlgllro-

1

Una direccion es evidente, para la otra solo basta tomar A = 3.

Definiciéon 1.35. El espacio L>(Q)) se define como
L>®(Q) :={f : [ es medible y existe una constante K tal que |f(z)| < K a.e.}

dotado con la norma
| fllzeo() = mf{K : |f(z)| < K a.e.}.

adoquesi f: Q— Cya=a;+ias, entonces |, af = e(f) +ias |, Im(f), podemos suponer
"Dad if:Q->C ) o oR s [ 1 d
a 'y B reales.
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Observacion 1.36. Notemos que |f(x)| < || f||r=() a.e. Usando la definicién de infimo,
fijando € > 0, 3Ky € {K : |f(z)| < K a.e.} tal que

Ko <[ fll + 6

con |f(z)| < Ky a.e. En virtud de esto tltimo,

[flloe < [f(2)] < Ko < [|flloc + ¢,

por lo tanto
|f(@)| <[ fllsc +€ace.

Dado que la eleccion de € es arbitraria, se sigue que

1f @) < £l

Proposicion 1.37. Si f € L>(Q2) N LY(Q) para algin 1 < q¢ < 0o, entonces f € LP(Q) para
todop >qy

1z @) = Mo [ f]lze@-

Demostracion. De la Observacion [1.36

@I = @)1 @ < @) I, ae,
y por lo tanto
[ @ < 11 [ 1@< o
De este modo se tiene que , .
I llzo(@) < 11 172

y tomando lim sup,
limsup || fl|ze) < || flLe(0)-

p—0o0

En el otro sentido, dado € > 0 existe un conjunto £(e) con p(E) > 0 tal que || f|| oo (o) —€ < | f]
sobre F'y ya que f € LP(Q) entonces u(E) < oo. Por lo que

() — €)d d
/E<||f||L @ — ) MS/E|f| "

ey = lE) < [ 171 < 1 lloB)' .

de donde
1l — € < || fllooyu(E) 7

por lo tanto, tomando lim inf a ambos lados de la desigualdad

I fll () — € < liminf || f]| 2
p—r00
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y de aqui,
ooy < limi .
”fHL Q) = 11p inf ||f||LP(Q)

]

Definicion 1.38. Si f es una funcion en LP(SY), decimos que f estd relacionado con g si
f = g a.e. y se denota esta relacion de equivalencia por f ~ g. Denotaremos la clase de
equivalencia de f mediante f.

Proposicion 1.39. FEl espacio que consiste de las clases bajo la relacion de equivalencia ~

—_—~—

con las operaciones f +9=f+gy )\f )\f es un espacio vectorial.

Demostracion. Sea f; un representante de fy g1 de g, entonces f; = f p-aey g1 = g
p-a.e.respectivamente. Entonces f; + g1 = f + g p-a.e. y asi las suma esté bien definida y de
la misma forma Af; = Af p-a.e. también lo esta. Ademaés,

—_—

af + Bg = af + Bg = af + 47.
Il

Proposicion 1.40. Si K C R" es un conjunto abierto entonces toda funcion convexa f :
K — R, es continua.

Demostracion. Dado que K es un conjunto abierto entonces es la unién contable de cubos
mutuamente disjuntos (ver por ejemplo [Fon-Che, 2016]), es decir, se puede “embaldosar”
K. Sea xp € K entonces sea Q;, = {x : ||z — zo||sup < 1} C K. Asi, para mostrar que f es
continua en xg, serd suficiente mostrar que para cualquier sucesion {x;} que converge a x,

tenemos que f(zx) — f(20). Si C; con i = 1,...,2" son los vértices de @Q),, entonces podemos
2n 2n

escribir cualquier z € @, como z = Y ;C; donde a; > 0y > oy = 1. Sea M = méx; f(C;).
i=1 =1

Dado que f es convexa se cumple que

27’1/ 2”
=f (Z aiCi) < ZOéif(Cz) <M
i=1 i=1
para todo x € Q.

Ahora, sea {z;} una sucesion en @),, (acotada) con xj # 0 para todo k, tal que zx — xo
cuando k£ — oco. Dado que xj, es acotada y converge a x(, entonces

|zx — 2ollsup — 0,

donde ||(zx)||sup = SUPg>y [Tk|. Si A = || — 20 ||sup, definamos las sucesiones

Tk Tk

yka y ZkZ—T~
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Consideremos el segmento que une los puntos co-lineales yy,, zx y 9. Como 0 < ||z — 2o ||sup <
1 y dado que f es convexa, se tiene que para cada punto x; del segmento, entonces

f@r) < Af(ye) + (1= A) f (o). (1.17)

Dado que A = ||z — %¢l|sup — 0 cuando k — oo, al aplicar limite en la desigualdad convexa

(1.17), se tiene que

limsup f(zx) < f(o).
k—o00
Tomando ahora el segmento que une los puntos co-lineales xy, x¢ y 2z, definiendo A\ =
llzk—ollsup
llzk—zollsup+1
segmento,

y usando de nuevo la convexidad de f, se tiene que para xy que pertenece al

f(xo) < Af(z) + (1= A) f(zp). (1.18)
Tomando limite cuando k — oo en (1.18)), obtenemos

F(xo) < lminf f(zy).
k—o00
Por lo tanto,
lim f(xy) = f(2)
k—o00
y por consiguiente f es continua en xy. O

Definicion 1.41. Sean p y q dos nimeros reales tales que 1 < p < oo y 1 < g < 00. Decimos
que p y q son indices duales si

1 1
4=,
p q
bajo la condicion que si p = 1, entonces ¢ = 00 y viceversa.

1.9. Desigualdad de Holder

Teorema 1.42. Sean p y q indices duales con 1 < p < o0 y sean f € LP(Q) y g € L1(Q),
entonces el producto puntual (fg)(x) = f(x)g(x), estd en L}() y

\4@@s4ﬁM@smmmwwm (1.19)

Observacion 1.43. En la prueba del Teorema [1.42] para el caso 1 < p y ¢ < oo se usa la
medida auxiliar definida como v(dz) = g(x)9u(dz). Verificaremos que efectivamente v define
una medida. Es claro que v(()) = 0 por ser u una medida; ademéas por suposiciones previas g
es no negativa y nuevamente como p es medida, entonces v es positiva. Sea A’ una sucesion
de conjuntos disjuntos, entonces

(U AZ) = g(x (U AZ) = g(x Zu (A% Zg(x)qﬂ(z‘li) - ZV(Ai)-

Esto prueba la aditividad contable de v.
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Proposicion 1.44. Si fi, ..., f, son funciones tales que f; € LPi(2) para todo 1 < i <m y
m .
1:21 - =1, entonces

| / [ s (1.20)

m
< H | fill Lo—i () dpe-
i=1
Demostracion. Para simplificar la notacion, para esta prueba se usard || - ||g, en lugar de

| - |lx()- Usando induccién, supongamos que la desigualdad se cumple para algin m > 2y

m—+1
veamos que se tiene para m + 1. Sean py, ..., pm41 tales que > 1% =1y sea f; € LPi(Q),

j=1
7 =1,....,m+ 1. Entonces por la desigualdad de Holder para el caso m = 2, tenemos que

m+1 m+1

m+1 by pézl
/Q]];[U‘]’:/Qlfl|]l;£|fj|§||f||p1 (/ﬂglfj|p1—1> )

(1.21)
Dado que - + —i— = 1 se cumple que
p1—1
m+1 1 B n m+1 1 - ” . )
Z p1—1 Z — = 1— — -1
=2 Pitp P 1 P p- 1 m
y por hipotesis de induccion y ([1.21]), obtenemos que
+ +1 %L—l
m m Py w pj(P1— Pl
/ LT 150 =1 (H |7 )
Q5 -
m+1 pij
— Hfl”pl <H /|fj|p3>
=2
mt1
=TT 14l
j=1
]

1.10. Desigualdad de Minkowski

Teorema 1.45. Sean (2, 1) y (I',v) espacios de medida o-finitos. Sea f > 0 p x v-medible
y1l<p<oo. Entonces

[(/ f<x,y>pu<dx>)l/pu<dy> =([(/ f(%y)p'/(dy))pu(dx))l/p.
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Observacion 1.46. Una de las suposiciones clave para demostrar la desigualdad es que las
funciones

@)= [ fanptdn vy [ ferud)
r
son medibles. Considerar el conjunto
A={(z,y,t) EQXT xRY:0<t < f(z,y)}

y sea
Agz(z) ={(y,t) eT xRT:0<t < f(z,y)}

el cual es v x L-medible por ser seccion. Entonces,

(v % £)(Aga(x)) = /

r

L((Asa())a ()0 (dy) = / £ y)w(dy),

y por |Lieb and Loss, 1997, Teorema 1.10]|, la funcion (v x L£)(Aas(x)) es medible, que es
precisamente H(x). Gracias al teorema de Fubini o usando el argumento anterior, la funcion
y = [ f(x,y)Pp(dr) también es medible.

1.11. Completitud de LP(f2)

Teorema 1.47. Sea 1 < p < oo y sea f; una sucesion de Cauchy en LP(2), es decir,
\fi = fillLr@) = O cuando i, j — oo. Entonces existe una tnica funcion f € LP(Q) tal que
I\fi = fllzr@) = 0 cuando i — oo y se dice que f; converge fuertemente a f en LP(S2).

Observacion 1.48. Aqui, se prueba la convergencia de alguna subsucesion f;, , de la sucesion
descrita en el Teorema y con ayuda de la desigualdad triangular,

fi = fllzey = IIfi = f 4 foo = firllzr) < Wfi = fillze) + L fir = fllzr

se prueba la convergencia fuerte para toda la sucesion. Para construir la subsucesion f;,,
empezamos fijando un ntimero iy tal que || f;, — fullzr@) < 1/2 para todo n > 4;. Esto es
posible gracias a que la sucesion f; es de Cauchy. Ahora, escoger iy tal que || fi, — fullLr(0) <
1/4 para todo n > i,. Asi sucesivamente, obtenemos una subsucesion de los enteros, iy, con la
propiedad que || fi, = fi,., l|lr) < 27k para k = 1,2, .... Considerar la sucesion de funciones
monodtonas positivas

Ei(x) = [f* @) + ) f* (@) = f* ().
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y dado que f% € LP para todo j y ademas LP es un espacio vectorial, se sigue que la sucesion
F; € LP. Se cumple que

l
1F ooy < NFH @)+ D15 (@) = 5 (@) || ooy
k=1
l
< vy + D IF™ = 5 e
k=1

[
< M v + )27 < 1 lo)-
k=1

Por lo tanto Fj es una funciéon medible y ademés integrable pues es suma finita de funciones
integrables. Por la Observacion [1.24] podemos definir lim;_,o F/'(z) =: G(z) a.e. y I :=
Jo FYdp. Dado que

/Qﬂp(x)u(d%) =1 @ = IFill o) < (£ o) + 1) < oo,

por el teorema de convergencia mondtona G(z) es una funciéon sumable. Entonces basta

definir F := G'/? por lo que
/F”du:/Gd,u<oo.
Q Q

En conclusion F' € LP. La conclusion se puede ver en [Lieb and Loss, 1997, Teorema 2.7].

1.12. Funcionales Lineales Continuos y Convergencia Dé-
bil

Definiciéon 1.49. Sea L un funcional lineal de LP(2) en C. Es un funcional lineal continuo,

si para cada sucesion f; que converge fuertemente a f en LP(QQ) se cumple que

L(f7) = L(f).

Ademas, se dice acotado si

LI < KN fllzr -

Proposicion 1.50. Un funcional lineal sobre LP(QQ) es continuo si, y solamente si, es aco-
tado.

Demostracion. Supongamos que L es un funcional lineal acotado sobre LP(€2), es decir, existe
una constante K tal que |L(f)| < K| f||zr(). Consideremos una sucesién f; en LP(Q2) que
converge fuertemente a una funcion f, es decir, || f; — f|/zr(@) < 7. Entonces,

IL() = LA = 1Ly = D < K3z <
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de aqui que L es continuo. Supongamos ahora que L es continuo y veamos que es acotado. De
la definicion de continuidad en el origen, dado € > 0, existe § > 0 tal que si || f; — f||r() < 0
entonces |L(f;) — L(f)| < e. Sea f; — f, entonces D o ta] que

2t —fllr (o)
S(F: —
' (f] f) < 57
2||fj - fHLp(Q) Lr(Q)
por lo que
S(F: —
2(f; = fllze oy
Entonces 5
€
IL(f; = f)l < g”fj = [l
Definiendo f; := § + f para toda f, se tiene que L es acotado. n

Proposicion 1.51. EL dual de LP(Q2), LP(Q)*, es un espacio vectorial con norma definida
por

11Nl = sup{[ O] = [ fllzr) < 13,
para todo L € LP(Q)*.

Demostracion. Primero se prueba que efectivamente el valor

sup{[L(f)] = |/l o) < 1},

define una norma sobre el espacio LP(Q2)*. Sea L € LP(£2)*, entonces

IL[| == sup{|L(f)| : [|f]lzr(@) < 1}
Veamos que se cumplen las propiedades de una norma.

i) Dado A > 0 se tiene que
IAL] = sup{[AL(A)] = ([ fllzr@) < 1} = [Alsup{|L(A)] : (| fllzo@) < 1} = AL

ii) || L] = 0 si, y solo si,
sup{[L(f)] : [|fllze) < 1} =0,

pero el valor del lado derecho es el supremo de un conjunto de ntimeros positivos, es
necesario que |L(f)| = 0 para toda f tal que || f||Lr@@) < 1y por tanto L = 0.

iii) Por definicion

| L1 + Lof| = sup{|L1(f) + Lo ()] : | fllLr() < 1}
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Usando la desigualdad triangular, que cumple | - |, se tiene que

sup{[ Lo (f) + La(F)] 1 f @) < 1} < sup{|La(N)] + [L2( )] = | f o) < 13,

pero en el lado derecho se cumple que

sup{| L1 ()] + [Lo(F)] = [ fllr@) < 1} = sup{[ Lo ()] - ([ fll o) < 1}
+sup{|La(f)] = [[fllr) <1}
= ([ Lol + [[ L]l

Veamos ahora que efectivamente LP(£2)* es un espacio vectorial. Sean L y H dos funcionales
lineales continuos sobre () entonces para «, € C cumplen que

@ L(f)] < kall fllze (1.22)
y también
|BH(f)] < kol fllzr(@)- (1.23)
Sumando los valores y , y usando la desigualdad triangular obtenemos que
[(aL + BH)(N)] < laL(H] + [BH()] < (ke + k) fll e
de donde oL + BH € LP(2)*. O

Observacion 1.52. Comprenderemos qué es LP(€2)*. Una funcién g en L¥ () acttia sobre
funciones arbitrarias f € LP(§2) mediante

Ly(f) = / o) f(@)p(dz),

con p y p’ indices duales. Asi L, es un funcional lineal sobr e L” (). Ademas por la desigual-
dad Hélder,

[ Lg(f)] < /ng(flf)\\f(x)!u(dflf) < gl @l fllee@) = Kl fllzr@),

por lo tanto L, € LP(Q)* y asi LY (Q) C LP(Q)*.

Definiciéon 1.53. Si fi, fo, ... es una sucesion de funciones en LP(2), decimos que f; converge
débilmente a f si

lim L(f,) = .

1—00

para cada L € LP(2)*.

Note que podemos determinar como es posible que una sucesion f; converja débilmente
pero no fuertemente a f. Una forma de mostrar éste tltimo hecho para n = 1 se hace en la
siguiente proposicion.
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Proposicion 1.54. Sea fi la sucesion de funciones en LP([0,1]) definida por

folz) = {Sin(’m), 0<a<1

0, e.0.c.

Entonces fi, converge débilmente en LP(]0,1]) pero no lo hace fuertemente.
Demostracion. Sea g € L([0,1]) entonces L, € LP([0,1])* y

Ly (fr) —/0 g(z) sin(kx)dr = %/0 g(z)e *dy — %/O g(z)e*dz,

entonces las dos integrales del lado derecho, por el Lema de Riemann-Lebesgue, son iguales
a cero cuando k — oo y esto es precisamente f; — (. Pero,

k

. b 1 . b
Jsinte) s, = [ Isinko)Pde = [ Jsinty)Pdy = [ |sin)ldy,
0 0

0

Entonces es claro que fi no converge fuertemente a cero en L?([0, 1]). O

1.13. El dual de LP(Q)

Teorema 1.55. El dual de LP(2) es L1(Q) con p y q indices duales (1 < p < o0), en el
sentido que L € LP(Q2)* tiene la forma

L(o) = [ v(@)aan(da), (1.24)
para alguna v € L1(Q). Ademds, L dada de esta forma estd en LP(Q)* y su norma es

IL] = sup{|L(A)] - [ fllr@) <1} = [[0]lLoge)-

Demostracion. Supongamos primero que m Con L € LP(Q2)* dado, definir el con-
junto K = {g € L?(Q) : L(g) = 0} C LP(Q2). Dado que LP(Q2) es un espacio vectorial
entonces la combinacion convexa Ag + (1 — A\)h esta en LP(§2) cuando g, h € LP(2). Ademas,
si g,h € K entonces por la linealidad de L, se tiene que L(Ag + (1 — A)h) = 0 entonces
K es un conjunto convexo y ademaés cerrado. Podemos suponer que L # 0 cuando existe
f e LP(Q) tal que L(f) # 0, es decir, f ¢ K. Entonces existe h € K tal que

Re [ [1f(a) = B@)P*(/(2) = hle)lidy <0,
para todo k € K. Si definimos u(z) := |f(z) — h(z)|P"2(f(z) — h(x)), tenemos que

u(@)|* = [|f(z) — h(x) P2 f (@) = h(@)[]7"T = (If = hP~)5 T = |f — ]
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asi u(x) € L9(2). Sin embargo K es un espacio lineal y por lo tanto —k € K y ik € K
cuando k € K. Entonces

Re/ u(Lik)dp = ﬁ:/ wikdp = j:Im/ uk < 0.
Q Q 0

Por lo que,
Im/ ukdp >0 y Im/ ukdp < 0.
0 0

/ ukdp =0,
Q

para todo k € K. Sea g un elemento arbitrario en LP(2) y escribimos g = ¢; + g2 con

L(g) L(g)

En conclusion,

glzm, 92:9—m(f—h)-
Claramente L(f — h) = L(f) # 0 pues h € K, asi pues
Low) = 717 2 LS — 1) = Lig),

y por lo tanto
L(g2) = L(g) — L(g1) = 0.

Luego g, pertenece a K. Entonces,

/ugduz/uyldu+/uyzdu=/uyldMZL(g)A
Q Q Q Q

donde A = [ Z((’}IZ)) #0yaque [u(f—h)= [|f— h[P. Entonces la funcion v buscada, es

La unicidad de v se sigue del hecho que si

/@—wMZO

para todo g € LP(£2) entonces obtenemos una contradiccion escogiendo
g=(v—w)v—w/"? e LF(Q).

Para el caso asumimos por el momento que €2 es de medida finita. En este caso la
desigualdad de Holder implica que un funcional lineal continuo en L!(2) tiene una restriccion
a LP(Q) que es otra vez es continuo pues

1/q
LN < Cllflie) = /lel < 1 fllze (e </Q ICll/qdu) = COY || fllore),  (1.25)
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para todo p > 1. Por la prueba anterior para p > 1 tenemos la existencia de un tunico
v, € L9 tal que L(f) = [ v,f para todo f € LP. La unicidad de v, para cada p implica que
v, es independiente de p, es decir, esta funciéon (que ahora llamaremos solamente v) esta en
cada L"-espacio para 1 < r < oo. Si fijamos algin par dual p y ¢ con p > 1 y escogemos

f = |v|7%0 en (1.25) obtenemos
/v\v|q217
Q

ol ooy < C(u(2))"

(dividiendo por ||v||;!) para todo ¢ < oo. Si tomamos el limite cuando ¢ — oo entonces
lv]|ze@@) < C y podemos declarar que v € L>(2). Sea A = {z € Q : |v(x)| > C + €}y
u(A) = M > 0 entonces de |v(z)| > C + € tenemos que

L(f) =

< C(u() 0]l

y por lo tanto

0] > (C + ),

y esto implica que

1/q
nwmm>(AW+aQ — (O + ()T = (C + MY,

que excede a C ()19 si g es suficientemente grande. Asfv € L>(Q) y L(f) = [v(z)f(z);Vf €
LP(Q) parap > 1. Si f € L'(Q) esta dado, entonces

lLV@NM@WMSm,

por la desigualdad de Holder. Ahora si reemplazamos f(x) por
M) =

notamos que |f*(z)| < |f(x)| y f¥ — f cuando k — oo pues el conjunto donde f* vale cero
es tal que su medida tiende a cero. Por lo tanto, por el teorema de convergencia dominada

tenemos que vf*¥ — vf en L'(Q) y también v € L'(00) y una consecuencia de la desigualdad
de Holder. Luego

L(f) = lim L(f*) lim vf’“du:/vfdﬂ.
Q Q

k—o0 k—o0

La segunda igualdad estd dada por el hecho que [|f*|P < [|k|P = kPu(Q) < oo, es decir,
f* € LP(Q).Para extender esta conclusién en el caso en que p(€2) = oo, podemos suponer
que €2 es o-finito. n

Proposicion 1.56. La norma del operador L definido en (1.55)), estd dada por

L0 = [[ollzae-
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Demostracion. Aca es suficiente tomar f € LP()) definida como

olvli—2
f= +,
[0]0]772]| Lr (o

pues

HUH%Q(Q) q_1/p
= W = ||U||Lq(g) = [[v]|Lae)-
La()

()] = ' 1o
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Capitulo 2

Teoria de Distribuciones y Espacios de
Sobolev

Aqui son presentados los detalles que se omiten en [Kesavan, 1989, y algunos ejercicios y
demostraciones que son utiles para comprender la teoria de distribuciones. Ademas propie-
dades de los espacios de Sobolev de orden entero.

2.1. Funciones de prueba y distribuciones

En este capitulo, 2 denotara un subconjunto abierto de R™ a menos que se especifique
otra condicion.

Definiciéon 2.1. FEl espacio de funciones C*(Q), ¢ : Q@ — C, con soporte compacto serd de-
notado por Z(Q2) y estd dotado de una topologia descrita por medio de sucesiones convergen-
tes como sigue. Decimos que una sucesion {¢,} de funciones C*°(2) con soporte compacto,
converge a cero en Y()) si existe un compacto fijo K C €, tal que supp{¢,} C K para todo
n y ademds, ¢, y todas sus derivadas convergen uniformemente a cero en K.

Observacion 2.2. El espacio Z(£2), también es llamado el espacio de funciones de prue-
ba.

Proposicion 2.3. Z(Q2) es un espacio vectorial.

Demostracion. Sean fy g funciones en Z(£2) y sean a,b # 0 € C. Consideremos la funcion
h = f 4 g y los siguientes conjuntos:

F={zeQ: f(x) #0},

G={reQ:g(x)#0}y
H = {x € Q:h(x) # 0},
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entonces se tiene que H C F'UG. Dado que F y G son conjuntos acotados en R”, su unién
también es un conjunto acotado y por lo tanto F'U G es compacto. Asi

HcCFUG,

de donde H es un conjunto cerrado contenido en un conjunto compacto, y por tanto H
es compacto. Ademés, si a # 0, supp{af} = supp{f}. La diferenciabilidad de af + bg se
desprende del hecho que C* es un espacio vectorial. O

Definicion 2.4. Un funcional lineal T : 9 — R, se denomina una distribucion sobre 2,
si cuando ¢, — 0 en Z(Q), se tiene que T(¢p,) — 0.
El espacio de distribuciones, que es el dual del espacio de funciones de prueba, es denotado

por 7'(§2).

Definiciéon 2.5. Una funcion f: Q — R(o C) se dice localmente integrable si para cada

[ 151< .

Ejemplo 2.6. Sea f una funciéon localmente integrable. El funcional lineal Ty : 2(Q2) — R
(o C) definido por

congunto compacto K C €,

Tf(<z5)=/9f¢, (2.1)

es una distribucion. Sea {¢,,} una sucesion de funciones en Z(Q2) tal que ¢, — 0 en Z(Q),
es decir, existe K C {2 compacto fijo tal que supp(¢,,) C K para todo m y tal que ¢, y
todas sus derivadas convergen uniformemente a cero en K. Dado € > 0 y sean M := | xSl
una constante finita (pues f es localmente integrable) y o un multi-indice, entonces se tiene

56l < [ 106al = [ 18llonl < 57 [ 11 <

Por lo tanto T define una distribucion.

que

Proposicion 2.7. Si f y g son funciones localmente integrables tales que f = g a.e., entonces
Ty =T,. En particular, si f =0 a.e. entonces Ty = 0 y ademds, si f es localmente integrable
y Ty =0, entonces f =0 a.e.

Demostracion. Sean f y g funciones localmente integrables tales que f = g a.e y sea ¢ €
2(2) con soporte contenido en un conjunto compacto K. Entonces, f¢ = g¢ a.e. y ademas
Ji Ifol < ooy [ 19| < co. Por lo tanto por la propiedad a.e. ([Jones, 2001}, Seccion Cf),

se tiene que [, fo = [, go v asi

Tf(¢):/Qf¢=/Kf¢=/Kg¢=/Qg¢=Tg(¢)-
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Si en la anterior conclusién, g = 0 entonces Ty = 0. Ahora, Supongamos que Ty =0y f es
localmente integrable, esto implica que para ¢ € Z(Q2) distinta de cero,

Ty(6) = /Kfcb 0,

donde K es compacto y contiene al soporte de ¢. Gracias a que f es localmente integrable,
se tiene que f¢ es localmente integrable, de hecho

JAZE

y dado que |f¢| es no negativa, se sigue que |f¢| = 0 a.e. (ver [Folland, 1999, Proposicion
2.16]). De lo tultimo se sigue que f = 0 a.e., pues ¢ # 0.

Ejercicio 2.8. Sea f una funcion continua en R™ tal que

fo=0,

R’!L
para toda ¢ € Z(R"), entonces f = 0.

Solucion. Supongamos que f es distinta de cero, es decir, podemos suponer que f(xy) > 0
para algin zo € R™. Dado que f es continua, existe B(xg;2¢) una vecindad de zy tal que
f(y) > 0 para todo y € B(x¢; 2¢). Para € > 0, consideremos la funcion

p(a) = § (/@ =z —x), ool <
K 07 |I’ —.’Eo‘ > €,

entonces p., € Z(R™) con soporte contenido en B(zg;€). Sin embargo,

f@pa(@de= [ f@)p e >0
NG B(zoz€)
lo cual contradice que la integral sea igual a 0 y por lo tanto f = 0.
O

Proposicion 2.9. Cualquier funcion f € LP(S2), para 1<p<oo, genera una distribucion
mediante (2.1)).

Demostracion. Sea K C () un conjunto compacto. Entonces si yx es la funcion caracteristica
sobre K tenemos que

=] [flxx <l | [ Ixxl® " LI (L(E))Y < co.
Jon=1, (st

Por lo tanto f es localmente integrable y define una distribuciéon mediante ({2.1). n
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Ejemplo 2.10. Sea ¢ € Z(Q2) y consideremos el funcional §, definido por

Entonces 0, define una distribucion que es llamada distribucion de Dirac. Si x = 0, entonces
dp = 0.
Sea {¢.,} una sucesion de funciones de prueba que converge a cero en Z(£2), entonces

5a:(¢m) - ¢m(x) — 0,

puntualmente para toda m. Por lo tanto J, € Z'(12).

2.2. Formula de Leibniz y convergencia en 2'(1))

En esta seccion, probaremos la féormula de Leibniz para distribuciones y algunas condi-
ciones de convergencia en 7'(12)

Observacion 2.11. Empezaremos por definir y dar algunas propiedades de multi-indices.
Sea z € R™ con coordenadas x = (x1, ..., z,,). Un multi-indice es una n-tupla o = (v, ..., @),
donde o € Z, para todo 1 < j < n. Asociado a un multi-indice o, tenemos la siguiente
notacion:

la] = a1 + ... + a,

al = aql...ay,!,

r* =2

Qn
n *

Si oy 8 son dos multi-indices, o < 3 si a; < B, para todo 1 < j < n. Podemos escribir
()= (o) ()
B 61 571 ’
(a) B al
B)  Bla—pB)l

()

Definicion 2.12. Sea T' € 2'(Q2). Para cualquier multi-indice o, la distribucion
(D°T)(¢) = (=1)"'T(D*¢), (2.2)

con ¢ € P(Q), define la derivada de la distribucion T.

y es facil verificar que

cuando f < a'y

en otro caso.
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Otra operacion importante con distribuciones es la multiplicacién por funciones C*°. La
operaciéon definida por

¢ = T(We), ¢ € 2(Q),
para ¢p € C*™ fijoy T € 2'(2), define una distribucion.

Definicion 2.13. Definimos la distribucion YT por

WT)(¢) = T(49), (2.3)
para toda ¢ € P(S).

Teorema 2.14 (Formula de Leibniz). Sean ¢ € C>*(Q) y T € 2'(2). Entonces para cual-
quier multi-indice «,

DTy =" (g) DB DA, (2.4)

BLla

Demostracion. Usaremos inducci(’)n sobre |a| para demostrar la férmula. Supongamos que
la|=1| Gracias a (2.2) y (2.3)), se sigue que

(D*(WT))(6) = —4T(D*6) = —T (¢ ¢)

L

() e
(¢—T) (5o7) @

Para usar ([2.4)), es necesario identificar los valores de /3 tales que 5 < «, que para este caso
son 3 =0 (cero de R") y 3 = e;. Entonces se tiene que

D" = gz (57 0+ 1 7T

- (a%T) (W) +T ( ov cb))

_— (i(wqﬁ)) T ( o ¢)

= (v T+ ) )

(2.6)

De aqui que ([2.5)) coincide con ([2.6)). Supongamos ahora que ([2.4) se cumple para |o| =
Sea v un multi-indice tal que |y| = m + 1 y dado que |y| > 1 entonces ~; > 1, para algin

1 < j < m+1, en particular, j = 1. Podemos suponer que oy = 74 — 1y a; = 75, para
2 < 7 < m. Entonces
D" = D D%
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y ademas,

w0 = (0T 5ET) (0 6 € F),

Por lo tanto,

DY(T) = D" D*(4T) = Y (g) DPyp DT

BLa

_ Z < )DelDﬁwDa_BT

B<a

_ Z ( )Dﬁ+el¢Da_BT + Dﬁl/}Da—B‘FelT

B<a

_ B+er,), Ha—- X\ 18, Ha—pB+er
Z()D wD T+Z<B)D@Z)D T.

B<a B<a

Dado que a = v — ey, en la tltima igualdad tenemos que

Q e1 a— o Y- € e — e
> (5) oo = (75 ) @reun e )
BLa 2 B s
y también

! _Bter
) (5) (DM D*PHIT)(9) = Z( ) (D" D) (¢). (28)
B B
Si en ([2.7)), hacemos ¢ = [ + e, obtenemos que

7T Bte Bter) €1\ eyt

DT D7 T = Dy D7 2.9

%j( P[RR Z(L_el) yo 29
y si en (2.8), sustituimos 5 = ¢, obtenemos

3 (7 _661) DD T =3 (7 . el) D4 DT, (2.10)

B

Sumando (2.9) y (2.10]), tenemos que

-2 () () ()5 s

<y

y dado que ¢ = B+eq, entonces v > 1y por tanto podemos usar la identidad (71 1) + (71_1) =

DT =Y C) DYWDT T,

L=<y

(L1 ) obteniendo asi
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Definicion 2.15. Una sucesion de distribuciones {T,,} converge a una distribucion T', si
para cada ¢ € P(0),

Tn(9) = T(0).
Ejemplo 2.16. Sea € > 0 y definamos la funcién p. : 2 — R por

2

6%662:71‘2, |z| < e,

0, |z| > €,

=1
k= / ei-le dr.
lz|<1

Claramente p. € 2(£2) con soporte contenido en B(0;¢€), y por ende define una distribucion
mediante (2.1]). Considerar la familia de funciones {p.} en 2'(R"). Veamos que p. — ¢ en
Z'(R"). Sea ¢ € Z(R"), entonces

[ dwo@idr =k [ e# i owan

Usando el cambio de variable y = %, se obtiene

p5($) =

donde

[ pdaro@is =k [ olee iy (2.11)

R

Luego, sumando y restando ¢(0) en (2.11)) y sabiendo que

k/iaimm—l, (2.12)

se tiene que

[ pi@otris =o0) - o0k [ Ty 4k [ sty

n Rn

— 5(0) + & / 6(ey) — B(0)]e TP dy.

Si definimos la funcion ¢.(y) := ¢(ey), para € < 1 la funcién ¢., aunque con soporte mas

grande que ¢, sigue siendo acotada en su soporte, también lo hace la funcion e~/ 1*“’"2, por
lo tanto son integrables. Si K = supp(e~/1~¥*)  entonces

[ loten) = oy = [ [ten) - o) dy

supp(¢e)NK

por el teorema de convergencia dominada se sigue que

lim [ po(0)p(x)de = $(0) + klim [6(cy) — B(0)]e T dy

e—0 Rn e—0 Supp((f)e)ﬂK

— 3(0) + / N lim{d(ey) — (0)]e 17 dy

AK e—0

= ¢(0) = 4(¢).



40 2 Teoria de Distribuciones y Espacios de Sobolev

2.3. Soporte y soporte singular de una distribucién

En esta secciéon, se complementan detalles en las demostraciones de [Kesavan, 1989, Sec-
cion 1.4], sobre el soporte y el soporte singular de una distribucion. Ademas, se define el
espacio £(2), que es usado en dicha seccion.

Observacion 2.17. SiT € 2'(Q2), decimos que T se anula en un conjunto 2y C €2, cuando
para cada ¢ € 2(Qy), T(¢) = 0, siendo ¢ la extension por cero de ¢ fuera de €, es decir,

o), e,
S {0, x & Q.

Definiciéon 2.18. El soporte de una distribucion es el complemento del conjunto abierto
mdas grande sobre el cual la distribucion se anula. Su notacion es similar a la del soporte de
una funcion.

Proposicion 2.19. Sea f una funcion continua, esto implica que f es localmente integrable
(Definicion y por tanto define una distribucion Ty. Entonces se cumple que

supp(Ty) = supp(f).

Demostracion. Para mostrar que supp(7y) C supp(f), podemos mostrar su contra positiva:
si f se anula en un conjunto abierto €2y, entonces Ty se anula alli también. Asi, el complemento
de supp(f), esta contenido en el complemento de supp(7}). Asi mismo, si T se anula en un
conjunto abierto €y C 2 (que es el mas grande donde se anula), entonces

Tf<<5>=/ﬂf¢3= [(jo=0. se o)

Por el Ejercicio se tiene que f = 0 en €y y por lo tanto Qy C {z € Q : f(z) = 0}, es
decir, (supp(Ty))© € (supp(/f))*. O

Definicién 2.20. El espacio de funciones C*(QQ) serd denotado por £(2), cuando estd
dotado de una topologia donde una sucesion {¢,}, converge a cero si, y solo si, ¥, y todas
sus derivadas convergen uniformemente a cero en todos los subconjuntos compactos de ).

Proposicion 2.21. Sea f: Q — R una funcidn continua con soporte compacto y 1 € E(X2).
La operacion ) — fQ f1 define un funcional lineal continuo sobre el espacio E(S).

Demostracion. La linealidad es una consecuencia de la linealidad de la integral. Para ver la
continuidad, consideremos {1, } una sucesion de funciones que converge a una funcion ¢ en
E(Q). Entonces la sucesion,

¢m—¢—>0
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en £(£2). Supongamos que supp(f) C K, donde K es cualquier subconjunto compacto de
y sea € > 0, entonces

[ 1n=|=| [ stm=0)| < [ 1fl6m -1 <5 [ 111<c

donde M := [, |f|, pues f es localmente integrable. De esta manera, [ f(¢m, —1) — 0y asi
el funcional es continuo. O

Observacion 2.22. La proposicion anterior extiende una distribucion 7' = T a un funcional
lineal continuo en £(2), cuando f es continua con soporte compacto. Lo mismo sucede si T’
es una distribucién con soporte compacto.
Proposicion 2.23. Lo siguiente se cumple:

1. Sip € E(Q) y o€ D(Q), entonces Yo € D().

2. Sitym — 0 en E(Q), entonces ¢, — 0 en Z(Q).

3. Sea ¢ € D(Q), definimos T(¢) := T(¢), para todo ¢ € E(Q). Entonces T es un
funcional continuo en E(2).

Demostracion. 1. Sea o un multi-indice, entonces por la féormula de Leibniz para funciones
C*°, tenemos que
« _
D*(y¢) =Y (ﬂ) DD, (2.13)
a<lp

Dado que el lado derecho en ([2.13]) es la suma finita de funciones continuas, podemos
concluir que ¥¢ € £(2). Ademas se cumple que

supp(v¢) C supp(v’) N supp(9),

donde el lado derecho de la contenencia es la intersecciéon de un conjunto compacto
con uno cerrado, por lo que supp(¢) N supp(¢) es compacto. Asi, supp()¢) es un
conjunto cerrado contenido en un compacto y por lo tanto es compacto. Esto prueba

que Yo € 2(Q).

2. Supongamos que ¥, — 0 en £(Q) y sea K un conjunto compacto tal que supp(¢)) C

K. Entonces para € > 0,
€

D7, | <
D] < <



42 2 Teoria de Distribuciones y Espacios de Sobolev

para todo multi-indice . Por lo tanto se tiene que

=)o

BLa

<y (g) D 4| D)

BLa

Sz

BLa

|Da(¢m¢>| =

Dado que ¢ es acotada en K, se tiene que
> (5) el <
B b

para alguna constante finita M y en consecuencia

D% ($m@)| < ¢,

en K. Podemos concluir que ¢,,¢ — 0 en Z(Q2) y claramente T'(¢,,) = T'(¢1),,) — 0.
Asi T es un funcional continuo sobre £(f2).

[]

Definiciéon 2.24. La clase de distribuciones con soporte compacto se puede identificar con las
restricciones del dual de £(Q) a 2(Q). Por esta razon, denotaremos la clase de distribuciones
con soporte compacto por E'(Q).

En [Kesavan, 1989] el autor muestra que las tnicas distribuciones con soporte {0} son la
distribucion de Dirac y todas sus derivadas, para ello usa el siguiente lema sobre funcionales
lineales.

Lema 2.25. Sea E un espacio vectorial topologico y sean A, Ay, ..., A, funcionales lineales
sobre E tales que

KerA D m KerA\,;.
i=1

Entonces existen escalares anq, ..., oy, tales que

i=1

Observacion 2.26. El argumento clave para la demostracion del Lema [2.25] es el teorema
de Hahn-Banach. Usaremos el siguiente corolario presentado en [Treves, 1967, Cap. 18, Co-
rolario 3| y daremos cuenta de las condiciones bajo las cuales podemos aplicarlo al Lema

2.251
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Corolario 2.27 (del Teroema de Hanh-Banach). Sea M un subespacio lineal cerrado de un
espacio localmente convexo R. Si M # R, hay un funcional lineal y continuo L, no equiva-
lentemente cero pero que se anula en M.

Para usar el corolario anterior definimos la aplicacion ® : £ — R"*! por
O(z) = (Az, Mz, ..., Ayo),

con z € E y sea M := rang(®). Dado que R"™ es localmente convexo, tiene dimension
finita y @ es lineal, M es un subespacio lineal cerrado de R"*!. Ademaés, si y = (1,0, ...,0)
entonces y ¢ rang(®), por lo que rang(®) # R™. De todo esto podemos concluir que, bajo
las hipotesis del Lema y de como se definié ®, existe un funcional lineal sobre R"*!, es
decir, (n + 1) escalares (3, 1, ..., B, tal que

{BAZE —+ Z?:l BZAZCL’ = O, xr € E,
B #0.

En [Kesavan, 1989, el autor describe el comportamiento local de una distribucion local
dada, es decir, dado T' € 2’(Q2) es explicado lo que se debe entender por T'|q, donde £y C .
De igual manera, dadas varias distribuciones localmente definidas que son “compatibles”,
en un sentido que se precisa en el siguiente teorema, podemos “pegarlas” para definir una
distribucion global.

Teorema 2.28. Sea Q@ C R" un subconjunto abierto y sea {Q;}, i € I, un cubrimiento
abierto de Q. Sea T; € 2'(%;) tal que cuando Q; Ny # 0, i # j, entonces

T;

ane; = Tilong;-

Entonces existe una unica distribucion T € 2'(2) tal que
Tlo=T, Viel.

Definicion 2.29. Sea T' € 2'(2). Si existe f € £(Q) tal que T = T}, decimos que T es C™
sobre (2.

Como consecuencia de el Teorema y la definicién anterior se tiene lo siguiente:

Proposicion 2.30. Sea T' € 7'(2). Si {Qi}icr es una familia de conjuntos abiertos en
tal que T, es C* sobre ;, entonces T es C™ sobre U;e €);.

Demostracion. Primero definamos la siguiente familia de funciones en Z(f2), que nos ayu-
daran en la prueba de esta proposicion.

Definicion 2.31 (Particion de la unidad). Sea 2 = U;c1€2;, donde §; es un conjunto abierto
para cada i € I. Entonces existen funciones ¢; que pertenecen a (), que cumplen:
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i) supp{¢;} C Q, para todo i € I,
ii) 0 < ¢; <1, para todoi € I, y
i) 3= 1.
i€l
Dicho esto, supongamos que T'|q, es C™ sobre €);, es decir, existe f; : ; — R que es
C> y tal que T'|o, = T},. Sea ¢; una particion de la unidad subordinada a la familia {€;} y

f=>_ fioi

el

Gracias a la formula de Leibniz f es C*°. Por el Teorema [2.28, podemos definir
T(¢) =D Tp(did), ¢ € D).

i€l
Entonces T € 2'(UQ;) v para ¢ € 2(US;) se tiene que

10) =% [ goo= [ memzfumf:ifm

i€l i el

definamos

]

Definicion 2.32. Sea T € 2'()). El soporte singular de T es el complemento del conjunto
abierto mas grande en el cual T es C.

Proposicion 2.33. El conjunto sing supp(T') es cerrado en Q0 y ademds
sing supp(T) C supp(T).

Demostracion. Sea T € 2'(2) que es C*°, entonces T = T para alguna funcién f € £(Q).
Sea () el conjunto abierto més grande donde 7" se anula, entonces T' = Tj en {2y y dado que
la funcion idénticamente cero pertenece a £(£)y), podemos decir que T es C* en 2. Dado
que sing supp(7’) es el abierto més grande donde T es C* entonces €y C Q\singsupp(7) y
asi

N\supp(T) C Q\singsupp(T’),

tomando complemento se tiene la contenencia deseada. O

2.4. Convolucion de funciones
Definicién 2.34. Sean f y g dos funciones en L'(R") y x € R™. La funcién definida por
hz)= [ flz—y)g(y)dy, (2.14)
Rn

es llamada la convolucion de f y g y es denotada por

h=fxg.
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Proposicion 2.35. Si f,g € L'(R") y h estd definida mediante (2.14), entonces h € L*(R™).

Demostracion. Definamos la funcién

F(z,y) = f(z—y)g(y),
veamos que I’ es medible en el espacio producto R™ x R™. La transformaciéon que va de
R™ x R™ a R" x R", dada por (z,y) — (x — y,y), es lineal e invertible, asi que f(z — y)
es medible en R" x R” (ver [Jones, 2001], Seccion 7.B]) y por lo tanto F(z,y) es medible.
Ademés, por el Teorema de Fubini se cumple que

/ Pz, y)ldedy = |glLlIf]l: < oo.
R xR"

Asi, la integral (2.14)) esta bien definida y h € L'(R™). O

Proposicion 2.36. Sea f una funcion continua y g una funcion continua con soporte com-

pacto. Entonces se cumple que %(f *xg) = (%) % g.

Demostracion. Sea e; el vector con entradas 0 excepto en la i-ésima donde es 1 y sea K un
conjunto compacto tal que supp(g) = K, entonces

0 , xq)(x+ he;) — (f*g)(z
(1 g)la) = Jim (f *9)( h) (f *9)(x)
i ' (2.15)
=lim - | [f(z+he: —y) = [z = )lg(y)dy
- K
Si definimos ¢(0) := f(x — y + Ohe;) con 6 € [0, 1], entonces se cumple que:
i) ¢ es continua y diferenciable,
i) ¢'(6) = g—g{i(x —y + Ohe;)h,
i) q(1) —q(0) = f(z —y + he;) — flz —y).
Por el teorema del valor medio se cumple que
q'(6) = q(1) —q(0),
es decir,
gg,(x—y+0hei)=f<x_y+he];)_f(x_y). (2.16)

Reemplazando (2.16)) en la integral (2.15]), obtenemos que
0 , 1 of
(f * g)(z) = lim / 5y (&~ Y+ Ohei)g(y)dy.
K 0T;

ox; h0 h

Dado que % es continua y por tanto acotada sobre K podemos aplicar el teorema de
convergencia dominada, del cual se sigue que

(o)) = (51 va
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2.5. Convoluciéon de distribuciones

Definicion 2.37. Sea v : R" — R y x € R™. Se definen

(u)(y) = uly —z) y uy) = u(—y).

S1T es una distribucion, entonces

(T)(¢) = T(T—00).
Definiciéon 2.38. Sean T' € Z'(R") y ¢ € Z(R™). La convolucion de T y ¢, es una funcion
T % ¢ definida por

(Tx @) () = T(7:())- (2.17)

Note que si ¢ € Z(R™), también lo hace 7.0 y la anterior definicion tiene sentido.
Teorema 2.39. Sean T' € Z'(R") y ¢ € Z(R"). Entonces:

1. Para cualquier x € R",
To(Tx¢) = (.T) % o =T * (10).
2. Si a es cualquier multi-indice,
DT x¢) = (DT)x ¢ =T % (D¢).
En particular, T x ¢ € £.

3. Sip € P(R™), entonces
T (¢xy) = (T*)x 1.

Todos las conclusiones del teorema anterior son probadas en [Kesavan, 1989, tinicamente
el autor deja como ejercicio el siguiente hecho en la demostracion del resultado 2 del teorema
y también la observacion alli anotada.

Ejercicio 2.40. Bajo las condiciones del teorema anterior y si a es cualquier multi-indice,

entonces
T — Ten T oT

en 2'(R"™).
Solucion. Si ¢ € P(R"™) y si h — 0, se tiene que

¢(x + e;h) — ¢(x) 9

(9)
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en Z2(R"), y dado que T es funcional lineal y continuo entonces

, [gb(m + eiZ) - cb(w)} T {%(@} .

Ademés se tiene que

. [qz»(x T eih) - ¢<x>] _ T(rend) ~T(@) _ T(0) — (enT)(0)
d |

Por otro lado

Por lo tanto cuando h — 0,

T(gb) - (Tei T) (Qb) or
h : - ax,

(9),

para toda ¢ € Z(R").

Observacion 2.41. Mostraremos la observacion del numeral 2 del Teorema [2.39] es decir,
que T x ¢ € E(R™). Sea {z,,} una sucesion en R" tal que z,, — 0. Definamos

wm = Txm¢'

Veamos que
Ym — 0 en Z(R").

Sea K un conjunto compacto en R™ tal que supp(¢) C K. Por lo tanto
T — Y € Supp(¢) <=y € Ty, — supp(9).

ademés, dado € > 0 existe N € N tal que si m > N, entonces z,,, € B(0;¢). Sea K; un
conjunto compacto tal que z; € Ky, i =1,..., N y B(0;¢) C K;. Claramente, para cualquier
m € N fijo, ¢,, € Z(R"™), dado que 1, es C™ pues ¢ € C' y este es un espacio cerrado bajo
traslaciones y reflexiones. También

SUpp(Ym) = Lm — supp(9),
que es un conjunto compacto. De todo esto se sigue que
Y = &
en Z(R™). Entonces,
(T ) () = T(7:,,0) = T($) = T(109) = (T * $)(0),

lo que prueba la continuidad de la convolucion entre Ty ¢. Ademas, D*(T x ¢) = T * (D)
que es de nuevo una funcién continua para cualquier multi-indice a.
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La definicion de convolucion puede ser extendida a £(R™) con la condicion que 7' tenga
soporte compacto. Asi si T € £'(R") y ¢ € E(R"), de nuevo podemos definir la funcion

(T'x ) (x) = T(1at)). (2.18)

Esta definicion tiene sentido ya que las funciones ¥ y 7,1 pertenecen a £ (R™) y como T tiene
soporte compacto se puede definir, para ¢ € 2(R"), T(1,9)) = T(¢7,0) pues 1,00 € D(R™)

Definicion 2.42. Sean S y T dos distribuciones, al menos una con soporte compacto. Con-
sidere el funcional L : 2(R™) — E(R™), definido por

L(¢) = T * (S * ¢).

Si T € E'(R™), entonces S x 1 € E(R™) y por lo tanto L estd bien definido. Si S € E'(R™),
entonces S x ¢ € P(R") y L de nuevo estd bien definido.

Proposicion 2.43. L es lineal y ademds, el funcional

¢ — (L(9))(0), ¢ € 2(R™), (2.19)
define una distribucion.

Demostracion. Sean ¢, ¢ € Z(R™). Supongamos que S € £'(R™), entonces

(S * (¢ + ) () = S(r(¢ +¢)) = S(720) + S(7a0)),

gracias a la linealidad de 7, y de (+). Por lo tanto

(T (S*xdp+ S*v))(z) =T(1:(S*p+ S *)")
=T(1:(S * ¢)") + T(1.(S %))
=Tx*x(S*¢)+Tx*(S*).

Lo que prueba la linealidad de L. Dado que y son definiciones iguales que
dependen tnicamente de si la distribuciéon tiene o no soporte compacto, la linealidad de L
también se tiene en el caso en el que T sea la distribucién con soporte compacto. Ahora, si
¢m — 0 en Z(R™) entonces ¢,, € Z(R") y supongamos que S € 2'(R") entonces gracias a
la Observacion se cumple que S * ¢, € E(R") y por lo tanto converge a 0 en &(R™).
Asi

L(ém)(0) = [T * (S * $m)](0) = T(70(S * $m)")-

En la tltima igualdad 7(S * ¢,,,)¥ — 0 y en consecuencia T (7o(S * ¢n)¥) — 0, probando asi
que el operador definido por (2.19)), es una distribucion. n
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2.6. Soluciones Fundamentales

Consideremos un operador diferencial

L= Z ag,D?.

laj<m

Sea S € Z'(R"). Si T € 2'(R"), es tal que

es decir,

Z ag DT = S,

laf<m

entonces T' es llamada una distribucion solucion del operador L.

Definicion 2.44. Sea L un operador diferencial. Una solucion fundamental de L, es una
distribucion E tal que L(E) = ¢ (en el sentido de las distribuciones).

Ejercicio 2.45. Sea x € R. §i A € R, mostrar que la funcion

e M x>0,
E(x) =
0, x <0,

es una solucion fundamental del operador L = (% + )\) en R.

Solucion. E define una distribucion ya que es una funciéon continua sobre cualquier intervalo
cerrado que no contenga al cero, es decir, es localmente integrable. Asi que bastara con hacer
la prueba para una vecindad del cero. Sea ¢ € Z(R), tal que supp(¢) C (=R, R), R > 0.
Sea 0 < r < Ry consideremos el conjunto 2, = (—R,r) U (r, R). Usando la definicién de
derivada de una distribucion, tenemos que

()= [n )

— —lfm 5 E(x) (d—> da (2.20)

r—0

R
= — lim e (@> dz.

r—0 r

Usando integracion por partes en la dltima integral de ([2.20)) obtenemos,

R d R
—/T e M (d_ﬁ) de = —eMo(z)|F — /\/T e M ¢(x)dx

= e Mp(R) + e o(r) — )\/ e M(x)dw.

T
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Tomando limite cuando » — 0, obtenemos
R d¢ R
/ e M (—) dx = ¢(0) — )\/ e o(x)dr = ¢(0) — )\/ E(z)p(x)dx,
0 dx 0 R
pues ¢(R) = 0. Entonces
B (6) = 6(0) = AE(9)
dx N '
Asi, para el operador L,

(£E)(0) = (5 +3) £0) = (G ) (0)+ AB(©) = (6(0) - AB@) +AE(@) = (0) = 6(0).

Ejercicio 2.46. Considerar el operador diferencial L = (% +a% +b> donde a,b son
constantes. Sean [ y g que satisfacen f(0) = ¢g(0), Lf = Lg = 0 y ¢'(0) — f’(0) = 1.
Considerar la funcion,

Plz) = {f(as), v <0,

g(x), x>0.

Mostrar que —F' es una solucion fundamental de L.

Solucion. Sea ¢ € Z(R), tal que supp(¢) C (—R, R) con R > 0, entonces

L(=F)(¢) = /RF(JJ)(—W(JJ) + ag'(x) — bo(x))dx

R
— 1%51010 i g(2)(=¢"(x) + ad'(x) — bp(x))dx (2.21)
+ i [ @)= (@) + a6 () = bo(a))d
Usando integracion por partes en , tenemos que
R R R
Jin [ g @drra [ o@)d@=b [ a@ot)ds = o060 =5 0)00)~Lis).

(2.22)
pues ¢'(R) = ¢(R) = 0. Analogamente, para la segunda parte

/ f(2)¢" (2)dx + a / f(@)d (@)dz + b / F(@)é(x)dz = —F(0)¢(0) + £/(0)6(0) — L(f).
o o o (2.23)

Combinando ([2.21]) con (2.22)) y (2.6)), y considerando las condiciones sobre f y g obtenemos
que
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2.7. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier junto con la convolucién proporcionan poderosas herramientas
para el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales. El autor de [Kesavan, 1989| define
la transformada de Fourier de funciones en L'(R"™) y luego la extiende a la clase de distri-
buciones. En esta seccion son presentadas algunas propiedades basicas de la Transformada
de Fourier pero que son fundamentales para realizar la extension antes mencionada.

Definicion 2.47. Sea f € LY(R"™). La transformada de Fourier de f, denotada por 1,
es una funcion definida en R™ por la formula

for = [ e (2.21)
Teorema 2.48. Sea f € L'(R") y h € R™. Entonces se cumple que:
i) ()A€ = e 2R e f(e).
i) 7l ) = (& ()
iii) Si X >0y g(x) = f(£) para v € R, entonces

~

9(&) = A" F(AE).

Demostracion. 1)
N = [ @ = hyda
R
= [ e )y
R”
:/ 6727riy-§€727rih-§f(y)dy
R
= e TEf(g).
i)
(&) = [ eEN f(a)da

n

—

6727ria:-£€27rih-xf<x>dx

= (" F()N(E)-

Aqui usamos el hecho que kx - h = x - kh para k constante.

N
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iii)

A"F(A),

T

lo cual sigue del cambio de variable y = 3.

2.8. El espacio Schwartz, §

El espacio Schwarz es un subespacio de L!'(R™) que es invariante bajo la transformada de
Fourier. Consiste de funciones C*°; que junto con sus derivadas, decrecen rapidamente en el
infinito, es decir, decrece a cero més rapido que cualquier potencia de |z|™!, en el infinito.

Definicion 2.49. El espacio Schwartz, o el espacio de funciones que decaen rdpidamente,
S, se define como

S={fe&R"): ‘lll’m 2P D f(x)| = 0, V o, 8 multi-indices}.

Observacion 2.50. Se describe la topologia en S via sus sucesiones convergentes. Decimos
que una sucesion fp — 0 en S, si para cada polinomio P(z) y cada operador diferencial con
coeficientes constantes L, las funciones

P(z)Lfi(x),
convergen uniformemente a cero en R".
Proposicion 2.51. Para f € E(R"), se cumple:
i) f €S8 si, ysdlo si, para cada polinomio P(x) y para cada operador diferencial L =

> aa D™ con coeficientes constantes, la funcion P(x)Lf(x), estd acotada en R™.
laj<m

it) f €S si, y sdlo si, para cualquier entero k > 0 y cualquier multi-indice « la funcion
(1+ |z[)* D f (),

estd acotada en R™.
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Demostracion. i) Supongamos que f € Sy sea

ii)

x) = Z bsz”

[B|I<m

un polinomio de grado m en R™. Entonces si L es un operador diferencial con coefi-
cientes constantes, se tiene que

[P(@)Lf(x)] =) bga” ) aaD"f(2)

Bl<n lal<m

<D D |Caplle’D f(2)).

|B]<n || <m

Dado que para todo € > 0, existe N > 0, tal que si |z| > N entonces [2°Df(x)| < e,
ysea M =<3 5 >, <m |Cap| una constante que es finita. Por lo tanto

|P(z)Lf(x)] < Me,

lo que prueba que P(x)Lf(x) es acotado en R™ para |z| > N. Paralos 0 < |z| < N, es
suficiente notar que P(z)Lf(x) es continua y por lo tanto es acotada en un compacto.
En el otro sentido, supongamos que P(z)Lf(z) es acotado para todo polinomio y
operador diferencial con coeficientes constantes, en particular, si P(z) = 2 y L = D®
se cumple que

|P(x)Lf(2)] = [«"Df(z)| < M,

para alguna constante finita M. También se tiene que
ja]|2” D f ()] < M,
de manera que si |z| — 0o, necesariamente |z;| — oo lo que hace que

lim |2°D*f(x)| = 0.

|z|—o00

En conclusion f € S.
Sifes,

(1 + [2*)* D f(«

Z( NESEREH

j=0

Si ( es tal que || < j, entonces

> bpa®Df(x)| < Y |bgl|z* Df ()] < Me.

|B1<7 1B1<7
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La segunda desigualdad se obtiene usando el mismo razonamiento que (i) y por lo tanto
(1 + [2[*)" D f ()| < Me,

y de nuevo como en (i), se sigue que (14 |z|?)*Df(x) es acotada. Supongamos ahora
que (1 + |z[2)*D*f(z) es acotada para todo multi-indice o y entero k > 0. Entonces
se tiene que

Xk: G) [2[ D f(z)| < M.

J=0

Dado que la relacion |2°| < |z|ll se tiene, y ademas podemos suponer que |3| < 2j
entonces se sigue que

27D f(x)] < <M,

Z BEEE

por lo que
|27 D f ()| < M,

y al igual que en (i) se sigue que f € S.
O

Teorema 2.52. Sean f,g € S, a un multi-indice, L un operador diferencial con coeficientes
constantes y P(x) un polinomio en la variable x € R™. Entonces las funciones:

(a) D*f;
(b) P(x)f(x);
(¢c) L(P(x)f(x));
(d) P(x)Lf(x);
(e) fg,
estin en S. Ademds, la aplicacion f — L(P(-)f(-)) es continuo de S en si mismo.

Demostracion. (a) Del simple hecho que D*(D*f) = D7 f para multi-indices a, 7 y ¢,
ademés f € S, de la definicién de S se sigue que D*f € S.

(b) Sea Q(z) un polinomio y L un operador diferencial con coeficientes constantes. Enton-
ces, por la formula de Leibniz se tiene que

Q@) L(P(x) f(a)] <) (g) Q(x)D? P(x)||D* f ().

BLa
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Dado que
Q) D?P(x)| < Al2"],

para alguna constante finita A y donde |y| > |3| + deg(Q). Gracias que por la parte
(a), la funcion D f esta en S, por lo tanto podemos concluir que Q(x)L(P(z)f(x)) es
acotada. Asi, por la caracterizacion de la definicion de S descrita en la parte (i) de la
Proposicion 2.51] podemos concluir que P(z) f(z) estd en S.

(c) Sea L es un operador con coeficientes constantes y sean v y ¢ multi-indices, entonces

@7 L(P(2) f(2))] < Y a0y bs.|DPP(2)||l2 DP f(x)],

|| <m B<e

y de nuevo, el lado derecho tiende a cero cuando |z| — oo.

(d) Por (c), la funcion L(f) esta en S (con polinomio de grado cero) y por la parte (b) se
sigue que P(z)Lf(x) € S.

El item (e) y la demostracion que el funcional alli descrito es continuo se deja como un

ejercicio para el lector. O

Teorema 2.53. Para cualquier p, tal que 1 < p < oo,
S C LP(R"™).

Demostracion. Sea f € S. Entonces

([ ) v ([ pa e+ 1oy ) T )

Dado que para cualquier entero k > 0 existe una constante M, tal que

sup | f(2)(1+ [a]*)"] < Mj, (2.26)

rER™

debemos probar que la integral
/ (14 [2]2)Pde, (2.27)

converge para un valor adecuado de k. Sea

/ (1 + [o2) *da = / (1 4 r2)Fpn =1 dy
n 0

1 . (22)
= Wy, {/ (1473 rn=tdr + / (1473 Frn=tdr| .
0 1

Pero sabemos que
o o0
/ (143 Frn=ldr < / r 2kl dr < oo,
1 1

para k > 4. Por lo tanto la integral (2.28)) es finia y la integral ([2.27)) converge para kp > .
Usando este hecho y ([2.26) podemos concluir que (2.25)) es finita y asi f € LP(R™). ]
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La importancia y utilidad del espacio de Schwartz S, radica en su buen comportamiento
con la transformada de Fourier como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.54. Sea f € S. Entonces f € S y el funcional f — f es lineal y continuo de S
en st mismo.

Algunos detalles en la prueba del Teorema se complementan a continuacion.
Proposicién 2.55. Si f € S entonces f € €.

Demostracion. Tenemos que

for = [ e

Para calcular % debemos usar el teorema de convergencia dominada, pero solamente es
J

necesario mostrar que x; f € S, donde z; es la j-ésima entrada de z, lo cual es inmediato de
la parte (b) del Teorema y dado que & C L'(R"), se sigue que z; f es integrable. Por lo

tanto

8 f , 1 —2mix- e; —2mix-
%(g) = }lg%/ % [e7? (E+he;) _ =2 ] f(z)dz.
J n

Por el teorema de convergencia dominada,
of
9E;

Se sigue por iteracion que, para cualquier multi-inidice «,

D (&) = (=2mi)/* (a° f () (&),

que siendo la transformada de Fourier de una funciéon en L', es continua. Asi f € £. H

(&) = —27Ti/n e Mty f(x)dx.

En el paso 2, queremos verificar que
iy OF arive Of
2) ) _ =4 — mix-§ 2 J
rig f(©) = 510 = [ et @

para ello se debe usar la formula de integracion por partes (ver [Evans, 2007] Apéndice A).
Primero, se tiene que

.0 .0

/ 6_2”’$'5—f(x)dx = lim e_%wf—f(x)dx. (2.29)
n @:Ej R—o0 B(0;R) al'J

Entonces aplicando integraciéon por partes,

/ 6—27rix-§a_f(x)dx _ _/ _Qﬂ_igje—Qfof(x)dx +/ e—Zﬂix-ﬁf(m)vjdm’
B(0;R) Oz B(0;R)

lz|=R
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donde v es la j-ésima coordenada del vector normal unitario que apunta hacia afuera, es
. _ oz
decir, v = %. Luego,

1 —2mix- 1
‘E/L’\L‘—Re 2 5f(37)$deR < EAq—R‘xij(x)’dSR
1 —
%) |_R|ﬂcj||f<ffc)ll(1+|:z:|2) (14 |2*)F|dSk (2.30)

My _
<% [kl jeP) Hasa
lz|=R

donde .]\/[k es la misma de (2.26). Haciendo el cambio de variable y = %, obtenemos que
Y = EJ y asi,
M, 20Nk _ N—k . pn—l
|z|=R lyl=1

pues L(Sg) = w,R"'. La integral del lado derecho en (2.31)) tiene a cero cuando R — oo,
fijando k suficientemente grande. Entonces combinando (2.29)) y (2.30) se obtiene lo deseado.

Como un corolario del Teorema [2.54] se tiene el Corolario de Riemann-Lebesgue que se
enuncia a continuacion.

Corolario 2.56 (Riemann-Lebesgue). Sea f € LY(R™). Entonces f es una funcion unifor-
memente continua que se anula en el infinito.

Uno de los hechos importantes en la demostracion del Corolario de Riemann-Lebesgue es
el siguiente.

Proposicion 2.57. El espacio de funciones continuas que se anula en infinito es un espacio
de Banach con la norma del supremo.

Demostracion. Simplemente notar que dicho espacio es un subespacio cerrado del espacio
de funciones continuas y acotadas que es completo con la norma del supremo, por lo tanto
es también completo con esta norma. (Ver [Conway, 1985] Cap. 1) ]

2.9. Espacios de Sobolev: Definiciones y propiedades ba-

sicas

Definicion 2.58. Sea m > 0 un entero y 1 < p < oo. El espacio de Sobolev, W™P(Q)), estd
definido por

WmP(Q) :={u € LP(Q) : D%u € LP(2) para todo |a| < m}. (2.32)
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Proposicion 2.59. El valor ||u||wmsq), definido por
ullwma@) = D I1DullLroy, (2.33)
o] <m
o alternativamente si 1 < p < o0,

1/p 1/p

— / Do | = [ S Dl | (2.34)

la|<m |a|<m
define una norma sobre WP ().
Demostracion. Sea 1 < p < co. Probaremos las tres condiciones que definen una norma.

i) Sea k una constante, entonces se tiene que
1/p
ullwrs@) = (D KPID ) | = [Kllullwes)
|a|<m
ii) Siu =0 es evidente que ||ul|wmr) = 0. Supongamos que ||ul[ymr@) = 0, entonces
0 < Jlullr@y < Y 1Dl e = 0,
|a|<m

y por tanto se tiene que u=0.

iii) (Desigualdad Triangular) Es una simple aplicacion de la desigualdad de Minkowski
para sumas, que puede ser verificada en [Kreyszig, 1978, Seccion 1.2, a la expresion

3=

Z [ D%u + Da“”ip(gz)

laf<m

]

Notacion: El caso p = 2 es de gran importancia, por lo tanto el espacio W™?2(2) sera
denotado por H™(£2).

Observacion 2.60. Una observacion importante sobre el espacio H™(R") es la siguiente.
Sea u € H™(R™). Entonces por definicion D*u € L*(R") para todo |a| < m, por lo tanto la
transformada de Fourier de D%u esté bien definida y se tiene que

(D) = (2m1)*lea (),

y ast £20(€) € L*(R™) para todo |a| < m. Por el contrario, si v € L*(R") tal que £*0(€) €
L?(R™) para todo |a| < m, tenemos que D*u € L*(R") para todo |a| < m y asf u € H™(R").
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Veremos una caracterizacion del espacio H™({2), para ello usaremos la siguiente observa-
cion.

Observacion 2.61. Sea £ € R". Existen constantes positivas M; y M, que dependen tni-
camente de n y m tal que

ML+ [€P)™ < ) 6P < My(1+[€1°)™ (2.35)

la|<m

Proposicion 2.62. Las siguientes dos definiciones del espacio de Sobolev H™(R™) = W™2(R"™),
son equivalentes:

i) H*(R") = {u € L*(R") : D%u € L*(R");V|a| < m};
i) H™(R") = {u € LR") : (1 +[¢]*)™?a(¢) € L*(R")}.

Demostracion. Probaremos que el espacio definido en (i) esta contemdo en el espacio definido
en (ii). Gracias a la Observacion m, de la primera desigualdad en se sigue que

s epraer < [ 3 3 Rl (2.36)

\a|<m

Dado que

> PR = 7 X [ leta@f < .
[

|a\<m \oz|<

entonces la integral en (2.36)) es finita y esto prueba que (1 + |£]2)™/24(¢) € L?(R™). La otra
equivalencia es analoga usando la segunda desigualdad en ([2.35)). [

Proposicion 2.63. Las siguientes normas son equivalentes sobre el espacio H™(R™):

1/2

1/2
ol = | X 0Dl | v b= ([ @ ieprlaope)

laf<m

para v € H™(R™).
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Demostracion. Del argumento en la proposicion anterior y Observacion [2.61] tenemos que

1/2
e < [ 57 3 levaokas
|a|<m
1/2
1 o
T > | lerac)Pas
la|<m
1/2
1
e Z/ (il (D™)
|a|<m "
1/2

(Qm‘)\alﬂ N
= W > D)) 132 @

laf<m

1/2

(Qm')\al/2 N
= W Z |1D U’H%Q(R")
1

laj<m

La ultima igualdad se sigue de la isometria que existe de L?(R") en sf mismo (Teorema de
Plancherel). Para la otra desigualdad, || - |1 < Ca]| - ||2, se utilizan la Observacion y el
argumento de la desigualdad anterior. O

Notacion: A menudo se usaran las semi-normas

[ulwma@) = D 1Dl

|a|=m
para u € W™P(Q).

Proposicion 2.64. El funcional

ou ou
u€ W (Q) = (u, =—, ..., — | € (LP(Q))"™
@ = (g ) € @),
n+1
es una isometria dotando a (LP(Q))"*! con la norma |u| = 3 |uilopa, donde uy = u y
i=1
U; = 88
Demostracion. Veamos que se preserva la norma. Dada
au n+1
lullipo = D 11D ull ooy = luilopo = llull;
|a<1 i Lr(Q) i=1

pues |a| = 1 implica o = ¢, para algin 1 < k < n. La inyectividad es obvia y por lo tanto
esto define una isometria. O
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Teorema 2.65. W"P(Q) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {u,} un sucesion de Cauchy en W'?(Q). Entonces, dado que tanto u,

y D®u, son sucesiones de Cauchy en LP()) y como éste es completo entonces supongamos

que u, — uy D%, — u, en LP(Q2). Para cada n, u, define una distribuciéon mediante
) = Joun(-), asi, para ¢ € Z(Q), por la desigualdad de Hélder tenemos que

u@w—nmngém—mm

< [ llqlln — ullp-

Ademaés ||u,,—ul[, — 0, por lo tanto u,, — u en el sentido de las distribuciones. Analogamente,
Tpoy, — T, . Se sigue que

Ty (¢) = Um Tpoy, (¢) = lim (-1)!*7T,, (D*¢) = (=1)*IT,(D¢).

n—0o0 n—o0

De esto que u, = D%u y esto implica que u € W"P((2). Ademas,

nlgrolo Z 1D (u — )|, = hm Z 1D%up, — D%ul|, =
la|<m \oa|<m
es decir,
lim ||u, — ul[mpa =0.
n—oo
Asi W™P(Q) es completo. O

2.10. Aproximacion por funciones suaves

Teorema 2.66 (Friedrichs). Sea 1 < p < oo, y sea u € WP(Q). Entonces existe una

sucesion {u,} en D(R") tal que u, — u en LP(Q) y Lm )Q/ 37“ 0

1 <i<ny para cada ' relativamente compacto (es decir, ¥ es compacto y ¥ C Q ).

en LP(Y), para cada

Observacion 2.67. Si u es la extension por cero de u en R”, en el paso 1 de la prueba del
Teorema de Friedrichs se usa la convergencia de la sucesion de funciones p * @ a la funcion
@ en LP(R™) para determinar la convergencia de p. * 4 a u en LP()). Para mostrar dicha
convergencia, basta notar que

1/p
s =l = ( [ lpovi =)
Q
1/p
:</ |p€*ﬂ—u|p+/]p€*&—u\p)
R\Q 0
1/p

= Hpﬁ * U — ﬂHLp(Rn).
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Por lo tanto

lim [l pe * @ — ul|ogny = lim [l pe * & — | o) = 0.

Observacion 2.68. En el paso 2 de la prueba del Teorema de Friedrichs, se afirma que
si 2’ es un subconjunto relativamente compacto de €2 entonces d(€2',00) > 0. Sea ' un
subconjunto relativamente compacto de €. Gracias a [Munkres, 2000, Ejercicio 27.2|, para
algn € > 0, la e-vecindad de €V,

V@) = {y: d, @) <},
esta contenida en . Esto implica que para todo z € €/, B(x,¢) C €, por lo tanto d(z, ) >

5. Si esto no sucediera, es decir, si d(r,0€) < g, entonces dado § > 0 existe y € I tal que

d(z,09) < d(z,y) < d(z,09) +§ < §+ S <e
Teorema 2.69 (Regla de la cadena). Sea G € C'(R) tal que G(0) =0 y |G'(s)| < M para
toda s € R. Sea uw € W'P(Q). Entonces la funcion Gou € W'P(Q) y

O (Gou)= (G ou)

Ox; 8x-’1§i§n'
T (A

Bajo la hipotesis del teorema sobre G y sabiendo que G ou € LP(2), si u,, — u en LP(2)
entonces G o u,, — G owu en LP(Q). Sean a < b nimeros reales. Por el teorema del valor
medio, 3¢ € (a,b) tal que
G(b) — G(a)

b—a
por lo tanto G(b) — G(a) = G'(¢)(b — a) que implica

G'(c) = (2.37)

G(b) = G(a)] = |G () (b= a)| < |G ()[|b —a| < M[b—al.
Luego, si u,,, — u en LP(2), de la desigualdad
|G o Uy, — G ou|l < M|u, — ul,

se tiene que G o u,, — G ou en LP(Q).

Para finalizar esta seccion, enunciaremos un importante teorema en la teoria de espa-
cios de Sobolev. Aunque no realizamos ninguna demostracion alternativa a la presentada
en [Kesavan, 1989|, es preciso enunciarlo pues percibimos una relacién con los espacios de
Sobolev de orden fraccionario que son tratados en el siguiente capitulo.

Teorema 2.70 (Stampacchia). Sea G una funcion Lipschitz continua de R en si mismo tal
que G(0) = 0. Si Q es un conjunto abierto y acotado en R™, 1 < p < 0o y sea u € Wol’p(Q),
entonces G ou € Wy P(Q).
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2.11. Teoremas de extension

Observacion 2.71. Usaremos la siguiente notacion para esta seccion. Sea x = (2, z,,) € R”
tal que

¥ = (21,..., 00 1) -

Ademas se denotara por R’} al conjunto
R} ={z eR":z, > 0}.

Teorema 2.72. Sea u € W'P(R%). Se define u* en R™ por

i () = {u(m’,a:n), x, > 0.

u(r', —x,), x, <O0.

Entonces u* € W'P(R") y ademds
|u*|W0,p(Rn) S 2|U‘W0,p(Ri),
|u*|W1,p(Rn) S 2|U‘W1,p(R1).
Observacion 2.73. Sea ¢ € Z(R™). Si se define
1/)(55/7 xn) = gb(l'/, xn) + Qb(f[‘,, _xn>

para x, > 0, entonces ) ¢ Z(R" ). Mostraremos con el siguiente ejemplo que esta afirmacion
es correcta.

Ejemplo 2.74. Sea

—1
kel=l=%; |z <1
pi(z) =
0; |z| > 1

una funcion que esta en Z(R") con supp(p1) = B(0;1). Sea a € R tal que 0 < |a] < 1y sea
7’ € R™! tal que si x = (2/,a?) entonces |z| < 1. Tenemos

.. S
p1(l’/, CL2> - k617<|$,|2+a4)7 y

o1&, —a?) = ke TS
y asi
—1
(2, a%) = ke Prah)
de donde 9 € COO(R:L_ ). Ademas
supp(¢) = B(0; 1),

pero dado que B(0;1) € R”, podemos asegurar que ¢ ¢ Z(R").
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Definicion 2.75. Se definen los rectdngulos
Q={zeR": || <1,|z,| <1},

Qi ={zeR":|2|<1,0<x, <1}

Teorema 2.76. Sea u € WHP(Q ). Definimos u* en Q por

u(@', z);  w€Qq,

u'(z) =
u(a!, —xz,); (2, —x,) € Q4.
Entonces u* € WP(Q) y en adicion
|u*‘W0,p(Q) S 2|u’W0,p(Q+), (238)
(2.39)

[u e < 2|ulwirgy)-

Demostracion. Sea ¢ € £(R) tal que
t

y definamos (x(t) = ((kt).

Paso 2| Probaremos ahora que
a *
:( “) L (1<i<n-—1),

ou*

en el sentido de las distribuciones, donde
* ou
(22 vy = B a0
O g—;(x’, —Ty), Tn <0,
Sea ¢ € Z((Q)) y consideremos la integral
/ u* ¢ , (2.40)

con 1 <i<n—1.Si definimos la funcién
(', z,) = (2, x,) + (2, —xy), 0 <z, < 1, |2/ < 1.

Entonces podemos escribir (2.40) como
[wle [ 2
Q + O
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Por la misma razén hecha en la Observacion [2.73], la funciéon ¢ no esta en Z(Q ), pero si
la multiplicamos por (, definida en el paso 1, obtenemos una funcion en 2(Q, ). En otras
palabras, para k£ > 2, la funcion

0, —1<mz, <4,
(', ) + o), =), 2 <z, <1,

Cr(n) (2, 2n) = {

estd en Z2(Q ) pues supp((x¥) C Q. Por lo tanto, por la definicion de derivada en el sentido
de las distribuciones, tenemos que

[ e

y como (. solo depende de x,, y 1 < i < n — 1 se tiene que,

[ o= [ gt

Ahora bien, por el teorema de convergencia dominada tenemos entonces

/ %% _ lim u( % _ lim u(, ik
83}1 Q, koo kaxi koo k@xl
_ oGy /
= lim U = — lim
k—o00 Q4 895@ k—o0 Q4 (95171
ou
- 0.
/Q+ Oz;

Note que el paso

[ [ o,
Q+ Oz; Q+a$i 7

no es inmediato puesto que 1 ¢ Z(Q ). Regresando a la definicion de 9 se sigue que

L00 ou ou
- ! — - . 241
/ oz, /Q+ 83:i¢($ , Ty )dx /Q+ . (', —xy,)dx ( )

Recordando que

<8u)*(, ) {g;”(x T, ] <1,0< 3, <1,
T, T,) =

Ox; g—;(x ,—Tn), |2 <1,-1<uwz, <0,

L 00 __/ ou *¢

ou* B ou

de (2.41)) resulta que

o lo que es equivalente

), para 1<i<n-—1. (2.42)
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Consideremos ahora el caso i = n. Sea ¢ € Z(Q). De forma similar al paso anterior
[wlbo [ 2
Q 827” N Q4 5$n7

V(' xy) = o2, x,) — o(2!, —x,), 0<uz, <1, 2| <1

donde ahora

Si multiplicamos por (; y usando la definicion de derivada distribucional, se tiene que

/ "
Q+ Oy, Q+ O,
y ademés
= k(' (kx,). 2.4
T = G+ ki (k) (243
Debemos estimar ahora la integral
k‘/ upC' (k). (2.44)
Q+
Para ello, dado que 1 (2’,0) = 0, por el teorema del valor medio existe z, € (0, z,) tal que
aw / _ Z/}('IJE/7 l’n>
Oxy, (& 2n) = T,
y esto implica que
0 2] = [ral | S, 20)| < Ol
9 n n 83’/’n Pad () — ni»
donde la ultima desigualdad se tiene, pues
., o0, o0, ,
- < —_— — <
)| <[22+ [t -] <
ya que ¢ € Z2(Q). También la funcion ¢’ es una funcion acotada, por lo tanto
%/ Wi (k)| < kC |2
Q+ {0<1’n<%}
<C / |ul
{0<zn<2} (2.45)

= / ’u‘X[o,%]
Q+

< ullze@n X, 2)lza@) = 0,

cuando k — oo. De (2.43)) y (2.45)), aplicando el teorema de convergencia dominada se obtiene

que
/zﬁ¢:—/—@w, (2.46)
Q+ Oy Q+ Ay
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ou* ([ Ou +
8a:i N 8xz ’

donde para cualquier funcion v € Q, v* esta definida por

o 1) = v, x,), T, >0,
—v(2', —x,), x, <O0.

y en consecuencia

Si v € LP(Q,), tanto v* como v estan en LP(Q)). Para mostrar este hecho, notemos lo
siguiente:

Jwr= | arads, + oz, —,) o',
Q Q+ {(z’,xpn):]2’'|<1,— 1<z <0}

y usando un cambio de variable apropiado en la segunda integral, se obtiene que

/|v*|p:2/ P < oo.
Q Q+

Con un argumento similar se puede verificar que v* € LP(Q).

En conclusion, tanto en el paso 2 como en el paso 3, se tiene que % estd en LP(Q) y

como u* € LP(Q) se sigue que u* € WHP(Q). O]
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Conclusiones

Una de las técnicas més ttiles para demostrar medibilidad de funciones y conjuntos en
espacios producto, es la de considerar la coleccion de conjuntos que contenga los conjuntos
objetivo y mostrar que dicha coleccion es una clase monétona que contiene todos los rectén-
gulos y luego aplicar el teorema de la clase monotona.

El teorema de convergencia dominada es uno de los resultados mas importantes en teoria
de integracion , pues permite pasar de limite dentro integral, siempre y cuando la sucesion
de funciones se encuentre dominada pero no necesariamente sea creciente o decreciente, con-
dicion que pide el teorema de convergencia monétona y que, en general, no es facil de tener.

La propiedad de la seccién, descrita al inicio de este trabajo, es la herramienta fundamen-
tal para demostrar y definir propiedades del espacio producto, asegurando que si un conjunto
A es medible en el espacio producto, todas sus secciones son medibles. Dicha propiedad per-
miti6 demostrar el argumento principal en la desigualdad de Minkowski.

El uso de las distribuciones p. descritas en la seccion 3.1 de este trabajo es fundamental en

la demostracion de muchas propiedades de las distribuciones y propiedades de los espacios
de Sobolev.

La particion de la unidad, definida en el capitulo 2 de este trabajo, es utilizada en gran
cantidad de las demostraciones, tanto de la aproximacion por funciones suaves como en los
teoremas de extension.
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