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Articulo 23 de la Resolucion No. 1 de Junio de 1946

“La Universidad no se hace responsable de los conceptos emitidos por sus alumnos en sus

proyectos de grado. Sélo velara porgue no se publique nada contrario al dogma y la moral
catélica y porque no contengan ataques o polémicas puramente personales. Antes bien, que
se vean en ellos el anhelo de buscar la verdad y la Justicia”
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ABSTRACT

This document explains the process to build a Quad-edge library that works together
with a built DEC library, to give a powerful tool to simulate fluid systems using
CGAL. Giving a summary of the experience earned in the process and a formal meth-
odology to test the library. At the end of this document some conclusions of this pro-
cess are given.

RESUMEN

Este documento explica el proceso para construir una libreria de Quad-edge que tra-
baja junto con una libreria de DEC construida, para dar a CGAL una poderosa herra-
mienta de simulacion sobre sistemas de fluidos. Dando un resumen de la experiencia
adquirida en el proceso y una metodologia formal para probar la libreria. Al final de
este documento son dadas algunas conclusiones de este proceso.
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RESUMEN EJECUTIVO

Desde el principio de los tiempos el ser humano ha buscado entender el mundo que le rodea y
para ello se ha valido de herramientas como las simulaciones. Esto ha mejorado el entendi-
miento de los fendmenos naturales, comportamientos sociales, comportamiento del mercado,
entre otros. Gracias a querer encontrar la verdad mediante simulaciones se han generado una
cantidad de aplicaciones que permiten predecir el comportamiento de sistemas antes de ser
construidos, para saber de antemano los verdaderos recursos requeridos para su construccion y
si realmente es posible crearlos, ahorrando dinero, tiempo y esfuerzo en diferentes areas. Las
simulaciones estan descritas en modelos simplificados de la realidad a través de ecuaciones
diferenciales parciales (PDE). Para solucionar las PDE se requieren de soluciones numéricas y
por lo tanto de la ayuda de un computador. Diferentes métodos han sido inventados para resol-
ver estas ecuaciones y realizar simulaciones mediante interacciones locales para afectar la es-
tructura en general sin embargo estas no generan la suficiente precisién necesaria y por esta
razén el método mas usado para encontrar estas soluciones aproximadas es el conjunto de mé-
todos de elementos finitos (FEM). Estos métodos son los méas usados actualmente por los soft-
wares de simulacion por su eficiencia, precisién y estabilidad numérica en la mayoria de los
casos. FEM son métodos que requieren de un alto esfuerzo en el momento en que se plantea el
problema debido a la formulacién de las condiciones de frontera, esto hace que FEM tenga mas
dificultad a la hora de implementarse. Como una hueva apuesta nace el calculo exterior discreto
(DEC) que resuelve las PDE desde un punto de vista diferente basado en el teorema de Stokes.

DEC resuelve las PDE mediante la construccion de operadores basados en combinatorias dis-
cretas y operaciones geométricas aplicadas sobre la frontera de una variedad. Haciendo uso del
teorema de Stokes, DEC plantea resolver el problema en la frontera de la variedad para afectarla
y por lo tanto afectar a la variedad en si. DEC solo requiere de la malla y su dual para lograr
construir los operadores, generando asi la necesidad de tener una estructura de datos topolégica
gue almacene tanto el primal como el dual de una malla. La mejor estructura se Ilama Quad-
edge. Quad-edge permite tener el primal y el dual de una malla, resolviendo cualquier pregunta
de adyacencia mediante combinaciones de dos operaciones. Esta estructura tiene la capacidad
de lograr esas consultas en tiempo O(1) si la malla es especialmente una triangulacion. La idea
de DEC es la reescritura de las PDE en términos de operaciones discretas. De esta manera al
ejecutar dichas operaciones los resultados estaran discretizados reemplazando la funcién de
FEM en las simulaciones.

Las bases para hacer simulaciones es tener una libreria que permita resolver las PDE. Esta
investigacion detalla la construccién de una libreria capaz aplicar los operadores mas impor-
tantes de DEC sobre una triangulacion almacenada en un Quad-edge. Estas dos librerias seran
las bases para en el futuro resolver las PDE con DEC usando Quad-edge. Para alcanzar esto la
investigacion se separ6 en tres fases: construccién de la estructura de datos Quad-edge, cons-
truccion de una libreria de DEC y finalmente las pruebas. Para la primera fase, se realiza inge-
nieria inversa sobre la estructura Half-edge de CGAL para la reescritura en términos de su
estructura hermana Quad-edge. Siguiendo los lineamientos y buenas practicas de la libreria
CGAL construida en C++. Siendo ésta una libreria de altos estandares en términos de geometria
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computacional dota a la estructura de la calidad esperada en generalizacion, optimizacion de
memoriay velocidad de ejecucion, mediante el uso de diferentes patrones de disefio de software
combinados. Al ser una libreria basada en el lenguaje C++ liga la investigacion al uso del len-
guaje de programacion en C++ por lo tanto en la segunda fase se vuelve a hacer uso de la
técnica de ingenieria inversa, esta vez sobre la libreria PyDEC construida en Python con una
estructura de datos topoldgica diferente a Quad-Edge. La idea detrés es reescribir la libreria
PyDEC en el lenguaje C++ y disefiando los algoritmos que se reemplazarian en unas pocas
lineas de cddigo por el hecho de dotar la libreria DEC con una estructura como Quad-edge.
Esta caracteristica es el resultado directo de la investigacion. En la tercera fase se realizé un
plan de pruebas que demuestra que la construccion de las dos librerias se encuentra en un estado
aceptable para su uso. El plan de pruebas estd méas dirigido sobre la libreria de Quad-edge
debido a que esta libreria es la esencia de esta investigacion porque al construir bien los ele-
mentos de Quad-edge es posible calcular los operadores de DEC descritos en el disefio de la
libreria PyDEC. Al estar las dos librerias DEC y Quad-edge basadas en librerias ya existentes
el resultado esperado es que las dos librerias estén basadas en buenas précticas y que funcionen
como extension de las mismas.

Al finalizar estas fases de construccion se obtienen diferentes conclusiones ligadas al uso de la
estrategia de ingenieria inversa y del resultado conseguido al unir estos dos conceptos. También
hay conclusiones independientes por libreria y del lenguaje de programacion usado. El resul-
tado mas directo que esta investigacion arrojé es que usar Quad-edge para resolver los princi-
pios de DEC es la forma mas efectiva en términos de complejidad algoritmica y en el disefio
de algoritmos, gracias a la velocidad y las capacidades que ofrece Quad-edge. Al parecer esta
sinergia que tienen estos dos componentes es adquirida debido a que los dos conceptos estan
basados en el teorema de Stokes. Esta combinacion tiene el potencial de ser un futuro reem-
plazo de FEM. Ademas de mejorar la estabilidad numérica son esos casos donde FEM no la
tiene. Ofreciendo ademas una construccion mas sencilla y con la ayuda de Quad-edge la velo-
cidad requerida en las simulaciones.

INTRODUCCION

La mayor motivacion que genera este proyecto se postula como una pregunta: ¢Para qué simu-
lar?, la respuesta a esta pregunta es porque el ser humano busca entender los fenémenos fisicos
y naturales que le rodean y para esto se ha valido de diferentes herramientas, especialmente
desde la llegada del computador. Esto se debe a que las simulaciones estan basadas en modelos
simplificados de la realidad descritos en términos de ecuaciones diferenciales parciales (PDE
por sus siglas en inglés). Las soluciones de estas ecuaciones diferenciales no se consiguen me-
diante soluciones analiticas por lo que es requerido de soluciones numéricas para llegar a un
resultado aproximado del comportamiento del fenébmeno en cuestion. Para hacer simulaciones
se han inventado diferentes técnicas que van desde mecénica molecular, mecénica Browniana,
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automatas celulares, métodos de Lattice Boltzmann y los métodos actuales mas usados en la
mayoria de software de simulaciones los métodos de elementos finitos (FEM por sus siglas en
inglés). Cada uno de estos metodos tratan de solucionar los problemas en la simulacion desde
puntos de vista diferente en especial los métodos FEM, En pocas palabras FEM trata de apro-
ximar la solucion de las ecuaciones que Navier-Stokes por medio de subdivisiones de un com-
plejo simplicial en elementos conocidos como cubos, esferas entre otros [1]. Estos métodos son
eficientes, pero adquieren una complejidad alta cuando se quiere calcular la frontera del fluido.
En estos casos el mayor esfuerzo que se hace es en algo llamado las condiciones de frontera.
Estas condiciones tienen la posibilidad de inyectar errores de calculo y de precisién donde no
estén bien definida. Si las condiciones de frontera estan bien definidas aun asi existe la posibi-
lidad en casos especiales de generar errores numéricos y hacer que una simulacion de fluidos
consuma mas recursos de maquina de los que deberia [2].

Como una nueva apuesta en el afio 2003, Anil Nirmal Hirani inventa en su tesis doctoral un
concepto llamado célculo exterior discreto (DEC por sus siglas en inglés) [3]. Hirani pretende
solucionar las PDE mediante combinatorias discretas y operaciones geométricas. Esto es posi-
ble debido a que este célculo es basado en el teorema de Stokes. DEC plantea resolver el pro-
blema en la frontera de la variedad para afectarla y por lo tanto afectar a la variedad en si [3].
Este aspecto es un punto de vista diferente debido a que FEM plantea todo lo contrario y por
lo tanto su punto mas complicado es cuando llega a la frontera. DEC ataca el problema direc-
tamente sobre la frontera en cuestion. Esto es inteligente porque la frontera ademas de heredar
la orientacion de la variedad también es de una dimension menor. Esto hace que sea mas sen-
cillo de tratar al reducir la complejidad del problema en una dimension. La idea detras de este
célculo es reescribir las PDE en términos de operaciones discretas planteadas por Hirani. El
problema es ejecutar esas operaciones. Hirani plantea que dichas operaciones son construccio-
nes basadas Unicamente en la malla y su dual. Por otro lado, DEC se construye a partir de una
variedad dada esto implica una ventaja adicional frente a FEM porque no hay necesidad de
construir elementos nuevos. Unicamente con la geometria es suficiente para construir todo el
calculo. Permite eliminar dichas condiciones de frontera porque se esta calculando todo sobre
la misma frontera. Al hacer las operaciones desde este punto de vista se esta ofreciendo la
posibilidad de corregir defectos en los FEM y especialmente la correccion de posibles errores
numéricos [2]. Ademas, Hirani construye una libreria escrita en Python junto con N. Bell [7]
con las funcionalidades de DEC llamada PyDEC.

DEC requiere de una estructura para manipular la malla y su dual. Esto hace que sea necesario
la busqueda de una estructura capaz de responder a las necesidades de DEC, para ello se busca
sobre la libreria CGAL como la libreria por excelencia en geometria computacional. Dentro de
CGAL se encuentra la estructura Half-edge que a pesar de funcionar bien en otros aspectos,
para DEC no es suficiente por lo que a partir de esta estructura se realiza una busqueda llegando
asi a la estructura elegida llamada Quad-edge. Esta estructura esta basada también en el teorema
de Stokes si es usada sobre variedades orientables. Esto es una ventaja porque Quad-edge per-
mite almacenar variedades orientables y no orientables dependiendo de su implementacion. Se
hace uso de complejos simpliciales hechos a partir de tridngulos, la razén crucial para usar
triangulaciones fue por su eficacia en las operaciones de adyacencia al ser la malla una trian-
gulacion [3], ademas de su versatilidad para ser extrapolada en otros poligonos, aunque per-
diendo tal eficacia en las operaciones. Ademas DEC ofrece que esta malla no necesita estar
condicionada, por lo tanto no es necesario tener una triangulacion de Delaunay [19]. Quad-
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edge es la topologia que juega un papel importante en el uso de DEC debido a que esta estruc-
tura permite navegar por la triangulacion y por su dual de forma rapida y simple, permitiendo
que se puedan realizar los célculos de DEC. DEC exige que se tenga informacion del primal y
del dual para la construccion de sus operadores.

El producto final de esta investigacion es el disefio de la libreria de DEC usando Quad-Edge
para CGAL, esto implica que todo el codigo sea compatible con CGAL. Para lograr esto se
construye la estructura de datos Quad-edge de la misma manera que fue construida su estructura
hermana Half-edge dentro de esta libreria. Esta libreria esta construida en C++, permitiendo
dotar a la estructura de toda la potencia de cobmputo que ofrece este lenguaje. Adicionalmente
mejorando la velocidad de computo usando una topologia més eficiente en tiempos de proce-
samiento. Y con el disefio de la libreria de DEC se expone el pseudocddigo de los operadores
principales necesarios para construir la derivada discreta y la estrella de Hodge, gracias a Quad-
edge estos pseudocodigos son sencillos y mucho mas legibles que los que se encuentran cons-
truidos en PyDEC. Esta libreria se encuentra en una cuenta de bitbucket en el siguiente enlace:
https://bitbucket.org/dabm007/quadedgepuj/src/master/

1. DESCRIPCION GENERAL

Oportunidad y problemética

FEM son métodos eficientes y por esta razén son los métodos mas usados en software de si-
mulacion de fluidos. Pero los problemas méas grandes que se ven en estos métodos son: estabi-
lidad numérica [2], discretizacion y complejidad de implementacion. DEC combinado con
Quad-edge corrige estos problemas. Ofreciendo principalmente una forma de discretizacion
distinta, casi al punto de que pareciera que no se hiciera el proceso de discretizacion.

DEC al estar construido bajo los principios del teorema de Stokes permite que las operaciones
se hagan sobre la frontera del fluido y en este caso la frontera del fluido sera una triangulacion.
Por medio del algebra de aristas que otorga Quad-edge se pueda aplicar DEC de una manera
eficiente. Si bien esta investigacion solo llega hasta la construccion de los operadores basicos
de DEC se espera que se pueda usar esta libreria en el futuro y otras investigaciones para la
construccion de los operadores faltantes y asi reescribir las ecuaciones de Navier-Stokes para
ser usadas en una simulacion. Al usar DEC se estan eliminando los problemas mencionados
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con FEM, eliminando las condiciones de frontera que son necesarias para las aproximaciones
de FEM. Reduciendo el nivel de complejidad de implementacion.

Esta construccion podria ser la nueva forma comdn de hacer simulaciones y dando la parada
para que los proximos métodos estén basados en calculos discretos. Aunque con DEC requiere
de altos conceptos de geometria computacional al final la implementacion no sera tan compleja
ni tampoco tan costosa. Se escoge la combinacion DEC y Quad-edge porque los dos se com-
plementan en términos computacionales.

Otra problema encontrado en otras estructuras topolégicas es que ninguna de ellas ofrece al-
macenar el primal y el dual dentro de la misma estructura como lo hace Quad-edge. Es una
oportunidad de uso de esta topologia porque DEC exige operaciones sobre el primal y el dual
de un complex. Quad-edge facilita esa comunicacidn sin tener que hacer procesos adicionales
como otras estructuras que si lo tienen que hacer.

2 DESCRIPCIONDELPROYECTO

2.1. Objetivo general

e Construir una libreria de DEC usando Quad-edge para CGAL.

2.2 Objetivos especificos

e Construir una libreria de Quad-edge en CGAL
e Construir una libreria de DEC con operadores basicos
e Usar la libreria de DEC con la libreria de Quad-edge

2.3 Fases de desarrollo

2.3.1 Levantamiento de requerimientos

En esta etapa se plante6 un plan de levantamiento de requerimientos usando un método de
investigacion evolutiva, el cual requiere de un punto de partida y sobre este realizar la accion
de investigacion hasta llegar a los elementos necesarios. En este caso el punto de partida fue
FEM. Desde aqui se descubren cantidad de trabajo investigativo hasta llegar a una forma crea-
tiva de resolver las PDE. De esta manera se descubre DEC que tiene como pilar fundamental,
estar basado en el teorema de Stokes. DEC requeria de una estructura de datos topoldgica que
tuviera la capacidad de almacenar la malla y su dual. Desde aqui nace como nuevo punto de
partida la libreria CGAL, por ser una libreria de geometria computacional y siendo una de las
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mas usadas. Se empieza una busqueda sobre esta libreria de una estructura que cubra las nece-
sidades de DEC. Esta busqueda se realiza sin éxito pero con una pista, pues se encuentra una
estructura llamada Half-edge. Al realizar una bisqueda alrededor de esta estructura se encuen-
tran otras dos estructuras hermanas y una de ellas tiene la ventaja de almacenar el dual de la
malla sacrificando un poco la eficiencia en memoria pero potenciado por la capacidad de na-
vegar por el primal y el dual de una triangulacion en tiempo O(1). Al seguir investigando sobre
esta estructura se descubre que no solo almacenaba el dual, sino que también tenia la capacidad
de almacenar variedades no orientables si se implementaba una funcionalidad y variedades
orientables si no se hacia. Para terminar esta estructura también esta basada en el teorema de
Stokes. Aqui es donde se atan todos los conceptos. Porque con DEC usando Quad-edge se
podria hablar el mismo lenguaje. Ademas de ser apoyado por trabajos relacionados encontrados
hablando de la eficacia de DEC en la solucion numérica de las PDE y como podria ser una
buena opcidn usar con Quad-edge.

Como se nota, este plan de investigacién evolutiva genera una construccién de conocimiento
basado en un tema inicial y a partir de investigar sobre ese tema se puede encontrar diferentes
proyectos asociados. Encontrar que el teorema de Stokes es el punto esencial detras de la in-
vestigacion fue gracias a que se encontr6 un calculo y una estructura que hablaban sobre este
teorema. Potente razon para parar la investigacion evolutiva y empezar a entender todos los
conceptos asociados: DEC, Quad-edge y CGAL.

2.3.2 Disefio

El disefio de esta aplicacion se realizé bajo el modelo SCRUM, el cual para esta investigacion
consistio en entregas semanales de avances de las diferentes etapas del proyecto. En la etapa
de levantamiento de requerimientos las entregas semanales estaban basadas en la investigacion
evolutiva informando de cada avance encontrado. Esta etapa requirié de un semestre para poder
entender la idea general y los objetivos especificos necesarios para el proyecto y adicional a
eso entender cuales eran los conceptos necesarios para la implementacion. Durante la etapa de
la implementacion se plantearon hitos de desarrollo para las entregas semanales. Estos hitos
consistian en entregas parciales de la libreria inicialmente de Quad-edge. En estas entregas se
analizaban los avances y problemas obtenidos durante la semana. Esto ayudaba a comprender
el problema y daba pie para el siguiente hito de la siguiente semana. De esta manera se podia
ir entregando fracciones de la libreria hasta tenerla terminada. Al realizarse mediante ingenieria
inversa, las primeras semanas fueron disefiadas para la construccion de diagramas sobre la li-
breria Half-edge y la reescritura de esta libreria renombrandola como Quad-edge. Una vez que
la libreria Quad-edge funcionaba con CGAL como si fuera Half-edge, se destind el tiempo para
quitar funcionalidades de Half-edge para luego afadir las funcionalidades de Quad-edge. Una
vez que la libreria quedo terminada las siguientes entregas fueron pruebas sobre la libreria. En
esta fase se us6 una estrategia de realimentacion dependiendo del resultado de las pruebas, se
inician las pruebas con la construccion de un vértice hasta llegar a elementos mas complejos.
Estas pruebas se basaron en validar la construccion de un Quad-edge segun las reglas que un
Quad-edge debe cumplir para cada elemento. De esta manera cada entrega debia tener la prueba
su validacién. Cuando la libreria de Quad-edge estuvo terminada se procedid a hacer lo mismo
con lalibreria de DEC usando la misma estrategia. Lamentablemente el tiempo no alcanz6 para
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su totalidad sin embargo se deja el diagrama de clases que debe seguirse y los pseudocodigos
para la implementacion de los operadores basadas en operaciones simples de Quad-edge.

2.3.3 Implementacion

De acuerdo con el disefio basado en SCRUM utilizado las entregas se hacen semanales,
siguiendo esta idea cada semana se tenia que alcanzar un hito nuevo. Estos hitos fueron
divididos en las dos librerias:

O

e}

Construir Quad-edge

Diagramas
e Diagrama de clases
¢ Diagrama de componentes
¢ Diagrama de paquetes
Renombrar Half-edge por Quad-edge
Quitar funcionalidades de Half-edge
Construccion de Vértices
Construccion de Caras
Construccion Quad-edges aristas
e Construccion de implementacion de plantillas
e Construccion de operadores basicos rot y onext

e Construccion de operadores secundarios (Lnext,

Rnext, Oprev, Sym...)

Construccion de operadores de 1/0

e Método In

e Método Out
Construccion de geometrias basicas

e Construccion y validacion de vértice
Construccion y validacion de aristas
Construccioén y validacion de caras
Constriccidn y validacion de triangulos
Construccion y validacion de tridngulos enfrentados

e Construccion y validacion del conejo de Stanford
Construccién de pruebas

e Cargar vértice
Cargar arista
Cargar cara
Cargar triangulo
Cargar triangulos enfrentados
e Cargar el conejo de Stanford

Construir DEC

Diagramas
e Diagrama de clases
e Diagrama de colaboracion
e Diagrama de componentes

Dnext,
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e Diagrama de paquetes
Reescribir método de paridades usando Eigen
Pseudocodigo de método de paridades
Pseudocodigo de método de fronteras
Pseudocddigo de la derivada exterior discreta
Pseudocodigo de la estrella de Hodge

2.3.4 Plan de pruebas

El plan de pruebas se disefié basado en el articulo de Guibas y Stolfi.

o Pruebas unitarias libreria Quad-edge

Construccién y validez de un punto

Construccioén y validez de una arista

Construccién y validez de un triangulo

Construccion y validez de un complex simple en Quad-edge desde un
archivo plano

Construccion del conejo de Stanford

Validez del conejo de Stanford

2.3.4 Documentacion

Documento de plan de pruebas unitarias libreria Quad-edge
Diagrama de clases libreria Quad-edge

Diagrama de clases libreria DEC

Diagrama de colaboracién

Diagrama de componentes

Diagrama de paquetes

Toda la documentacion se encuentra anexada en el repositorio de esta memoria de grado.
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3. MARCO TEORICO / ESTADO DEL ARTE

Para entender el lineamiento que se siguid en esta investigacion es necesario saber que para
poder construir una simulacion en especial la de fluidos, se deben seguir las leyes que los rigen.
Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones escritas en derivadas parciales
usadas para describir el comportamiento de fluidos newtonianos, esto es, fluidos que tienen
una viscosidad constante o con un cambio de viscosidad despreciable. Estas ecuaciones por lo
general tienen soluciones analiticas con la que se puede saber con total exactitud el comporta-
miento de un fluido, pero no siempre es posible obtener este tipo de soluciones [4]. Asi que
para encontrar soluciones a estas ecuaciones se debe aplicar otro tipo de técnicas que daran
aproximaciones a la solucién. Las aproximaciones son obtenidas generalmente por analisis nu-
mérico y como estas soluciones requieren de infinidades de calculo numérico que normalmente
son realizados por un computador. Aqui es donde empieza esta investigacion, la rama de la
mecanica de fluidos que requieren de soluciones numeéricas.

La mecaénica de fluidos computacional que es la rama que encierra este conjunto de soluciones
numeéricas realizadas sobre un computador. Es una rama ampliamente estudiada, sin embargo,
para esta investigacion la solucion que méas se va a detallar es la de métodos de elementos
finitos (FEM por sus siglas en inglés). FEM es un conjunto de métodos que consiste en apro-
ximar la solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes por medio de subsecciones
acotadas de una malla [5].

FEM nacié como un conjunto de soluciones de varios autores recorriendo desde los afios de
1940 hasta 1960, durante ese tiempo se ha refinado, mejorado y le ha dado la fama que actual-
mente tiene hoy al ser el método mas usado por softwares de simulacién [16]. Gracias a su alto
potencial y estudio ha sido usado en diferentes campos de la fisica como electromagnetismo y
mecanica de fluidos. Ademas de aplicaciones en simulacion de estructuras, medicina, entre
otros. Aunque FEM ha sido ampliamente aceptado, no quiere decir que sea la mejor solucion.
Se ha demostrado que estos métodos tienden a tener problemas numéricos cuando se somete a
ciertas situaciones. En este punto nace DEC como una esperanza de solucién como un aparente
reemplazo de FEM para evitar estos problemas numéricos.

DEC fue inicialmente concebido por Anil Nirmal Hirani, quien en 2003 desarrolla esta teoria
como su tesis doctoral. En dicha tesis menciona la posibilidad de generar soluciones numéricas
mediante el uso de combinatorias discretas y operaciones geométricas realizadas Unicamente a
partir de un complex y su dual [3]. Mediante este calculo se puede reescribir todas las opera-
ciones realizadas en el célculo tradicional como operaciones discretas. Esta es una forma de
discretizacion desde un punto de vista diferente al usado en FEM, aunque los dos trabajan sobre
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la malla en si, FEM debe hacer operaciones locales sobre la malla para ir discretizando uno a
uno los valores resultantes del calculo. Mientras que DEC siempre busca la manera de realizar
el calculo de manera discretizada.

DEC exige que las ecuaciones que gobiernan el fenbmeno a simular sean reescritas en termino
de los operadores discretos. Los operadores son calculados a partir de la geometria y topologia
de la triangulacion. Los operadores son calculos matriciales sobre matrices dispersas. Al ser
matrices dispersas hace que estos célculos y soluciones lineales sean resueltos en O(n). La
memoria estaria ligada a la cantidad de elementos diferentes de cero de la matriz dispersa. La
libreria propuesta en esta investigacion hace uso de la libreria de algebra lineal Eigen y que
resuelve la mayoria de las operaciones que DEC exige en tiempo O(log(n)) [6].

Hirani ha explotado este concepto hasta el punto de construir una libreria junto con N. Bell. La
libreria de DEC que fue escrita en Python detalla la construccion de los operadores que men-
ciona en su tesis doctoral [7]. Adicional hace uso de una estructura de datos topolégica con la
ventaja de almacenar el dual como una construccién matricial donde cada fila de la matriz es
una dimension del complejo simplicial y cada columna es el primal o el dual, es decir solo
habria dos columnas. Esto esta contenido en una clase que hereda de la clase lista de Python
por lo que adicional a esto también almacena informacion adicional de la lista en si. La topo-
logia usada permite acceder a los elementos por dimension y hacer operaciones de dichas di-
mensiones con DEC. Esto significa que se puede aplicar los operadores de DEC a cada dimen-
sién del complejo simplicial.

A pesar de que el trabajo realizado en esa libreria es grandioso, el eslabdn débil es la estructura
topoldgica usada. Para resolver esto se busca en la libreria de geometria computacional por
excelencia CGAL una estructura que pueda adaptarse mas al trabajo de PyDEC, sin embargo
se encontraron dos problemas. Primero usar CGAL implica usar el lenguaje de programacion
C++. PyDEC al estar escrita en Python tendria que ser reescrita en C++. El segundo problema
es que solo se encontré una estructura de datos topolégica que no almacenaba el dual. Esta
estructura es llamada Half-edge. Al investigar un poco mas sobre esta estructura se descubre
gue Half-edge es una de tres estructuras de datos hermanas, que permiten relacionar los ele-
mentos de un complejo simplicial con una alta eficiencia tanto en memoria como en velocidad
de procesamiento. El conjunto de estructuras son: Wing-edge [8], Half-edge [9] y Quad-edge
[10] son topologias disefiadas para mejorar el rendimiento al realizar consultas de adyacencia
en tiempos de ejecucion O(1).

Segun esta investigacion Quad-edge es la estructura topoldgica mas adaptable con los calculos
de DEC, la razon es simple. DEC exige que los calculos como derivadas o integrales tengan
acceso al dual de un complejo simplicial y ademas de las otras estructuras, Quad-edge es la
Unica que almacena el dual. Esto se puede ver mejor en la siguiente tabla:

Complejidad | Complejidad | Tiene acceso | Implementa- | Variedad
algoritmica | en memoria | al dual? cion en | orientable
CGAL?
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Wing-edge 0O(1) ¥(2n) No No Si
(8]
Half-edge [9] | O(1) Z(2n) No Si Si
Quad-edge o) >(4n) con n | Si No Siy No
[10] la cantidad

de aristas

Como se puede apreciar en la tabla, Quad-edge parece tener una desventaja en cuestion de
memoria y que no tenga una implementacion en CGAL. Claramente esta estructura consume
mas memoria que otras estructuras sin embargo lo compensa el hecho de almacenar el dual del
complejo simplicial. Almacenar el dual y aun asi seguir con la misma complejidad algoritmica
es una ventaja sobre las otras estructuras ain mas grande que su desventaja [10]. Quad-edge
permite almacenar ademas variedades orientables y no orientables dependiendo de la imple-
mentacion. DEC requiere acceso constante al dual del complejo simplicial, si bien DEC puede
ser desarrollado con cualquier otra estructura eso aumentaria la complejidad algoritmica porque
implicaria calcular el dual de la malla en un pasé anterior y almacenarla en cache para que no
se vuelva a calcular, pero en el momento en que la malla sufra una deformacion se tendria que
calcular nuevamente su dual.

Quad-edge parece la estructura ideal para esto debido a su poder de almacenar el dual y el
primal en la misma estructura. Como también calcularlo implica recorrer la lista de vértices y
caras una sola vez [10]. Si se estan leyendo desde un archivo. La idea de la investigacion es la
construccion de una libreria de DEC que use Quad-edge como topologia y que esté construida
sobre CGAL, es decir que hay que tomar la libreria de Hirani como un modelo a seguir para
traducirlo al lenguaje de programacion C++ por el hecho de que Quad-edge va a ser una es-
tructura extensiva de la libreria CGAL vy esta libreria esta en C++.

4. TRABAJOS RELACIONADOS

El trabajo mas relacionado a esta libreria es la misma libreria de Hirani [7] porque es eso lo
que se quiere construir para que trabaje sobre CGAL. De hecho, esto hace mas sencillas las
cosas al momento de probar la libreria. Se sabe que la libreria trabaja como se espera si arroja
los mismos resultados que la libreria de Hirani. Pero la idea de esta libreria es que sea también
una actualizacion de la libreria de Hirani debido a que ésta no usa una estructura topolégica
convencional y que provoca lentitud de procesamiento en mallas con millones de poligonos.
Esto es una de las cosas que Quad-edge entraria en principio a solucionar gracias a su eficien-
cia.

DEC también ha sido ampliamente investigado al punto de que con este célculo se han podido
hacer simulaciones en distintas areas de estudio. En el estudio presentado por Mahbod Salmasi

Pégina 20



Pontificia Universidad Javeriana Memoria de Trabajo de Grado - Investigacion

y Michael Potter se puede apreciar de una forma elegante como se traduce las ecuaciones de
Maxwell discretizando unicamente sus formas diferenciales a través de DEC mediante el uso
de los operadores principales la derivada discreta y la estrella de Hodge [17]. Aunque en este
estudio se hace uso de otros métodos numéricos, se puede apreciar la potencia de DEC en
electromagnetismo. Otro ejemplo de DEC usado para resolver problemas de mecénica de flui-
dos como el flujo de Darcy propuesto por Hirani et al. [18] o las mismas ecuaciones de Navier-
Stokes en el articulo de M. S. Mohamed et al. [11].

Otro caso publicado en donde DEC fue usado para simular el pulso de radiacion Gaussiana
sobre antenas [21]. Donde mediante un programa implementado en Java se pudo obtener los
resultados esperados. En este caso también se hizo uso de las ecuaciones de Maxwell discreti-
zadas al nivel de DEC. En el pseudocodigo descrito en este caso demuestra la sencillez que hay
en la implementacion de este tipo de simulaciones aprovechando a DEC.

A pesar de que DEC funciona bien en los casos ya mencionados, se ha evidenciado de que hay
limitaciones tedricas en este calculo a la hora de usarlos para modelos de materiales, esta rela-
cionado a problemas propios de este calculo en el momento de usar los operadores basicos
como la derivada discreta o la estrella de Hodge. Estos problemas estan descritos para algunos
casos especiales en el articulo de P. R. Kotiuga. [20] Donde al final concluye que mediante un
método finito se pueden resolver estos problemas.

En otras situaciones se exponen soluciones como las que involucran a las ecuaciones de Navier-
Stokes, el tiempo de solucion del sistema parece no estar relacionado con el modelo escogido
para representar la superficie [22]. Lo que da mucha flexibilidad a DEC sobre fluidos no new-
tonianos. Por otro lado, el flujo de Darcy parece complicarse un poco mas en ciertas situacio-
nes, debido a que las matrices dispersas que necesita DEC tienen mas elementos diferentes de
cero.

M. S. Mohamed et al. también propone la solucion numérica de la ecuacion de Navie-Stokes
sobre superficies de mallas como triangulaciones [11]. Esto lo hace a partir de la libreria que
construyd y que es lo que se quiere lograr con esta libreria a futuro. Basicamente la libreria que
se presenta en este documento es una actualizacion tanto en lenguaje como estructura topol6-
gica de la libreria de Hirani. Dotando a la libreria de CGAL con esta poderosa herramienta.

Otra libreria que hace uso de DEC sobre superficies de triangulaciones es la construida por
Camilo Rey que presenta una version de todo DEC sobre una estructura de datos topoldgica
ofrecida por la libreria lean-and-mean para Java [12]. Esta investigacion arroja como uno de
los trabajos futuros, implementar la libreria DEC construida por él sobre la estructura de datos
Quad-edge y que de hecho es un resultado directo a porqué se eligen estos dos elementos DEC
y Quad-edge como candidatos iniciales para esta libreria.

Por otro lado, Quad-edge también tiene trabajos relacionados porque es una estructura derivada
de las ideas de otras estructuras topologicas sobre todo con Half-edge. Esta Gltima es una es-
tructura que permite tener dos referencias por arista, para ser mas concretos guarda la referencia
de la arista y la arista en direccion opuesta. Esto facilita recorrer la triangulacién desde cual-
quier vértice, ademas la libreria Half-edge construida en CGAL también almacena las caras
dependiendo de la direccion de la arista. La libreria de Half-edge en CGAL es la pieza clave
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de la construccion de la libreria de Quad-edge en CGAL [13]. Porque es adaptar la arquitectura
ya propuesta por CGAL en la construccion del Half-edge; en la construccién de Quad-edge.

Otro trabajo relacionado con la estructura Quad-edge fue el realizado por Leonardo Florez et
al. Para expandir la libreria ITK para el procesamiento de imagenes [14]. En esa extension se
desarrollé la estructura de datos topoldgica Quad-edge escrita en C++, la razon por la que no
se uso esta libreria es porque fue desarrollada con los patrones de disefio de ITK. La forma en
la que esta construido CGAL es diferente a la de ITK, empezando por que son dos librerias que
se usan en contextos diferentes. Sin embargo, esta libreria fue una guia muy util en el disefio
de operadores del Quad-edge.

|- TOPOLOGIA

La topologia es la estructura I6gica que relaciona los elementos dentro de un complex. A partir
de ésta se puede conocer toda la informacion de la malla por medio de preguntas de adyacencia.
Esto es, saber qué arista esta a la izquierda de otra, que puntos conectan una arista o que caras
comparten una arista. La topologia es una herramienta til a la hora de hacer todo tipo de ope-
racion, ademas dota a la triangulacion de elementos adicionales. Al ser una representacion 16-
gica no solo se esta tratando a un punto como una coordenada en un espacio de dimensiones,
sino también de un elemento que puede o no albergar informacion adicional. En algunos casos
comunes los puntos suelen llevar informacion de color. Si el problema fuera darle color a las
caras se pueden hacer diferentes soluciones, una de ellas seria recorrer todas las caras y pre-
guntar por el color de todos los vértices para sacar un color ponderado y asignar el color resul-
tante a la cara. Pero esto solo seria posible si por debajo de la geometria existe una estructura
que permita recorrer las caras de la triangulacion y que a partir de las caras se pueda recorrer
los vértices que la componen. La topologia es la solucion a este problema.

Sabiendo la importancia de la topologia, ahora hay que saber que existen diferentes estructuras
de datos que las representan. Para esta investigacion no es necesario conocer todas las estruc-
turas creadas debido a una limitante. La libreria CGAL tiene desarrollado una estructura de
datos Ilamada Half-edge [13] y esta estructura funcionaria en combinacion de DEC pero im-
plicaria un esfuerzo en términos computacionales. Esto sugiere a usar otra estructura que encaje
con el estandar de CGAL. Siguiendo este orden de ideas la investigacién sugiere usar estruc-
turas similares a Half-edge.

Se estudiaron topologias bien conocidas, que por su construccion son altamente eficientes en
términos computacionales. Que realmente son estructuras hermanas de Half-edge y esta es la
Unica estructura construida en CGAL. Al final la estructura Quad-edge es la que mejor se
adapta a las operaciones de DEC, razon por la cual es la estructura en la que se basa més la
investigacion. Junto a ella se realiza la construccion de la libreria con el diagrama de clases
usando como base la libreria CGAL.

1. Wing-edge

Winged-Edge es una de las estructuras mas antigua para hacer representaciones de una malla
de poligonos. Esta estructura de datos contiene la informacion de vértices, aristas y caras
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mediante tres tablas de informacion. La primera para conocer los “winged” de cada arista, esto
es, las aristas adyacentes a una arista dada. La segunda tabla para mantener la informacion de
todos los vértices dentro de la malla de poligonos y una tercera para conocer todas las caras de
la malla en cuestion [8].

Esta representacion es bastante buena en cuanto la malla esté compuesta por poligonos simples.
Esto no quiere decir que no se pueda representar una malla compuesta por poligonos con hue-
cos. Aunque si lo puede hacer, para ello se deben hacer algunas adiciones o consideraciones
gue aumentan el tamafio de las tablas nombradas arriba, lo cual tiene complicaciones de me-
moria. Ahora si se tiene en cuenta que en una simulacion la malla de poligonos va cambiando
su forma con respecto al tiempo, en la cual esta malla se va deformando y quizas cambiando
también el tipo de poligono por la cual estd compuesta. Esto hace pensar que Winged-Edge no
serfa una buena estructura de datos para la simulacién de fluidos. Si bien Winged-Edge no es
la mejor topologia para simulacion de fluidos, ésta le va a dar una propiedad Unica a sus dos
estructuras hermanas, que es la capacidad de responder una gran mayoria de preguntas de ad-
yacencia en tiempo constante, ademas también le da las piezas claves en la construccidn de la
estructura de datos.

2. Half-edge

Half-Edge es una adaptacion de la estructura de datos anterior, en el cual se tiene la mitad de
la informacion ocupando menos espacio que el Winged-Edge, sin embargo, esto también limita
su uso drasticamente. Al perder informacion también pierde el alcance que ya tenia su estruc-
tura padre. Esto limita al Half-Edge a solo funcionar en geometrias de variedad 3 sin ninguna
clase de huecos vacios.

Esta estructura de datos es valiosa en términos de tiempo debido a su herencia de su estructura
antecesora pero no permitiria una representacion geométrica del tipo de simulacion que se
quiere lograr [9].

Esta estructura esta implementada y ampliamente usada en la libreria de datos de CGAL. Esta
estructura esta implementada mediante el uso del patron de rasgos, la cual dota a la estructura
la capacidad de ser usada por cualquier tipo de dato que le entre a la topologia, y en CGAL
estos tipos de datos estan almacenados en algo llamado un Kernel. El Kernel define los ele-
mentos que se van a usar geométricamente hablando y también los tipos de datos que se va a
almacenar en las estructuras geométricas. Gracias a esto CGAL puede alternar entre diferentes
Kernel y aun asi poder utilizar la estructura Half-edge sin ningln inconveniente. Esto es clave
porque la libreria de Quad-edge sigue este mismo patrén de disefio haciendo que también esta
estructura tenga tal flexibilidad.

3. Quad-edge

Quad-edge es una estructura de datos creada por Leonidas Guibas y Jorge Stolfi [10], usada
para almacenar la informacion topolégica de un complejo simplicial y su dual. La construccion
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de esta estructura esté descrita en una serie de pasos logicos. Describiendo desde cual seria la
topologia de un punto hasta la de una triangulacion. Como su nombre lo indica, en Quad-edge
se involucran cuatro Quad-edge por cada arista: la arista en si, el rotacional, su inverso y el
inverso del rotacional. Con estas referencias es posible viajar a través de una estructura.

Todo esto es posible mediante dos operaciones basicas de adyacencia el Rot (rotacional) vy el
ONext. La operacion Rot permite viajar entre el primal y su dual y viceversa. Si se le aplica
Rot a una arista, esa funcion debera devolver la referencia al dual de dicha arista. Mientras que
el ONext permite moverse en algo llamado el anillo de aristas, que basicamente es el conjunto
de aristas incidentes en un vértice dado. Una forma de ver esta estructura es imaginarse a la
referencia ONext como paradas de un bus inter dimensional dentro de una ciudad. Viajar por
el bus de la ciudad permite recorrer la ciudad entera. Por otro lado, la referencia Rot es una
dimensidn alterna de la ciudad. El bus seguira existiendo y parando en los ONext de esa nueva
dimensioén y viajara sobre la misma ciudad en una dimension distinta. Al usar nuevamente la
referencia rot regresaria a la dimensién original. Eso quiere decir que con esas dos referencias
es posible recorrer toda la triangulacion y todo el dual.

X
“nex v
%]
P2 (e
Dpre, ~ @7 % __
arista (et~ getrot()
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rotinv rot
. 21 ]
sym
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,wgl [ ] 0,
0 T %y,
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llustracion 1. Esquema de operaciones de Quad-edge.

La estructura Quad-edge tiene ademas unas operaciones secundarias para poder circular alre-
dedor de la estructura en un sentido u otro. Lo interesante es que estas operaciones adicionales
son construidas como combinaciones de las dos operaciones basicas. Como mencioné el
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rotacional sirve para cambiar de una dimension a otra y por lo tanto en la llustracion 1 se
muestra como aplicando la funcién get rot sobre “el” se puede llegar al rotacional, en este
diagrama se representan en flechas de color verde las aristas primales y en flechas negras las
dos aristas duales de “e1”. Si se quiere construir la operacion del simétrico Sym, se debe aplicar
sobre “el1” dos veces la funcion get rot de esta manera ser transportado del primal al dual en
la primera ejecucion y del dual al primal en la siguiente. Por consiguiente, el Quad-edge resul-
tante es el que va en sentido contrario a la arista “e1”. Si se quiere cambiar de arista ya sea
dentro del dual o del primal solo es necesario aplicar alguna de las operaciones secundarias
como Lnext o Rnext dependiendo de hacia donde se quiere trasladar. Se puede dar cuenta el
lector que aplicar Lnext recorreria las aristas de una cara dentro de una triangulacion en sentido
antihorario de las manecillas del reloj.

— I
"x,_f_l — gef_ﬂnexif_gj.-

b

&1

P
lustracion 2. Anillo de aristas. Uso de get_onext para viajar de una arista a la siguiente.

Por otro lado, se tiene la operacidn get_onext que permite recorrer en sentido contrario a las
manecillas del reloj. Tal y como se muestra en la llustracion 2. Asi mismo este concepto ayuda
a gue la estructura no tenga aristas repetidas si una nueva arista es insertada es posible recorrer
todas las aristas del anillo y preguntar si esa hueva arista ya se encuentra. De esta forma aplicar
Onext no solo sirve para trasladarse por la estructura, sino que también sirve para generar uni-
cidad en la estructura de datos topoldgica. Con esta funcion se puede saber en tiempo O(1)
todas las aristas que son incidentes a un vértice.

La estructura de datos Quad-edge permite almacenar variedades orientables si en la implemen-
tacion no se programa un componente adicional Ilamado flip. Este componente dota a la es-
tructura con la capacidad de almacenar variedades no orientables. Para cumplir con el teorema
de Stokes es necesario implementar esta estructura sin el componente flip. Siendo asi la estruc-
tura debe asegurar que cada arista cumpla con cinco enunciados:

E1. Aplicar el rotacional cuatro veces sobre una arista da como resultado la misma arista.

E2. Aplicar la secuencia Rot Onext Rot Onext sobre una arista da como resultado la misma
arista.

E3. Aplicar el rotacional dos veces sobre una arista es diferente a la arista original.

E4. Aplicar el rotacional sobre una arista primal cualquiera, el Quad-edge resultante sera una
arista dual.
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ES5. Aplicar el Onext sobre una arista primal cualquiera, el Quad-edge resultante seré una arista
primal.

Si cada una de las aristas dentro de un complejo simplicial cumple con esta condicion entonces
la estructura de datos topolégica Quad-edge quedd construida de manera correcta. Esto da un
punto de partida para poder probar cualquier construccién de simplices. Adicionalmente, para
gue esto pueda ser posible es necesario actualizar las referencias de los diferentes Quad-edge
involucrados cuando se desea unir dos aristas. Se necesitan una manera de unir las aristas to-
polégicamente. Esta funcion es llamada splice [10], permite que dadas dos aristas se puedan
unir mediante la actualizacion de las referencias Rot y Onext de los Quad-Edge existentes.
Teniendo una triangulacién implica que para construir una cara es necesario unir mediante el
splice al menos tres aristas.

II-DEC

DEC se un célculo discreto basado en el calculo exterior. Hirani propone resolver las PDE por
medio de combinatorias discretas y operaciones geométricas en su célculo exterior discreto.
Para usar este calculo es necesario que las PDE que rigen una simulacion sean reescritas en
términos de los operadores de DEC. Los operadores son construidos a partir de la triangulacion
y su dual y la idea es construir dos operadores basicos: la derivada discreta y la estrella de
Hodge, estas dos operaciones son las operaciones homologas de la derivada y la integral. A
partir de esos dos operadores se construyen el resto de los operadores. Para la construccion de
la derivada discreta se necesitan el arreglo de paridades y el arreglo de frontera. Estos dos
arreglos representan el flujo de dos dimensiones. Si se calcula el arreglo de paridades en una
cara de la triangulacion se obtiene un arreglo binario con la orientacién de la cara, si se calcula
para todas las caras este arreglo tendria tantos valores binarios como caras hay en la triangula-
cion. En cambio, conseguir el arreglo de fronteras de una cara es conseguir la orientacién de
cada arista que conforman la frontera de esa cara, también en un valor binario. Siguiendo ese
orden de ideas, el arreglo de paridades tendria la orientacion de las caras y el arreglo de frontera
va a contener la orientacion de las aristas. La multiplicacion ordenada de estos dos arreglos da
una relacion de flujo o de orientacién entre las caras y las aristas. Este calculo es posible hacerlo
para cada dimension salvo por la tltima dimension de la variedad. A continuacion, se hace una
explicacion de la derivada discreta:

Suponga la siguiente triangulacion:
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(1,2)

v0
(0.1)

(o)

vl
(1,0

llustracion 3 Triangulacién construida con dos triangulos enfrentados.

En la llustracion 3 se detalla una triangulacion simple donde cada arista es representada con la
letra “q”, las caras con la letra “f”, los vértices con la letra “v”. Cada cara y arista tiene una
orientacion. Esta orientacion determinara el resultado de los operadores basicos la estrella de
Hodge y la derivada discreta. En este ejemplo se tiene tres conjuntos claramente identificables
describiendo los simplices que componen el complex:

P = [p0,p1,p2,p3] F =[f0,f1]
Q =1[q0,91,492,4q3,q4]

Estos elementos estan relacionados mediante el flujo que hay de una dimensién a otra. Note
gue la circulacién de una cara no necesariamente va en direccion de la orientacion de las aristas.
Cada arista puede ser representada como una combinacion lineal de los vértices involucrados.
De esta forma las aristas pueden ser reescritas de la siguiente forma:

—q2 = —(v0 —1rl)

g0 =vi—v0
—ql = —(vl —v2)
g3 =13 —vl

—qg4 = —(v2 — v3)

Claro algunas aristas son negativas porque estan apuntando en direccion contraria a la orienta-
cién de la cara asociada. Este conjunto de ecuaciones forma un sistema de ecuaciones lineales
gue pueden ser representadas mediante una matriz de coeficientes que relacione las dimensio-
nes de vértices y de aristas:
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d0 g2 g0 g1 g3 g4
v =1 =1 0 0 0
vl 1
vZ2 0 1 1 0 -1
v3i 0

Esta matriz es la denominada derivada externa. La matriz representa la derivada externa de la
dimension 0. Segun la definicion de este operador es una relacion de una dimension sobre su
dimension superior. La dimension O seria los vértices de la triangulacion, la dimension 1 son
las aristas y asi sucesivamente. Quiere decir que la derivada discreta esta definida a una dimen-
sién menor que la dimensién de un complex de dimension n. Hasta este punto se entiende cual
es la razon de usar elementos de la libreria Eigen. Esta libreria contiene las operaciones nece-
sarias sobre matrices dispersas. Estas matrices estan representadas en la libreria DEC_PUJ en
un formato CSR debido a la representacién natural de tener todos los valores almacenados
como arreglos en filas. Debido a que la construccion de esta derivada se realiza una vez obte-
nido todos los valores es facil almacenar en memoria los resultados de estas matrices. Esta
matriz contiene informacién adicional, se puede apreciar que las filas representan los vértices
y qué relacion tiene con las diferentes aristas, asi como también la orientacion del vértice en si.
Cada columna representa la relacion inversa, cuales puntos estan involucrados en la construc-
cién de una arista y los signos diran cual es la combinacion lineal de dicha arista.

[l - LIBRERIA

Antes de explicar la libreria es bueno dejar en claro que es necesario la construccién de dos
librerias una para DEC y otra para Quad-edge, Sin estas dos librerias no seria posible hacer
simulaciones. Como se muestra en esta investigacion solo se construy6 la libreria de Quad-
edge y se realizo el disefio de la libreria de DEC junto con su disefio de sus algoritmos. Estas
serén las bases para una futura simulacion, se recomienda empezar con la ecuacién de Navier-
Stokes.

Para construir la estructura topoldgica Quad-edge en la libreria CGAL se utilizé la estrategia
de ingenieria inversa sobre la libreria de Half-edge. La intencion fue replicar el cddigo de Half-
edge y luego adaptar la funcionalidad propia del Quad-edge. Al replicar el codigo se mantuvo
el estandar y los patrones de disefios usados por CGAL en la construccion de estructuras de
datos. También se hereda el manejo de memoria y de datos usados por CGAL. De esta manera
Quad-edge sigue el estandar de CGAL.

Siguiendo los lineamientos del desarrollo de la estructura Half-edge de CGAL y teniendo en
cuenta de que la estructura Half-edge no contiene la informacion del dual hace que se replanteé
parte de la estrategia usada en la implementacion de Half-edge. Para resolver esto usé la espe-
cializacion de plantillas. Permitiendo tener flexibilidad de escritura de funciones por dimen-
sion. Esto significa que si las preguntas de adyacencia son realizadas en la plantilla del primal
los resultados estaran acordes a la triangulacion, pero si en cambio la pregunta es hecha sobre
la plantilla del dual los resultados estardn acordes al diagrama de Voronoi. Como se muestra
en la lustracion 4.
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Lo primero que se construyé en la libreria fueron los elementos basicos de la topologia estos
son los vértices, las caras y el mismo Quad-edge, donde los vértices tienen acceso al Quad-
edge principal de la arista. EI Quad-edge tiene acceso a la cara que esta a la izquierda de la
arista y al vértice incidente. Los elementos son clases dentro de la libreria y normalmente
CGAL pide que esos componentes tengan una clase base que permita darle generalidad a la
clase mas importante.

QuadedgeDS_quadedge_base_base

-vertex_ini: Vertex_handle
-left_face: Face_handle

+get_primality(): bool
+..()

! TRefs: Class | { TRefs: Class |
i TPrimality: true ! ' _TPrimality: false:
QuadedgeD5_q uad éﬂﬁé;ifés:é' T QuadedgeDS_quaﬂ'e-ﬂ;‘]-é:EEs-é ----- )
-onext: Quadedge_handle -onext: Quadedge_dual_handle
-rot: Quadedge_dual_handle -rot: Quadedge_handle
+get_rot(): Quadedge_dual_handle +get_rot(): Quadedge_handle
+get_onext(): Quadedge_handle +get_onext(): Quadedge_dual_handle
+sym(): Quadedge_handle +sym(): Quadedge_dual_handle
+.0) £

llustracion 3 Diagrama de clases parcial que representa la estructura Quad-edge como arista dentro de la libreria

Especialmente en la clase que representa al Quad-edge como se muestra en la imagen de arriba,
la clase base tiene la informacion de la cara a la izquierda y el vértice incidente por medio de
atributos. Adicional a eso tiene dos parametros de plantilla _TRefs que es la clase por la cual
se representan toda la estructura topolégica y un booleano _TPrimality que permite al elemento
saber en que diagrama se encuentra. Por medio de la especializacion de plantillas [15] se gene-
ran dos clases diferentes cuando el booleano _TPrimality dice estar en la triangulacion o en el
diagrama de Voronoi, Aunque los atributos de estas dos especializaciones son realmente los
mismos onext y rot, sus tipos no lo son. En efecto, los tipos estan trocados permitiendo a la
estructura escoger gque diagrama usar dependiendo de su primalidad. Se le dice primal a la
triangulacion y dual al diagrama de Voronoi. En esta libreria si la primalidad esta en true se
esta tratando con el primal y si esta en false con el dual.

Péagina 29



Ingenieria de Sistemas <Nombre Grupo Investigacion (BASPI)>

Los atributos onext y rot son iteradores de una clase mas alta llamada QuadedgeDS_list, que
hereda de una clase de CGAL llamada In_place_list. Esta lista funciona de manera similar a
una lista de la libreria estandar std de C++. El tipo de dato del onext es Quadedge_handle que
al ser un iterador de la estructura principal y que a su vez es una referencia al siguiente Quad-
edge en el anillo de aristas, permite que la siguiente referencia también sea posible acceder al
préximo onext o rot de esa nueva arista. Para acceder a esas referencias se usan las funciones
get_rot y get_onext, de esta manera se podrian hacer operaciones como el sym. Sym es tan
sencillo como ejecutar dos veces la funcion get_rot sobre un Quad-edge, al hacer esto se cambia
la dimension dos veces por eso el tipo de retorno deberia ser el mismo del Quad-edge original.
En este caso sym devolvera la arista que va en el otro sentido de la arista original. Asi como el
sym se definen el resto de las operaciones que permiten navegar de cualquier manera por el
primal o el dual descritas en el articulo de Leonidas Guibas y Jorge Stolfi [10].

Cada elemento cara, arista y vértice son envueltos en estructuras para poder condensarlas todas
en una clase general mas grande llamada QuadedgeDS _items_3. Esta clase almacena todas los
elementos para hacer uso de sus tipos como rasgos de la clase. Las envolturas terminan con el
sufijo _wrapper como se muestra en la ilustracion 5. La funciéon de la clase Quaded-
geDS_items_3 es ser usada como anunciante de cuales son los elementos que se van a usar en
la clase mas grande ya mencionada anteriormente Quadedge_list.

QuadedgeDS_items_3

+\fertex_wrapper: struct
+Quadedge wrapper. struct
+Face wrapper: struct

i _TRefs: class
| ; _TTraits: class;

Vertex_wrapper Quadedge_wrapper Face_wrapper

llustracion 4 Diagrama de clases parcial estructura de ftems.

A diferencia de las envolturas wrapper usadas en CGAL en la estructura de Half-edge, Quad-
edge permite tener dos tipos. Los dos tipos son usados para diferenciar el primal del dual y ya
fueron mencionados antes como Quadedge_handle para el primal Quadedge_dual_handle para
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el dual. La clase de items o elementos es usada en la clase QuadedgeDS_list para informarle a
la lista quienes son los tipos de elementos a usar.

La clase QuadedgeDS _list es la clase fundamental de toda la topoldgia porque almacenara
toda la informacion global de la estructura, como por ejemplo la cantidad de caras o cantidad
de Vvétices que tiene la triangulacion. Ademas de poder interactuar con los elementos de me-
moria usados por CGAL llamados Alloc que permitiran reservar el espacio de memoria defi-
nido por el tamafio de la clase a crear. De esta manera si se quiere insertar un nuevo vértice
dentro de la triangulacién, la clase misma reservara el espacio de memoria dependiendo del
tipo de vértice que se esta usando mediante el método vertices_push_back() como se muestra
en la llustracion 4.

Los parametros de entrada de este tipo de clases son normalmente asociadas a la referencia del
objeto entrante. La razdn de porqué se hace esto es para evitar hacer copias de elementos ya
existentes, asi solo se manejaran direcciones de memoria en estos métodos. Este patron es una
herencia de haber construido la estructura de datos Quad-edge sobre la del Half-edge. Gracias
a esta implementacion Half-edge es eficiente en su uso de memoria cuando se construyen trian-
gulaciones.
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i _TTraits: class

«_TQuadedgeDSltems: class

. _TPrimality: bool
__:Alloc: class

QuadedgeD5S_list_types

{ TTraits: class | =
i TQuadedgeDSltems: class :

TPrimality: bool = frue

1 Alloc: class = CG."—'-.L_HLLDC.-‘-‘-._DHUHU:

QuadedgeDs_list

+yertices: Vertex_list

+Quadedges: Quadedge_list
+{uadedges_dual: Quadedge dual_list
+faces: Face_list

+vertices_push_back(v: Vertexs)
+edges_push_back{next: Quadedge&, rot: Quadedge_dual, inv : Quadedge, rotiny: Quadedge_dual)
+faces_push_back(f Face&)

+.0)
QuadedgeD5S_items_3

+\fertex_wrapper: sfruct
+(Juadedge_wrapper: struct
+Face wrapper: struct

llustracion 5 Diagrama de clases parcial, ilustra la clase principal QuadedgeDS_list.

La funcién més especial en el diagrama de arriba es la funcion edges_push_back, es en esta
funcion donde se encuentra el almacenamiento del propio Quad-edge. Esta funcién tiene como
parametros de entrada cuatro Quad-edges haciendo referencia a las cuatro referencias que se
crean cuando una arista es introducida a la triangulacién. Dentro de esta funcién se actualizan
todas las referencias necesarias para que una arista esté bien formada, esto es que cumpla con
los cinco enunciados.

La clase QuadedgeDS _list contiene ademas la informacién en forma de listas de los vértices,
caras, aristas primales y aristas duales. Para tener un acceso directo a la cantidad de simplices
que hay por dimension. Los tipos de esas listas son conseguidas por la clase padre Quaded-
geDS _list_types. Esta clase padre es una clase usada con dos propositos, el primero para darle
generalidad al tipo de lista que se use y para definir todos los tipos en comun. En especial las
listas de los items a usar.

El uso de parametros de plantilla en la clase QuadedgeDS _list permiten aiin mayor flexibilidad,
al usuario que desee usar la libreria. Por medio del parametro de plantilla_TQuadedgeDSItems
se puede introducir una estructura de items que se desee siempre y cuando esa estructura tenga
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los elementos bésicos de los vértices, los Quad-edges y las caras. Cumpliendo con esa condi-
cién un usuario puede crear su propia estructura para afiadir mas informacion adicional a cual-
quiera de los items.

Finalmente, la topologia en si termina con la clase QuadedgeDS_default que hereda de la clase
QuadedgeDS _list, que oculta parte de la implementacion y desenvuelve tipos necesarios para
ser facilmente usados en la declaracion de tipos de la estructura. Siendo esta la clase que da
cara al usuario de la libreria y permitiendo usar esta estructura de datos tal y como se usa en
Half-edge. Teniendo toda la potencia descrita de Quad-edge.

La topologia termina hasta la clase QuadedgeDS_default, pero aun falta poder almacenar la
geometria. En este punto se hablara de clases enfocadas en la geometria, para esto comenzaré
hablando de la clase Quadedge_triangulation_3. Esta clase tiene como proposito controlar los
elementos geométricos de la triangulacion y por esta razén van a haber algunos parecidos con
los diagramas de clases de la topologia. En efecto es necesario tener también elementos como
vértices, aristas y caras. También una clase que los encapsule llamada Quadedge_triangula-
tion_items_3 que permita acceder a estos elementos de manera sencilla y a su vez dando la
flexibilidad para generar estructuras propias y usarlas con ciertos minimos elementos.

QuadedgeTriangulationTraits_3 QuadedgeTriangulationltems_3
-m_kernel: Kernel

5'QuadedgeTrianguIati-;:nnTraiLa_S: class
QuadedgeTriangulationltems_3: class 5
' T_QDS: class = QuadedgeDS_default
_TPrimality: bool
Alloc: class = CGAL_ALLOCATOR(int)

Quadedge_triangulation_3

#gds - QDS
#m_fraits: Traits

+gds(): QDSE&

llustracion 6 Diagrama de clases parcial, detalle Quadedge_triangulation_3

Lo diferente que tiene la clase Quadedge_triangulation_3 es que esta relacionada con una clase
gue controla los rasgos usados entro de la estructura. Esta clase se llama QuadedgeTriangula-
tionTraits_3 como se muestra en la llustracion 5, permitiendo dejar claro que elementos grafi-
cos son los que se van a usar. Para esta libreria se generaliz un poco més los elementos gréaficos
con respecto al Half-edge. Estos elementos son tridimensionales sin embargo las pruebas de
esta libreria estdn enfocadas en dos dimensiones. Sin embargo, se deja la posibilidad del uso
tridimensional en la geometria.

Pagina 33



Ingenieria de Sistemas <Nombre Grupo Investigacion (BASPI)>

La clase Quadedge_triangulation_3 también es altamente flexible y mas que todo en el para-
metro de plantilla T_QDS que por defecto esté la clase QuadedgeDS_default que es la clase
que alberga la estructura de datos topoldgica. Esto quiere decir que algin usuario de la libreria
podria crear su propia estructura de datos Quad-edge y usarla sobre esta triangulacion. Claro,
siempre y cuando se respeten los requisitos minimos de la clase default. Ademas la triangula-
cion tiene acceso a esa estructura de datos, haciendo que se pueda acceder a los componentes
de la topologia mediante el método qds(). Teniendo control total tanto de la geometria como
de la topologia.

1
CGAL_PUJ

—

Lo}

llustracion 8 Diagrama de paquetes, Libreria Quad-edge.

Como se muestra en el diagrama de la ilustracion 8. El diagrama de paquetes de la libreria
Quad-edge tienen dos paquetes definidos. Uno llamado CGAL_PUJ que contiene todos los
elementos conseguidos en la ingenieria inversa para la construccion del Quad-edge y también
de los elementos geométricos de la triangulacion. Dentro de este paquete hay otro llamado 10
gue se encarga de hacer todas las operaciones de entrada y salida de esta estructura. Para mas
detalle puede consultar los archivos adjuntos a esta memoria de grado.

Por otro lado, bajo la misma estrategia de ingenieria inversa se construye una estructura de
clases similar a las dispuestas en la libreria de Hirani, esto implica tener una clase que permita
conseguir el arreglo de paridades y el arreglo de simplices con la frontera de la triangulacion.
Esa clase esta construida con métodos estaticos dentro de la clase para que sean accesibles
desde el nombre de la clase. Como pardmetro de entrada la referencia a la topologia de la es-
tructura. Esto es una ventaja de la construccion de la topologia con los lineamientos de CGAL.
Accediendo directamente al método gds() de una triangulacién quad-edge se puede conseguir
la topologia y con ella lo suficiente para la construccién del arreglo de paridades y la frontera
de la triangulacion.
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¢« TQDS: class )|

DEC_Operators

-d: List<sparseMatrix=
-star: List<sparseMatrix=

Array_Operators

— = -boundary: List<sparseMatrix=
+parity() -Complex: _TQDS
+boundary() -Parities: List<sparseMatrix:

+d()
+star()

+DEC_Operator{gds: _TQDS)

llustracion 9 Diagrama de clases parcial de la libreria DEC, operadores basicos d y estrella de Hodge

La construccion de los operadores d (derivada discreta) y star (estrella de Hodge) es un proceso
gue requiere de alto procesamiento dependiendo del tamafio de la triangulacién. Por esa razon
se propone hacer el procesamiento en el momento que se crea una instancia de la clase
DEC_Operator. De esta manera es posible tener en la memoria del computador el calculo de la
derivada discreta y la estrella de Hodge. Como estas operaciones se pueden obtener por cada
dimension, son guardadas en la posicion de la dimension de cada una de los atributos de la
clase DEC_Operator. Es decir, en el momento de calcular la derivada discreta de la dimension
cero se guardara en la primera posicién del arreglo.

Gracias al parametro de plantilla _TQDS se puede pasar una topologia cualquiera como clase
y de ahi extraer los elementos para la construccién de los métodos d y star. Este pardmetro de
plantilla separa la funcionalidad de Quad-edge y la de DEC. Siendo dos librerias distintas para
que la libreria DEC pueda ser usada con diferentes estructuras de datos topoldgicas Quad-edge
como si fuera un componente plug and play.

I I
DEC_PUJ CGAL_PUJ
-------------- > ]
10

lustracion 10 Diagrama de paquetes DEC y Quad-edge.

En el diagrama de paquetes se puede ver que las dos librerias se encuentran en dos paquetes
distintos. De manera que el paquete CGAL_PUJ pueda ser intercambiado por otro paquete que
contenga una estructura de datos con los accesos basicos a los elementos del complejo
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simplicial. Como se ilustra en la imagen de arriba, Se detalla que aun asi existe tal dependencia
porgque DEC no puede calcular nada sin una estructura topologica.

El diagrama de colaboracion que se muestra en la llustracion 11. Permite establecer la comu-
nicacién que hay en los tres paquetes de la libreria cuando un obj es leido desde el paquete de
10. La idea es que esta libreria se comunica a través del método addFace para afiadir caras a la
triangulacion. De esta manera el paquete CGAL_PUJ tiene la informacion suficiente para cons-
truir los vértices, aristas (quad-edges) y caras que se requieran para forma la cara, manejando
la duplicidad de elementos. Finalmente, con una triangulacién ya formada se debe proceder a
calcular la derivada discreta y la estrella de Hodge.

1: addFace

2: calcular derivada discreta

3: calcular estrella de Hodge

llustracion 11 Diagrama de colaboracién DEC, Quad-edge y 10.

La ventaja de haber combinado una estructura de datos Quad-edge con un célculo como DEC
es la versatilidad que tiene Quad-edge para acceder a todo lo que DEC exige. Esto se puede
detallar en la construccion del algoritmo para conocer la derivada discreta. Inicialmente se ne-
cesita del arreglo de paridades:

Vector v
Foreach face :

q < —face.quadEdgeO0fFace()

temp < —q. get_Lnext()

green << —q. getPoint.x = q. getEndPoint.y — q. getPoint.y * q. getEndPoint.y
while(g! = temp):

green << —green + temp. getPoint. x * temp. getEndPoint. y — temp. getPoint.y =
temp. getEndPoint. y

temp < —temp. get_Lnext()
if green = 0:

v.push(1)
else:

v.push{—1)
return v

Pagina 36



Pontificia Universidad Javeriana Memoria de Trabajo de Grado - Investigacion

Calcular el arreglo de paridades es aplicar a cada cara de la triangulacién un recorrido Lnext
para calcular el teorema de Green. El signo del resultado dir& cual es la orientacion de dicha
cara. Al finalizar el ciclo de caras de la triangulacion el vector v deberé contener la orientacion
de todas las caras. Aplicando la misma idea se procede al célculo del arreglo de frontera:

Vector v
Foreach face :

q < —face.quadEdgeOfFace()
temp < —q. get_Lnext()
while(q! = temp):
if temp. getIniPoint < temp. getEndPoint:
v.push(1)
else:
v.push(—1)
temp < —temp. get_Lnext()

return v

Recorriendo las caras por medio de un ciclo, con cada cara se consigue un Quad-edge incidente.
Con ese Quad-edge se recorre toda la frontera con la funcion Lnext y se analiza el orden lexi-
cogréafico de los puntos que la conforman. Dependiendo de ese orden se da una orientacién u
otra. Una vez obtenido los dos arreglos anteriores solo basta de una multiplicacion de estos dos
arreglos para obtener la derivada discreta:

Vector parites
Vector boundary

Matrix m
Foreach face :

Foreach edge:

m[face.index|[edge. index]| =
parities|face.index] * boundary[edge. index]

return m
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Se recorre las caras y por cada arista de dicha cara se consigue la orientacién en los dos dife-
rentes arreglos y se realiza la multiplicacion la matriz debe comenzar en ceros y tiene dimen-
sion de cantidad de caras multiplicado por cantidad de aristas. Solo los indices involucrados en
el célculo seran llenados y el resto de la matriz quedara en ceros generando asi una matriz
dispersa.

Para finalizar el diagrama de componentes relaciona todas las librerias en juego para la cons-
truccion de la libreria DEC-Quad-edge. En la lustracidn 12 se puede ver que las librerias estan
compartiendo informacion de manera separada ofreciendo su uso como librerias independien-
tes, si bien el resultado de esta investigacion es una libreria que usa DEC junto con la estructura
de datos Quad-edge, al final se construy6 dos librerias independientes para dar flexibilidad a la
libreria. Por un lado poder usar DEC con estructuras de datos topoldgicas distintas y por el otro
el uso de Quad-edge como estructura de datos independiente con la flexibilidad que ofrece la
implementacion de CGAL.

% Import % Export

EEEET R

CGAL_PUJ

%Euild Quad-edge

ORRIEES -

DEC_PUJ

% Exterior derivative % Hodge Star

llustracion 12 Diagrama de componentes de la solucién.
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Estas son las bases de la libreria trabajando en conjunto. Dando como resultados la implemen-
tacion de dos herramientas poderosas para simulacion. Si bien no se realiza una simulacion
debido al tiempo de investigacion. Para méas detalle puede consultar los archivos adjuntos a
esta memoria de grado.

IV - PRUEBAS

La libreria de Quad-edge es capaz de cargar los archivos obj y validar que la estructura esté
bien siguiendo los enunciados que validan gue la estructura Quad-edge quedé bien construida.
Se realiza ese proceso para cada triangulo dentro de la triangulacién. Para este esquema de
pruebas se cargan diferentes archivos obj de prueba. Uno de ellos es el conejo de Stanford. La
validez de esta estructura se calcula en cuestion de milisegundos.

e Triangulo:
o Tiempo medido en segundos:
riangle
Elapsed time building data structure: 0.0112626
Elapsed time validating structure: 6.3e-07
Data structure is valid.

e Triangulos enfrentados:
o Tiempo medido en segundos:
Faced Triangles
Elapsed time building data structure: 0.00699375
Elapsed time validating structure: 9.64e-07
Data structure is valid.
e Estructura con forma de armadillo:
o Tiempo medido en segundos:
rmadilo
Elapsed time building data structure: 3.74063
Elapsed time validating structure: ©.0755296
Data structure is valid.
e Conejo de Stanford:
o Tiempo medido en segundos:
Stanford Bunny
Elapsed time building data structure: 3.97843

Elapsed time validating structure: 0.6925011
Data structure is valid.

Se puede notar que tanto la carga de las estructuras como la validacién de estas no exceden
mas de 5 segundos ni individualmente ni en conjunto. La construccién del Quad-edge involucra
operaciones Onext para saber si una arista existe atn asi el tiempo consumido en el conejo de
Stanford es de tan solo 3.97 segundos. Mientras que la validacion son operaciones de Quad-
edge para cada enunciado. Al ser estas operaciones para triangulacion en tiempo O(1) el tiempo
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consumido en validar la estructura completa es de 0.09 segundos. Demostrando la velocidad
de ejecucion de esta estructura.

V - CONCLUSIONES

A pesar de que Quad-edge es una estructura topoldgica poderosa, se descubrié durante el
tiempo de investigacion de que no ha sido usada en contexto de simulacién especialmente en
la mecénica de fluidos. Si bien es una estructura inteligente ha sido usada mas para la construc-
cion de modelos. Esta estructura es la que mas encaja sobre las operaciones de DEC. La deri-
vada discreta y la estrella de Hodge generan matrices dispersas mediante informacion de la
malla que es obtenida de la topologia. Quad-edge obtiene esa informacion en tiempo O(1),
tanto al primal como al dual de la triangulacién.

Quad-edge es una estructura que tiene mas potencial que los hallados en el marco teérico. Esta
estructura permite conocer demasiadas propiedades de una triangulacion. Por ejemplo, conocer
el convex hull de una triangulacion 2D es simplemente aplicar la operacion Rnext sobre una
arista de frontera y aplicar ese Rnext en la siguiente hasta llegar a la arista original. Aplicar
conceptos de geometria computacional seria demasiado sencillos con esta estructura.

DEC sin duda es un calculo mucho mas simple y directo que los método FEM, trabajar sobre
la frontera de la triangulacion es abordar el problema desde un punto de vista diferente. Usar
el teorema de Stokes como fuente principal en la construccién de este calculo es una idea bri-
Ilante. Al trabajar sobre la frontera se esta evitando trabajar sobre campos vectoriales como lo
exige los FEM.

Por el lado de la libreria, CGAL permite una flexibilidad Gnica cuando se piensa en estructuras
de datos, esto solo es posible gracias a sus médulo independientes de Kernel dentro de su li-
breria. Desarrollar Quad-edge dentro de CGAL es una idea grandiosa, al heredar cada requeri-
miento no funcional que ofrece CGAL esta compartiendo la potencia de esta libreria con Quad-
edge. Dotando a la estructura de ser usada en otros ambientes incluso sin tener que pensar en
DEC.

VI —-TRABAJO FUTURO

La libreria DEC-Quad-edge no esta completa, por el lado de la estructura Quad-edge solo fue-
ron implementadas las operaciones de adyacencia y la creacion de estructuras sencillas. Pero
hay muchas funciones de deformacion de la triangulacion que hacen falta, debido al tiempo de
la investigacion fue necesario simplificar la libreria para un uso mas limitado pero funcional.
Se invita en investigaciones futuras a realizar estos métodos de deformacion.

Desde el lado de Quad-edge es una libreria construida a partir de los lineamientos de CGAL,
esta libreria deberia ser puesta a prueba con diferentes implementaciones de CGAL que usen
estructuras de datos topoldgicas, la idea de construccién de la estructura Quad-edge es que
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fuera usable independientemente del proposito. Como un ejemplo seria interesante hacer un
ejercicio basico de geometria diferencial sobre esta estructura para ver cémo se comporta.

Por el lado de DEC solo fue posible el disefio de los operadores basicos de este célculo, la
derivada discreta y la estrella de Hodge. Sin embargo, existen mas operadores que no fueron
implementados y que hacen parte de este calculo. Aunque los operadores construidos en esta
libreria son los fundamentales, algunas ecuaciones requieren del resto de operadores. La ven-
taja es que estos operadores son escritos en términos de los operadores esenciales asi que la
implementacion de éstos no deberia ser costosa en tiempo.

A gran escala esta libreria fue construida como las bases para realizar simulaciones bajo un
nuevo paradigma. Después de una ampliacién de las librerias DEC y Quad-edge sera posible
programar las ecuaciones de la simulacion en términos de operadores discretos, para poder
obtener las soluciones discretas aproximadas y tener una simulacién al menos en datos de dicho
fendmeno. Una vez se tenga eso se abren dos caminos més una realizar comparaciones sobre
simulaciones que usen FEM para comparar la estabilidad numérica, precision, entre otros. Para
comprobar la eficiencia del uso de estos dos elementos. El otro camino es plasmar esos datos
en una interfaz grafica para ver la simulacion en tiempo real.

La estrategia de ingenieria inversa es excelente para reconstruir un sistema del que uno no tiene
conocimiento alguno. La desventaja es que se requiere de la construccion total del sistema para
entenderlo. Esta desventaja se ve méas grande cuando no hay una buena documentacién del
sistema. Ademas, Seguir los lineamientos de CGAL hace que las implementaciones tengan un
alto componente de flexibilidad. Estudiarlos dan un amplio panorama del poder de C++.
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