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Introduccion

Sea (X, X, p) un espacio de medida o-finito y p un niimero mayor o igual que uno, el con-
junto £P(X) = {f funcién medible a valor real | [y |f|Pdu < 0o} es un espacio vectorial,

sin embargo, al establecer la funcién || - ||, : LP(X) — Rsq, como |||, :== ([x | f|P du)*/?
para f € LP(X), tiene la particularidad que si f € LP(X), tal que ||f|| = 0 no es posible
concluir que f = 0, Esto quiere decir || - || define una seminorma, luego, si se define para

f,g € LP(X) la relacién f ~ g si y solamente si f = g casi toda parte (c.t.p) sobre
X, entonces la relacién ~ es de equivalencia la cual permite subsanar el problema de la
norma y de esta manera el conjunto de LP(X) := LP(X)/ ~ conformado por todas las
clases de equivalencia [f], constituye un espacio de Banach con la norma || -||,, definida por
I[f1ll, = llgll, con g € [f]. De manera general para realizar el estudio del espacio LP(X)
basta escoger solo el representante y por tanto de ahora en adelante se omite el simbolo
de clase de equivalencia [-] y se dird que f € LP(X) de forma intrinseca se entendera que f
es una clase de equivalencia. Otro conjunto importante es L>(X) el cual estd constituido
por todas las funciones a valor real, en el cual existe 0 < M < oo tal que |f(z)] < M
c.t.p. sobre X, dichas funciones son conocidas como esencialmente acotadas, el valor de
M recibe el nombre de cota superior esencial, y definiendo || - || : L®(X) — R>p, como
| flloo :=nf{k € R| p({x:|f(x)| > k}) =0}, Loo(X) constituyen un espacio de Banach
con normada dada por || - ||oe-

Este tipo de espacios fueron estudiados por F. Riesz en el ano 1910 en el articulo [10]
y conforman una clase muy importante de espacios de Banach en teoria de la medida y
analisis funcional, siendo de gran importancia en las aplicaciones en teoria de probabili-
dad, ingenieria y fisica, entre otras. Su importancia y diversas propiedades lo hacen un
foco de estudio y por tanto una motivacion para realizar diversas investigaciones.

En los espacios de medida (X, X, i) se define un atomo A € ¥ de p si cumple dos condi-
ciones, la primera es p(A) > 0. La segunda condicién, para todo subconjunto medible F’
de A, u(F) =0 o bien pu(A\ F) = 0, ademas si para todo conjunto de medida positiva
tiene un subconjunto el cual es un atomo, se dice que (X, 3, 1) es puramente atéomico. si
(X, X, 1) no contiene atomos entonces se dice que es no atémica. Un conjunto medible B
es no atémico si existe un subconjunto medible F' de B talque u(F') # 0y u(B\ F) # 0. Si
el espacio de medida es o-finito, una de las propiedades de interés de los conjuntos atémi-
cos y no atomicos radica en la descomposicion del espacio medible en dos subconjuntos,
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uno puramente atéomico y el otro no atémico como se presenta a continuaciéon

X =BU (U An> ,
n=1
donde {4,,}°, son atomos disjuntos y B es no atémico; esta descomposicién del espacio
de medida serd de gran importancia para el estudio de los espacios LP(X).

Considérese Lo(X) como el conjunto conformado por las clases de equivalencia de funciones
medibles en el espacio de medida (X, %, i) bajo la relacién de equivalencia dada por la
igualdad c.t.p. Si u € Lo(X) es fijo, considérese la funciéon de LP(X) a Ly(X), definida
por

M, (f)(x) :=u(z)f(x) reX,fell(X).

M, es llamado operador de multiplicacién, donde u recibe el nombre del simbolo del ope-
rador. Es importante establecer que propiedades tiene este operador; es decir, se desea
buscar condiciones sobre el simbolo u para M, sea un operador continuo o acotado de
LP(X) en L%(X). También se busca establecer condiciones para que este operador ten-
ga rango cerrado, sea compacto, entre otras propiedades. En el articulo [13], realizado
por Takagi y Yokouchi en el ano 1999, se realiza el estudio del operador de multiplica-
cién M, entre diferentes espacios LP(X) y se establecen condiciones para que el operador
M, : L*(X) — LX) sea continuo y a la vez cémo es la norma del operador M,,. Otra
de las propiedades del operador estudiada es establecer condiciones para que el operador
de multiplicacion tenga rango cerrado. Esta investigacion se tiene en cuenta los valores de
p,q > 1, el simbolo del operador u € Lo(X) y la descomposicién del espacio en su parte
atémica y no atémica. En el articulo [12], realizado por R. K. Singh y A. Kumar en el ano
1979, se establecen condiciones para que un operador multiplicaciéon M, : L*(X) — L*(X)
sea compacto teniendo en cuenta la dimension de el subespacio Z* conformado por todas
las funciones que se anulan en X \ X", donde X" = {z € X : |u(x)| > €}. Como con-
secuencia se desprenden corolarios los cuales seran de gran importancia en el estudio de
los operadores multiplicacién entre espacios LP(X). Los resultados que se van a presentar
en este trabajo de investigacién van a depender de las propiedades que tiene el simbolo
del operador u, la medida p y el espacio de medida como descomposiciéon en su parte no
atémica y atémica.

En este trabajo se pretende estimar o determinar la norma esencial de los operadores
multiplicacién entre espacios LP(X) para p > 1, M, : L’(X) — LP(X), con el simbolo
u € Lo(X), es por ello que se estudian propiedades ya mencionadas, ademas se utilizaran
otros articulos que tengan relacién con los operadores multiplicacién, entre los cuales po-
demos citar los trabajos de H. Takagi y K. Yokouchi [13], R.K. Singh y A. Kumar [12],
en los cuales se basan este trabajo, y ademas los articulos de R. E. Castillo, H. Refeiro,
J. C. Ramos Ferndndez y M. Salas Brown [4] y J. C. Ramos-Fernédndez y M. Salas-Brown
[9]. Estos documentos serviran de apoyo debido a que proveen un analisis del operador
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multiplicacion sobre los espacios de Kothe en el cual se desarrolla los temas que se desean
estudiar como lo son continuidad del operador, si es de rango cerrado ademas si es com-
pacto y uno de los temas méas importante que ha motivado la realizacién este trabajo: la
estimacion de la norma esencial, que hasta el momento del desarrollo de esta monografia,
no se ha encontrado articulos o documentos en los cuales se trate este tema de manera
mas general y le da un aire de originalidad al trabajo propuesto.

Cabe resaltar que en el desarrollo de este trabajo se considera (X, X, u) un espacio de
medida o-finito ya que es una hipotesis fundamental en los articulos revisados. Este docu-
mento consiste de tres capitulos. En el primer capitulo se establecen conceptos principales
de la teoria de la medida, los espacios LP(X), andlisis funcional, y se desarrollaran algu-
nas propiedades de conjuntos atémicos y no atémicos en los espacios de medida (X, 3, u)
o-finito y las funciones en los espacios LP(X).

En el segundo capitulo se estudiara el operador multiplicacion M, : LP(X) — L9(X) para
p,q > 1y donde el simbolo u € Ly(X). Se mostrara bajo qué condiciones el operador mul-
tiplicacion M, es acotado, y se estableceran condiciones sobre el simbolo u para que defina
un operador multiplicacién continuo y ademas se puede estimar la norma del operador;
de igual forma, se estableceran propiedades para los operadores que tiene rango cerrado.
Bésicamente se daran los detalles de los resultados de Takagi y Yokouchi [13] complemen-
tando con ejemplos y analizando los casos que no fueron considerados por estos autores.

En el tercer y ultimo capitulo se estudiara la compacidad del operador de multiplicacién
M, : L’(X) — LP(X), se analizan y se extienden los resultados de R. K. Singh y A.
Kumar [12] y como resultado importante del trabajo de investigacién, también se incluird
un criterio nuevo para los operadores de multiplicacién compactos usando la descomposi-
cién del espacio de medida un su parte atémica y no atomica, al igual se estima la norma
esencial del operador M, : LP(X) — LP(X). Se dan los detalles de los resultados que
aparecen en [2].
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1 Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos, y resultados que son de gran importancia para la
investigacion. Se presentan varios resultados de forma que el trabajo sea auto contenido.

1.1. Espacios de Medida

Los resultados que se han obtenidos en esta investigacion se basan en un buen conocimiento
sobre los espacios de medida y las propiedades de los espacios de funciones medibles. Por
esta razon, en esta seccion se proveen las definiciones y los resultados mas relevantes sobre
este tema.

Definicion 1.1.1. [3, Definicién A.1., p. 419] Dado un conjunto X # (), la coleccién
M C p(X) se dice una o- algebra si satisface las siguientes condiciones

(a) D e .
(b) si £ € ¥ entonces X \ F € .
(c) si{E,}>2, C A entonces 2, E, € M.

Se dice un espacio medible al par (X, .#) compuesto por un conjunto X y una o-algebra
A de subconjuntos de X. Un subconjunto £ de X es llamado medible siempre y cuando
E pertenece a . .

Definicién 1.1.2. [11, Definicién, p. 338] Una medida p sobre un espacio medible (X, .Z),
hace referencia a una funcién no negativa a valor real extendido p : .# — [0, 00| para el
que u(0) = 0 y es aditiva contable en el sentido que para todo coleccién contable disjunta
{E,}22, de conjuntos medibles,

Un espacio de medida (X, ., 1) serd una terna compuesta por un espacio medible (X, .#)
junto con una medida p definida sobre .Z .

Proposicién 1.1.3. Sea (X, . #, 1) un espacio de medida.
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Aditividad finita. Para toda coleccion disjunta {Ey}_, de conjuntos medibles,
p <LnJ Ek) = En:ﬁ‘(Ek)-
k=1 k=1
Monotonia. Si A y B son conjuntos medibles y A C B, entonces
#(A) < u(B).
Si A y B son conjuntos medibles y A C B y u(A) < oo, entonces
u(B\ A) = u(B) — p(A).

Monotonia contable. Para toda coleccion {Ey}32, de conjuntos medibles que cubren
a un conjunto medible F,

W(E) < 3 ().

Una sucesién de conjuntos {Fj}72, es llamada creciente siempre y cuando para cada k,

Ey C Eryq, y es llamada decreciente siempre y cuando para cada k, Eyp,1 C F.

Proposicién 1.1.4 (Continuidad de la medida). Sea (X, .#, 1) un espacio de medida.

(a) Si{EL}2, es una sucesion creciente de conjuntos medibles, entonces

7 (D Ek) = lim p(Ey).

k=1

(b) Si{Ex}2, es una sucesion decreciente de conjuntos medibles para la cual u(Ey) <

00, entonces

1 (ﬁ Ek) = lim p(Ey).

k=1

Definicién 1.1.5. Sea (X, .4, ;) un espacio de medida,

La medida p es llamada finita siempre que p(X) < oo.

La medida p es llamada o-finita siempre que X es la unién de una coleccién de
conjuntos medibles cada uno de los cuales tiene medida finita. Es decir, existe
{Ek}ily C A tal que p(Ey) < ooy X = U2, By

Un conjunto medible E es llamado de medida finita siempre y cuando p(FE) < oo.

Un conjunto medible E es llamado de medida o-finito siempre y cuando E es la
union de una coleccion de conjuntos medibles cada uno de los cuales tiene medida
finita. Es decir, existe {Ey}72, C A tal que u(Ey) < ooy E = Up2 Ek.



1.1 Espacios de Medida 3

Definicién 1.1.6. Un espacio de medida (X, .#, 1) es llamado completo siempre y cuando
A contiene todos los subconjuntos de medida cero, esto es, si E pertenece a .4 y pu(FE) =
0, entonces todos subconjunto de E también pertenece a .# .

Para un espacio de medida (X, .#, 1) y un conjunto medible F de X, se dice que una
propiedad se cumple casi toda parte sobre E o que es valida para casi todo x € E, denotado
por p-c.t.p. E, si existe un subconjunto medible £y de E tal que pu(Ep) = 0 y la propiedad
se cumple sobre E '\ Ej.

Proposicion 1.1.7. Sea (X, . #, 1) un espacio de medida. Se define My a la coleccion
de subconjuntos de E de X de la forma E = AU B donde B € .# y A C C para algin
C € A para el cual 1(C) = 0. Para tal conjunto E se define po(E) = p(B). Entonces
My es una o-dlgebra que contiene a M , 1o es una medida que extiende a p, y (X, Mo, o)
es un espacio de medida completo.

Comentario 1.1.8. Una manera de construir espacios de medida partiendo de uno fijo
(X, M, 1) y G € M, Es posible establecer 4 = {ENG | E € #}y pg(E) = u(E)
para todo E € . De esta manera (G, #q, i) es también un espacio de medida y posee
las mismas caracteristicas del espacio de medida (X, .#, 1), es decir:

» Si (X, A, p) es o-finito, (G, g, 1) también es o-finito.

w Si (X, .4, p) es completo, (G, #g, jic) también es completo.
= Si p es o-finita, g también es o-finita.

= Si u es finita, pug también es finita.

Definicién 1.1.9. Sea (X, .#) un espacio medible. Una funcién f a valor real extendido
definido sobre X es llamada medible (medible con respecto a .#), si se cumple una (y por
tanto todas) de las siguientes condiciones:

(a) Para cada nimero real ¢, el conjunto {z € X | f(z) < ¢} es medible.

()

(b) Para cada ntmero real ¢, el conjunto {x € X | f(x) < ¢} es medible.

(c) Para cada ntimero real ¢, el conjunto {z € X | f(x) > ¢} es medible.
()

)
(d) Para cada ntmero real ¢, el conjunto {z € X | f(x) > ¢} es medible.

El conjunto de las funciones medibles definidas en el espacio medible (X, .#) se denotara

por Lo(X) = Lo(X, A).

Proposicién 1.1.10. Sea (X, #, 1) un espacio de medida completo y Xo un subconjunto
medible de X para el cual (X \ Xo) = 0. Entonces una funcion a valor real extendido f
sobre X es medible si y solo si la restriccion a Xo es medible. En particular, si g y h son
funciones a valor real extendido sobre X para las cuales g = h c.t.p sobre X, entonces g
es medible si y solo si h es medible.
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Teorema 1.1.11. Sea (X, . #) un espacio medible, f y g funciones medibles a valor real
extendido sobre X. Para cualquiera par de niumeros reales o y 3, la funcion af + Bg es
medible. También la funcion f - g es medible.

Teorema 1.1.12. Sea (X, .#, 1) un espacio de medida y { f,} una sucesion de funciones
medibles sobre X, tal que f, — [ puntualmente c.t.p. sobre X. Si el espacio de medida
(X, A, 1) es completo o bien la convergencia puntual es sobre todo X, entonces f es
medible.

Corolario 1.1.13. Sea (X, 4, 1) un espacio de medida y { f,,} una sucesion de funciones
medibles sobre X . Entonces las siguientes funciones son medibles:

sup fn, inff,, limsupf,, liminf f,.

Definicién 1.1.14. Sea (X, .#) un espacio medible. Para un conjunto medible £ la
funcion caracteristica 1g, es la funcion sobre X dada por:

1p(z) = 1, si xek,
P70, st ze X\ E.

Una funcién a valor real i) sobre X es llamada simple siempre y cuando existen una
coleccion finita { £y }}_, de conjuntos medibles y ntimeros reales {c;}7_; tal que

Y = ch 1pg,.
k=1

Luego, una funcién simple sobre X es una funcién a valor real medible sobre X que tomas
un numero finito de valores reales.

Definicién 1.1.15. Sea (X,.#,p) un espacio de medida y 1 una funcién simple no
negativa sobre X. Se define la integral de ¢ sobre X,

[ van,
X
como sigue: si ¢ = 0 sobre X, define
/ b = 0.
E

Por otro lado, sean ¢y, co, . . ., ¢, los valores positivos que toma 1) sobre X, para 1 < k < n,
si By ={z € X | ¢¥(z) = cx}, se define

/ vdp = e p(Ey). (1.1.1)

X k=1

El caso ¢ = 0 sobre X se considera por separado para justificar la convencion 0 - oo = 0.
Ademés, se dice que la expresién al lado derecho de (1.1.1) es oo si para algin k tal que
cx > 0, se cumple que u(Ey) = oo. Para un subconjunto E de X, la integral de 1) sobre
E con respecto a p esta definido por [y ¢ - 1gdu y se denota por [ dpu.



1.1 Espacios de Medida 5)

Definiciéon 1.1.16. Sea (X, .#, ;) un espacio de medida y f una funcién medible no
negativa a valor real extendido sobre X. La integral de f sobre X con respecto a i se
denota y define por

/fdM:SUP{/ ¢du|soessimpley0§¢§f}-
X X

Para una subjconjunto medible E' de X, la integral de f bajo E con respecto a u esta
definida por

/Efd,u::/xf~1Ed,u.

Teorema 1.1.17 (Desigualdad de Chebyshev). Sean (X, .#, ) un espacio de medida, y
f una funcion no negativa sobre X, y A un nimero real positivo. Entonces

p{ze X | fl@)>A}) < /fdu (1.1.2)

Proposiciéon 1.1.18. Sea (X, . #, ) un espacio de medida y [ una funcion medible no
negativa sobre X para la cual [y fdu < oo. Entonces f es finita c.t.p. sobre X y el
conjunto {x € X | f(x) > 0} es o-finito.

Lema 1.1.19 (Lema de Fatou). Sea (X, .#, ) un espacio de medida y { f,} una sucesion
de funciones medibles no negativas sobre X tal que f, — f puntualmente c.t.p. sobre X.
Suponga que f es medible, entonces

/‘fﬁlghmnﬁ/ ndM (1.1.3)
X X

Teorema 1.1.20 (Teorema de convergencia mondtona). Sea (X, .Z, ) un espacio de
medida y {f.} una sucesion creciente de funciones medibles no negativas sobre X. Se

define
f(z) = lm_ fu(z)

para cada x € X. Entonces

HmAﬁ@:ANM (1.1.4)

n—oo

Definicién 1.1.21. Sea (X, .#, ;) un espacio de medida y f una funcién medible no
negativa sobre X. Entonces f es llamada integrable sobre X con respecto a p si se cumple
que

/de,u<oo.

Sean (X, ., 1) un espacio de medida y f una funciéon medible sobre X. La parte positiva
y la parte negativa de f, denotadas por f* y f~, estan definidas por

t=mix{f,0} y f =mdx{-f,0} sobreX.
Tanto f* y f~ son funciones medibles no negativas sobre X, y son tales que

f=rr=fr v Ifl=r+r.
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Definicion 1.1.22. Sea (X, .#, ) un espacio de medida. Una funcién medible f sobre
X es llamada integrable sobre X con respecto a u siempre que |f| es integrable sobre X
con respecto a p. Se define la integral de f sobre X con respecto a u por

/deuz/xﬁdu—/xf*du. (1.1.5)

Para un subconjunto medible £ de X, f se llama integrable sobre E si la funcion f - 1g
es integrable sobre X con respecto a p. En este caso, la integral de f sobre E se denota

/Efdu::/)(f'lEdu.

Teorema 1.1.23 (Prueba de comparacion para integrales). Sean (X, ., ) un espacio

y define por

de medida y f una funcion medible sobre X. Si g es integrable sobre X y domina a f sobre
X en el sentido que |f| < g c.t.p. sobre X, entonces f es integrable sobre X y

‘/de'“‘ S/X’ﬂd,uﬁ/xgd,u. (1.1.6)

Teorema 1.1.24. Sean (X, .#, 1) un espacio de medida y f, g funciones integrables sobre
X.

(Linealidad) Para nimeros reales o, B, a f + [ g es integrable sobre X y
[ar+Bgdn=a [ fdu+s [ gdu.
X X X

(Monotonia) Si f < g c.t.p. sobre X, entonces

/deuﬁ/xgdu-

(Aditividad sobre dominios) Si A, B son subconjuntos disjuntos medibles de X y o € R,
entonces

fdy:aAfdu+/deu.

AUB

Teorema 1.1.25 (Aditividad contable sobre dominios de integracién). Sea (X, .Z, 1) un
espacio de medida y f una funcion medible sobre X. Si {X,} es una coleccion contable de
conjuntos medibles disjuntos cuya union es X, entonces

/de,u:i::l/xnfu. (1.1.7)

Teorema 1.1.26 (Continuidad de la integral). Sea (X, .#,p) un espacio de medida y f
una funcion medible sobre X.

1. Si{X,} es una sucesion creciente de subconjutos de X cuya union es X, entonces

/deu:grolo/)(nfdu. (1.1.8)
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2. Si{X,} es una sucesion decreciente de subconjutos de X, entonces

oo

/ Fdu= Hm/ fdu. (1.1.9)
N, X, n—oo Jx,

Teorema 1.1.27 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea (X, #,p) un
espacio de medida y {f,} una sucesion de funciones medibles sobre X tal que f, — f
c.t.p. sobre X con f medible. Si existe una funcion medible no negativa g, integrable sobre
X que domina a la sucesion {f,} en el sentido

Iful < g c.t.p. sobre X para todo n,

entonces f es integrable sobre X y

lim/fndu:/ fdu. (1.1.10)
n—oo X X

1.2. Atomos y conjuntos no atémicos

En esta secciéon se tratara sobre la descomposicion atéomica de un espacio de medida. Se
clasificaran los espacios de medida en atémicos y no atémicos y se presentara un resultado
sobre la descomposicion atéomica - no atémica de un espacio de medida, el cual sera esencial
en los siguientes capitulos.

En vista de la falta de referencias sobre este tema, en esta seccién se dan todos los detalles
de los resultados que se necesitaran mas adelante.

Definicién 1.2.1. [15, Definicién 1.35., p. 19] Dado un espacio de medida (X, X, 1), un
conjunto medible A € ¥ es llamado atomo para u si satisface las siguientes condiciones:

(a) u(A) >0,
(a) Para todo E € ¥ tal que £ C A se cumple que u(E) =0 o0 u(E) = u(A).

Ejemplo 1.2.2. Considérese el espacio de medida o-finito, (N, p(N), #) donde # es la
medida de conteo. En este caso los conjuntos unitarios son los atomos.

Alternativamente, se tiene la siguiente caracterizacién (véase [7]).
Proposiciéon 1.2.3. Un conjunto A € 33, es un dtomo para p si y solo si
(a) u(A) >0,

(b) Para todo F € 3 se cumple que W(ANF) =0 o bien u(A\ F) = 0.



8 1 Preliminares

Demostracion. Sean A es un atomo para g y F' un conjunto medible de Y. Entonces
FNAE€ZYyesun subconjunto de A por lo tanto u(AN F) =0 o bien u(ANF) = u(A);
pero esta ultima condicion implica que

u(A) = p((ANF)U(A\F))
— j(A) + u(A\ F).

Por tanto p(A\ F') = 0 y se cumple la condicién 2 en la proposicion.

Reciprocamente, si A € ¥ satisface (a) y (b), ademés si £ € ¥ estd contenido en A,
entonces £ = ANE y por la propiedad 2 se tiene u(E) = p(EFNA) = 0o bien u(A\E) = 0;
pero si (A \ E) = 0, entonces se tiene que

pA) = u((B)U(A\E))
wE) + p(A\ E)
p(E)

esto muestra que A es un atomo para . O

De ahora en adelante, si A es un atomo para pu, también se dird que es un atomo para
el espacio de medida (X, ¥, ). Es importante destacar, que si se cambia la medida u es
posible que el conjunto A deje de ser atomo.

Se ilustra la definicién anterior con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.2.4. Si X = {1,2,3,4}, ¥ = {0, X,{1,2},{3,4}} y u la medida de conteo,

los conjuntos {1,2},{3,4} son atomos de la medida p; esto se debe a que no existen
subconjuntos medibles de {1,2} o {3,4} que tengan medida positiva.

De la misma definicién de atomo es posible encontrar dtomos con medida no finita. Un
ejemplo de ello es el siguiente.

Ejemplo 1.2.5. Se considera el espacio de medida, ({1,2,3}, F, i) donde la sigma algebra
es F ={0,{1},{2,3},{1,2,3}} v

07 E:®7
L Beq
MEV=Y o E={2.3),
0o, E=1{1,23).

Para este caso {2,3} es un dtomo y no tiene medida finita.

También es posible que un espacio de medida no posea atomos, tal y como se ilustra en
el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.6. Se considera el espacio de medida o-finito, (R,.#,m), el espacio de
medida de Lebesgue. Este espacio no posee atomos, ya que para cada conjunto medible F’
de medida positiva es posible encontrar un subconjunto de medida positiva con medida
menor que m(F).

El ejemplo anterior dice que es necesario una clasificacion de los espacios de medidas segin
si tienen o no atomos. En tal sentido, se tiene la siguiente definicion:

Definiciéon 1.2.7. Un espacio de medida (X, X, ) se dice atémico si para todo conjunto
medible de medida positiva, éste contiene un a&tomo. Un conjunto F' € ¥ se dice no atomico
si tiene medida positiva y no contiene ningiin subconjunto A € ¥ que sea un atomo para
1. En el caso que X sea no atomico, se dice que el espacio es no atéomico.

Se ilustra esta definicién con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.8. Se considera un conjunto X no vacio, el espacio de medida, (X, p(X), #),
donde # es la medida de conteo. En este caso, los unitarios son los atomos y claramente
todo conjunto medible de medida positiva tiene como subconjunto al menos un conjunto
unitario. Luego, este espacio es atémico. Mientras que el espacio de medida (R, .#,m) de
los conjuntos Lebesgue medibles de R con la medida exterior de Lebesgue es no atémico.

Como propiedad importante, se tiene que los a&tomos no distinguen conjuntos de medida
cero; mas precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.9. Sean A un dtomo para p y E un conjunto medible de medida cero,
entonces el conjunto AU E también es un dtomo para p.

Demostracion. Sean A un atomo para p y E conjunto de medida cero; se va a verificar
que el conjunto medible A U E cumple con las dos propiedades de la Definicion 1.2.1. En
efecto, ya que A C AU E)| se tiene que pu(A) < (AU E), en virtud de la monotonia, y de
aqui que (AU E) > 0. También, como u(E) = 0, se puede escribir

1(A) = p(A) + p(E) = p(AU EB),

y de aqui se obtiene que p(AU E) = u(A).

Para verificar la segunda condicion de la Definicion 1.2.1, se considera un conjunto medible
F tal que F C AUE, entonces F = (FNA)U(FNE)y como E es un conjunto de medida
cero, de igual manera el conjunto F'N E sera de medida cero, ya que FNE C E. Ademas,
de la subaditividad de p, se tiene

p(F) < p(FNA)+p(FNE) = p(FNA),

y como también se tiene que F'N A C F, entonces por la monotonia de la medida, se
obtiene u(FNA) < u(F), con lo cual pu(F) = u(ANF). Por otra parte, como ANF C A
y A es un atomo, se debe cumplir que (AN F) =00 u(A\ F)=0.
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Si (AN F) =0, entonces pu(F) = 0.
En el segundo caso, si u(A\ F) = 0, entonces

w(A) = p(ANF) + p(A\ F) = p(ANF)

de esta ultima relacion, teniendo en cuenta que pu(F) = u(ANF) = p(A) = p(AU E), s
determina que pu(F') = p(A). Finalmente se concluye que p(F') = 0 o bien pu(F') = (AUE)
es decir AU E es un atomo. O

Comentario 1.2.10. Bajo las condiciones de la proposicién anterior, A\ E' también es un
atomo, esto se debe a que A\ E C A con lo cual u(A\ E) = p(A) — u(E) = u(A) y para
todo ' C A\ F medible F' también es subconjunto medible de A, y por tanto u(F) =0
o bien p(F) = p(A) = p(A\ E).

La unién de dos atomos no necesariamente es un atomo; retomando el Ejemplo 1.2.8, si X
contiene al menos dos elementos x1, 25, entonces los atomos {1}, {z2} son disjuntos, sin
embargo, su unién {;,xs} contiene subconjunto propios de medida positiva, los cuales
son los dos atomos {x1} v {x2}.

Otra propiedad que se puede destacar de los atomos tiene que ver con la medida de sus
intersecciones.

Proposicién 1.2.11. Sean A, B dtomos de p. Si p(A) # pu(B), entonces p(AN B) = 0.

Demostracion. Se supone que p(A N B) # 0, de esta forma

n(A) = (AN B) + u(A\ B),

u(B) = p(AN B) + p(B\ A).

Ya que A, B son atomos entonces (B \ A) = u(A\ B) = 0, esto quiere decir que
w(A) = (AN B), w(B)=pu(ANB),
es decir pu(A) = u(B). O

El reciproco del resultado anterior no es cierto; esto queda en evidencia en el Ejemplo 1.2.8.
Si X contiene al menos dos elementos 1, x2, entonces los dtomos {1}, {2} son disjuntos,
sin embargo, sus medidas son iguales. Todavia mas, de la demostracién del resultado
anterior, se puede ver que si A y B son dtomos y u(ANB) > 0, entonces AN By
n(A) = u(B) = p(ANB).

Con la finalidad de particionar la colecciéon de los atomos de un espacio de medida, se
ofrece el siguiente resultado.
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Proposiciéon 1.2.12. Sea & la coleccion de todos los dtomos del espacio de medida
(X, %, 1) y supongamos que o/ # (). Para A, B € &/ se define la relacion

A= B < pu(AAB) =0,

donde /\ denota la diferencia simétrica de conjuntos. Entonces = define una relacion de
equivalencia en < .

Demostracion. Sean A, B y C atomos de p. Dado que u(AAA) = u(h) = 0 entonces
A = Ay la relacién es reflexiva. También es claro que si A = B, entonces u(AAB) =0
y por la propiedad conmutativa de la diferencia simétrica de conjuntos, se obtiene que
u(BAA) =0y con esto, B = A con lo cual la relacién es simétrica. Finalmente, si se
supone que A = By B = C, entonces el conjunto AN B es posible representarlo como se
muestra a continuacion,

ANB=(ANBNC)U[(ANB)\C].

Pero (ANB)\C C B\ C C BAC, con lo cual u([AN B]\ C) < u(BAC) = 0. Como la
medida es no negativa, u([AN B\ C) = 0.

wWANB)=pu(ANBNC). (1.2.11)

Realizando el mismo razonamiento con el conjunto B N C, el cual se puede representar
por medio de la siguiente expresién

BNC=(BNnCNAU[BNC)\ A,
ya que (BNC)\ AC AAB, se tiene que u([BNCJ\ A) =0 y por esta razén
wBNC)=uwAnBNC). (1.2.12)

Por la relacién =, se tiene que u(AAB) = 0y u(BAC) = 0, asi que los conjuntos medibles
A\ B, B\ A, B\ C'y C\ B tienen medida cero, ya que son subconjuntos ya sea de AAB
o de BAC. Luego, las medidas de los atomos A, B y C' se pueden escribir de acuerdo a
los conjuntos a los cuales se encuentran relacionados, de hecho, de las ecuaciones (1.2.11)
y (1.2.12) se obtiene

n(A) = (AN B) + A\ B) = n(ANBNC)
u(B) = p(BNA)+p(B\A) =pu(AnBNC)
w(C) = p(CNB)+pu(C\B)=uANBNC).

Luego, la definicién de atomos implica que los conjuntos A\ (ANBNC)y C\(ANBNC)
deben tener medidas cero. Pero A\ C C A\ (ANBNC)y C\ACC\(ANBNC(C), asi
que se debe tener

PAAC) = (AN C) + (C\ A) =0

y por tanto, A = C. Todo este argumento demuestra que = es una relaciéon de equivalencia
en o/ O
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Comentario 1.2.13. En virtud del resultado anterior, la coleccién &7 # () de los 4tomos de
un espacio de medida (X, X, 1) queda particionada, de tal forma que dos atomos A y B
de i o son disjuntos o son iguales p-c.t.p., es decir, el conjunto donde A y B son distintos
tiene medida cero. En particular, se va a demostrar que en el caso que este espacio de
medida sea o-finito se tendra a lo méas un conjunto numerable de atomos; para esto, se
requiere el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.14. Sea (X, %, ) un espacio de medida o-finito con descomposicion
i=1

tal que para todo i > 1, se tiene que X; € ¥ y u(X;) < co. Ademds, se supone que al
menos un conjunto X; tiene medida positiva y que X; N X; = 0 siempre que i # j. Si A
es un datomo para p, entonces:

(a) p(A) < oo.
(b) Eziste ng € N, tal que A C X,,, p-c.t.p., esto iltimo significa que p(A\ X,,) = 0.

Demostracion. Como la sucesion {X;};°, forma una particién para X y A C X, entonces
se tiene que

3

A= (Xina).

(2

I
—

En particular, para cada ¢ € N se satisface que X; N A es un subconjunto medible de A el
cual es un dtomo, de aqui que p(X; N A) =0 o bien u (X; N A) = pu(A). Luego, si fuese
cierto que para todo ¢ > 1 se cumple que pu(X; N A) = 0, entonces de la o-aditividad de la
medida se tendria que

ut) = w(Owina)

=1

[
hE

u(X; N A)

1

<.
I

=}

Y

lo cual es una contradiccién al hecho que p(A) > 0, ya que A es un atomo. Por tanto, se
puede garantizar que existe k > 1, tal que u(A N X;) > 0. Entonces, usando nuevamente
la definicién de atomo, se debe tener que p (X, NA) = p(A) y por tanto, usando la
monotonia de p y el hecho que p (Xj) < 0o, se obtiene que

1(A) = p (X NA) < p(Xy) < oo

Esto demuestra el item (a). Todavia mas, se tiene que A = (X, N A) U (A\ Xy), y por
esta razon, se puede escribir

p(A) = p (Xe VA) + i (AN X)) = p(A) + i (AN Xi)
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y como todos los conjuntos involucrados tienen medida finita, se concluye que
H(AN Xy) =0
y asi A C X, p-c.t.p. Esto culmina la demostracién de la proposicion. O

Comentario 1.2.15. Del Comentario 1.2.10 se concluye que B = A N X}, es también un
atomo pues éste conjunto es un atomo menos un conjunto de medida cero. Ademas se
tiene que B = A. De aqui que en el item (b), se puede tomar un representante de la clase
de A que estd completamente contenido en Xj.

Por el axioma de eleccion, se puede formar la coleccion o C of que contiene un Unico
representante de cada clase del conjunto cociente o7/ =. Por el comentario anterior,
ese representante A € o se puede suponer completamente contenido en algin X de
la descomposicion o-finita X = |72, X;. En particular, si A y B pertenecen a elementos
distintos de &7/ =, entonces estos conjuntos son dtomos disjuntos y no estan relacionados.
Con esta notacion se establece en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.16. Sea (X, 3, 1) un espacio de medida o-finito con descomposicion X =
U2, X, tal que para todo i > 1, se tiene que X; € X y u(X;) < oo. Ademds, se supone
que al menos un conjunto X; tiene medida positiva y que X; N X; = 0 siempre que i # j.
Entonces, se tienen las siguientes propiedades:

(a) Para cada k € N, el conjunto Xy contiene a lo mds una cantidad numerable de
elementos distintos de < .

(b) El conjunto o es a lo sumo numerable, es decir, ezisten a lo mds una cantidad
numerable de dtomos de p disjuntos dos a dos.

Demostracion. Se fija k € N y se considera el conjunto
J={Aecd |AC X;}.

Se debe demostrar que J es a lo sumo numerable. Con este fin, para cada m € N se define
el conjunto

Jm:{AeJ|u(A)>;}.

Entonces como cada atomo tiene medida positiva, se tiene que

J=J Jm
m=1

De aqui, es suficiente mostrar que cada J,, es finito para concluir el item (a). En efecto,
si Jy, es infinito, entonces se puede encontrar un sucesién {A4,} de atomos disjuntos dos a
dos, todos elementos de .J,,,. Luego, por la o-aditividad de la medida se obtiene

(0] -Su= Sl
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Por otra parte, cada atomo en J,, es un subconjunto de X y por esta razon, también se
tiene que

It (GAJ) < p(Xy) < oo.

Por esta contradiccién, se debe tener que cada J,, es finito. En consecuencia J es a lo
sumo numerable pues es uniéon numerable de conjuntos finitos y con esto se tiene (a).

Finalmente, cada elemento de o esté contenido en algin X y por esta razon se tiene que
A o A
o =|J{Aed|AC X}
k=1
y como por (a) cada conjunto de la derecha es a lo sumo numerable, se concluye que o

también es a lo sumo numerable. Esto culmina la demostracién del resultado. O

Cabe aclarar que, en el espacio de medida (X, X, ), la clase de conjuntos o puede tener
la particularidad que esté constituida por una cantidad finita de &tomos o bien numerable
de atomos, tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.17. Sean (R, .#,m) y (X, p(X),#) con X = {a,b,c}. SeaY =RU X la
unién disjunta de R y X, y considere % = .# U p(X),

» ) e 7,
» SiW e ZF, entonces W=UUV,conU € .#yV € p(X), con lo cual
RUX)\W=RUX)\(UUV)=R\U)UX\ V)
como R\ U e .#y X\ V € pX) se concluye que (RU X))\ W € Z.

» Si{W;}2,, entonces existen {U;}2, C A4 y {Vi}2, C p(X) tales que W; = U; U V;.
Por tanto

Jwi= U wuv)

i=1 =1

como Uj;, V; son disjuntos para 4, j € N, entonces

i=1 i=1 i=1
pero U U, € A y U2, V; € p(X).

De esta manera %, es una o-dlgebra.

Por otro lado, considere

V(W) = m(W\ X)+#(W \ R).
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Claramente v(0) = m(0) + #(0) = 0. Si {W;}32, C .7, entonces existen {U;}2, C A4 y
{Vi}2, € p(X) tales que W; = U; U V; para i > 1.

(G = (o) (G ) )
- m(HU)+#(UV)
= > m ®E+Z#
= S U U# W)

Por tanto, (R U p(X),.#,v) es un espacio de medida, y a su vez la cantidad de atomos es
finita, la cual consiste de los conjuntos medibles {a}, {b}, {c}.

Como consecuencia del resultado anterior, se puede dar otra descomposiciéon del espacio
de medida o-finito (X, ¥, 1) en términos de los d&tomos y de un conjunto no atémico.

Teorema 1.2.18. Sea (X, X, p) un espacio de medida o-finito, o el conjunto de datomos
disjuntos dos a dos definidos después del Comentario 1.2.15 y sea B € ¥ definido por

B:X\(UA)

A

Si u(B) > 0, entonces B es no atémico y ademds

X:Bu(uig. (1.2.13)

Aed

Demostracion. Supongase que B contiene un subconjunto F' € ¥ que es un atomo para i,
es decir, F' € &/. Entonces, como = es una relacién de equivalencia en .o/, existe un tnico
Ay € o tal que F' = Ay, con lo cual u (FAA) = 0. En particular, como F'\ Ay C FAA,,
entonces, por la monotonia de la medida, u (F'\ Ag) = 0. Ademads, por la definicién del
conjunto B, también se tiene que

y por esta razon, se obtiene que
U(F) = i (F\ Ag) + 1(F 1 Ag) = 0

contradiciendo el hecho que el conjunto medible F' es un atomo. Luego, B no puede
contener atomos y la otra parte del resultado sigue de despejar X en la expresion para B.
Esto culmina la demostracién del teorema. O
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Ahora un par de consecuencias de este resultado.

Corolario 1.2.19. Sea (X, X, u) un espacio de medida o-finito y supongamos que <7 # ().
Si X no contiene conjuntos no atomicos, entonces X es la union, a lo sumo numerable,
de dtomos disjuntos dos a dos.

Demostracion. Ya se sabe que en un espacio o-finito, la cantidad de atomos disjuntos dos
a dos es a lo sumo numerable. Como en el resultado anterior, sea

B_X\(UA).

Acdd

Entonces B € ¥ y u(B) = 0, pues si u(B) > 0 entonces, por el teorema anterior, B
seria no atomico. Luego, como la unién de un d&tomo con un conjunto de medida cero es
también un atomo, si distinguimos un elemento Ay € o , se tiene que Cy = AgU B € &/
y es un elemento de la clase de Ay, con lo cual sera disjunto con los otros elementos de
<. En conclusién

X:BU(U A):(BUAO)U U 4|=GCuU U 4

Acd Aed\{Ap} Acd\{Ap}
que era lo que se queria demostrar. O

Finalmente, se escribe la descomposiciéon atémica - no atémica tal y como aparece en
la literatura. Mas precisamente, se tiene el siguiente teorema el cual sera la base de los
resultados que se han obtenidos en este trabajo de grado.

Teorema 1.2.20. Sea (X, X, 1) un espacio de medida o-finito el cual contiene un conjunto
no atdémico y tal que o = { Ay}, es decir, & tiene una cantidad infinita numerable de
atomos disjuntos dos a dos. Entonces existe un conjunto no atomico B tal que

X =BU (U Ak> .
k=1
Demostracion. Se supone que F' € ¥ es un conjunto no atémico para p y, como antes, se
considera el conjunto
B—x\ <U Ak> |
k=1
Se debe ver que pu(B) > 0y el resultado seguird como consecuencia del Teorema 1.2.18. En
efecto, si u(B) = 0, entonces por el Corolario 1.2.19, X es la unién numerable y disjunta
de atomos. En este caso, se puede escribir

X= Cu

k=1
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donde C; = Ay U By Cy = Ay para k > 2. De aqui que, como F' C X se puede escribir
U (CyNF).

En particular, debe existir ky € N tal que p (Cy, N F) > 0 pues, en otro caso, se tendria
que u(F) = 0y esto serfa una contradiccién al hecho que F' es un conjunto no atémico.
Pero por otro lado, también se tiene que Cj, N F' es un subconjunto del dtomo C, y como
1 (Cy, N F) > 0, entonces la definicién de dtomo implica que

:u(cko ﬁF) :/L(Cko)'
Luego, como la medida del a&tomo C}, es finita, se deduce que p (Cy, \ F') = 0 con lo cual
CkomF:Cko\(Cko\F)

se escribe como la diferencia de un 4tomo menos un conjunto de medida cero; asi que por
el Comentario 1.2.10 se concluye que Cy, N F' es un atomo el cual estd contenido en F'.
Esto es una contradiccion al hecho que F' es un conjunto no atémico y por tanto se debe
tener que p(B) > 0. El resultado ahora sigue por el Teorema 1.2.18. O]

Ejemplo 1.2.21. Teniendo en cuenta el espacio de medida definido en el Ejemplo 1.2.17
que se obtiene a través de los espacio de medida ((0,1),.2,m) y (N, p(N), #), se tiene
una cantidad numerable de dtomos que son los unitarios {n} con n € N y un conjunto no
atémico B = (0, 1).

Se finaliza esta seccién con algunas propiedades importantes de los conjuntos no atémicos.

Proposicion 1.2.22. Sea (X, %, 1) un espacio de medida y sea F' € ¥ un conjunto no
atomico de . Entonces

(a) Cada subconjunto medible E de F' con medida positiva es también no atémico.
(b) F es la union disjunta de dos conjuntos no atdmicos.

(c) Siu(F) < oo, entonces existe un conjunto no atomico Gy C F' tal que

w(Gr) < spu(F).

(d) Si p(F) < oo, entonces existe un conjunto no atémico Gy C F' tal que

w(Ga) > —pu(F).
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Demostracion. El item (a) es consecuencia inmediata de la Definicién 1.2.7. En efecto,
si F/ contiene algin atomo A de u, entonces ese dtomo también estaria incluido en el
conjunto F'y por tanto no seria no atémico.

De la definicién de conjunto no atémico, se tiene que el mismo conjunto F no es un
atomo; por tal motivo, la Proposicién 1.2.3 implica que existe un conjunto medible E' tal
que u (FNE) >0y u(F\E)>0.Deaqui que, por la parte (a), el conjunto F' es la
unién de conjuntos no atémicos que son F N E y F'\ E. Esto demuestra el item ().

Finalmente, del item (b), se tiene que F' es unién disjunta de dos conjuntos no atémicos.
De hecho,

pF) =p(FNE)+p(F\E),

luego, como u(F') < oo, entonces

e W(FNE) < Ju(F)

» o bien u(FNE)>—u(F).

N | —

En el primer caso, la propiedad (¢) es valida con Gy = F N E y (d) vale con Gy = F'\ E;
mientras que en el segundo caso, (¢) es valido con G; = F'\ F'y (d) vale con G, = FNE.
Esto demuestra la proposicion. O

Como una consecuencia importante de la proposiciéon anterior se tiene el siguiente resul-
tado el cual serd fundamental para demostrar el teorema que se ha encontrado en esta
investigacion.

Teorema 1.2.23. Sea (X,X,pu) un espacio de medida o-finito y supongamos que éste
espacio tiene un conjunto no atémico. Entonces existe una sucesion {C,} de conjuntos no
atomicos tales que

(1) 1 (Ch) < o0,

(2) Cyy1 € C, para cada n € N,

(3) 0 < 1(Cusr) < = (Cy) para todo n € N,

DO | —

(4) lim u(C,) = 0.

Demostracion. Como el espacio (X, 3, 1) es o-finito, existe una sucesién { X}, de con-
juntos medibles disjuntos dos a dos tales que pu (Xj) < oo para todo k € Ny

X =J X

k=1
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Por hipétesis, existe un conjunto medible F' que es no atémico para p. En particular,
pu(F) > 0y por esta razén debe existir ky € N tal que

0<,M(FﬂXk0)<OO.

Entonces, por la parte (a) de la Proposicion 1.2.22, el conjunto C; = F'N X}, es no atémico
y satisface (1). De aqui que la parte (¢) de la Proposicién 1.2.22 implica la existencia de
un conjunto no atémico Cy C C tal que

1(Cs) < ;M (Ch).

Luego, aplicando de manera recursiva esta misma propiedad, se obtiene la sucesién {C,,}
de conjuntos no atémicos tales que se satisfacen las propiedades (2) y (3). Ademés, por
construccion, también se tiene que

1
p(Cn) < 5mp(C)
y con esto se obtiene la propiedad (4). Esto demuestra el resultado. O

Un ejemplo que ilustra perfectamente el teorema anterior, es el método de la biseccion o
también el método de encajes de Cantor.

Ejemplo 1.2.24. En el espacio de medida (R, .#,m), es posible considerar los intervalos
{(n,n+1]}5°,, los cuales da una particién numerable del conjunto R; asi que este espacio
es o-finito. Una sucesion que cumple con las propiedades del teorema anterior se puede
definir de la siguiente manera: sea Cy = (0, 1] y para n € N se considera

1

Cn+1 = (0, 27 .

De esta manera, Cy,,1 C C,, m(C,) = Qn%l, m(Cryq) = %m(C’n) y también se cumple

1
lim m(C,) = lim

n—00 n—soo 9n—1

=0.

Esto culmina el ejemplo.

Se finaliza esta seccion con el siguiente resultado el cual establece cierta continuidad de
la medida en caso de tenerse conjuntos no atémicos, su demostracion utiliza el Lema de
Zorn y debido a que este hecho no sera usado en las demostraciones de nuestros resultados,
solamente se incluye su enunciado y la referencia por completitud..

Teorema 1.2.25. [1, Corolario 1.12.10., p. 56] Sea (X, X, u) un espacio de medida o-finito
y suponga que E es un conjunto no atémico de . Entonces, para todo numero real v con
0 <r<u(FE), existe un subconjunto medible E, de E tal que p(E,.) =r.
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1.3. Espacios L(X, %, )

Los resultados que se han obtenido en esta investigacion tratan sobre las propiedades del
operador multiplicacién actuando sobre los espacios LP(X, ¥, u). Por esta razén, en esta
seccion se presentan las definiciones y principales resultados referentes a estos espacios
que seran de gran utilidad para los capitulos siguientes. En esta seccién, (X, X, u) denota
un espacio de medida o-finito, el espacio de todas las clases de equivalencia de funciones
medibles sobre X se denota por Lg(X), donde la relacién de equivalencia esta definida
como la igualdad de funciones p-c.t.p. sobre X.

1.3.1. Funciones esencialmente acotadas

Definicién 1.3.1. Sean (X, X, 1) un espacio de medida y f una funcién medible. Para
cada M > 0, se define Eyy = {x € X | |f(z)| > M}, que es medible. El conjunto

A= {M>0]p(Ey) =0} = {M>0] |f(x)] < Mp—ctp.}
El supremo esencial de f, denotado por esssup f o || f||oo, esté definido por
| flloo = esssup f = inf(A),

Con la convencién inf ) = oo.

Definicion 1.3.2. Se define L*>°(X, %, 1), llamado el conjunto de las funciones esencial-
mente acotadas por

L=®(X, %, 1) ={f : X — R es una funciéon medible y || f|c < o0}

Ya que la expresion L°(X, X, u) es muy larga, se simplificard como L*°(X) para hablar
de las funciones esencialmente acotadas. Se menciona ademas que (L*(X), |||, ) es un
espacio de Banach.

1.3.2. Espacios de Lebesgue con p > 1

Definiciéon 1.3.3. Sea (X, 3, 1) un espacio de medida y p un numero real positivo. La
funciéon medible f: X — R se dice que pertenece al espacio pre Lebesgue LP(X, ¥, 1) si

191, = ([ 177 dn)” <0

esto es,
LP(X, % n) = {f : X — R es una funcién medible y / |fIP dp < oo} :
X

Algunas veces se usara la notacién: LP(X).
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Se define la relacién f ~ ¢ siy sélo si f = g p-c.t.p sobre los elementos de L£P(X). ~ es
una relacion de equivalencia, donde la clase de equivalencia de f es

f1={9eL(X)lg~f}.

Debido a que la integral de Lebesgue no distingue conjuntos de medida cero, se define la
norma de [f] € LP(X)/ ~ como ||[f]|l, = ||g]l, para cualquier g € [f].

Definicién 1.3.4. Se define el espacio de Lebesgue LP(X) = LP(X, 3, u) como el conjunto
de clases de equivalencia

LP(X, 3, p) =] 1 f € £7(X, 5, w5,
donde [f] es la clase de equivalencia de f.

En la practica, se escribe f en vez de [f] para efectuar los célculos en LP(X). También
hay que tener presente las siguientes desigualdades.

Teorema 1.3.5 (Desigualdad de Holder). Sean (X, ¥, u) un espacio de medida, 1 < p <

oo ¥y q el conjugado de p tal que %+% =1, haciendo ¢ = oo cuando p=1. Si f € LP(X)
y g € LI(X), entonces el producto f - g pertenece a L'(X) y se cumple

J 17 gldu=11f - glls < 1£lp - Il
Teorema 1.3.6 (Desigualdad de Minkowski). Para 1 <p < ooy f,g € LP(X) se cumple

1+ gllp < [1Fllp + llgllp-

Definicién 1.3.7. Una sucesion {f,} € LP(X) se dice que converge a f en LP(X) siy
solo si

T [~ fll, = 0.

Esto se puede escribir como, f, — f en LP(X) o lim, o fn = f en LP(X). La sucesion
{fn} se dice convergente en medida sobre X a la funcién f si para cada n > 0, se cumple

1im ({2 € X | |fulz) = f(2)] > n}) = 0.

Teorema 1.3.8 (Teorema de Riesz). [11, Teorema 4, p. 100] Si f, — f en medida sobre
X, entonces existe una subsucesion {f,, } que converge puntualmente c.t.p. sobre X a f.

Teorema 1.3.9. [6, Teorema 5, p. 123] Si {f,} es una sucesion de funciones en LP(X)
que converge a f en LP(X), entonces {f,} converge a f en medida.
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1.4. Descomposicion atémica y funciones medibles

Se analizan ahora las propiedades de las funciones en LP(X) cuando se descompone el
espacio en su parte atémica y no atomica.

Proposiciéon 1.4.1. Sean (X, X, u) un espacio de medida o-finito y f € Lo(X). Si A es
un dtomo para | entonces f es constante p c.t.p. sobre A.

Demostracion. Sea f € Lyo(X) y A un dtomo de p. Se supone primero que
I - Lalloc = esssup | f - 14| = oo,

entonces para cada r > 0, el conjunto F, = {z € A | |f(x)| > r} tiene medida positiva.
por otro lado F,, C A, de esta manera u({z € A||f(z)| <r}) = 0 para todo r > 0 ya
que A es atomo, sin embargo,

essinf [f- 14| =sup{r>0|u({zx € A||f(x)|<r}) =0} =

por lo tanto
oo =essinf [f - 14| < esssup|f-14]

con lo cual p({z € Al |f(z)| = oc0}) = pu(A), es decir | f| es constante p-c.t.p. en A.

Ahora, si || f - 14/l < 00, entonces se tiene

J i < p(AF - L]

y para cada n € N el conjunto

1
Go={r e ALIF@I > If - Tale > )

satisface u(G),) > 0. Todavia mas, para n > m se tiene la propiedad G,, C G,. Luego,
como A es atomo y GG,, C A, se puede escribir

W(A) = (AN Gn) + 1(Gy) = u(G,), ¥neN (1.4.14)

y de aqui que u(A\ G,) =0 para cada n € N, es decir

n({zealr@i<is Ll 1}) =0

En particular, esta dltima igualdad implica |f| = || f - 14| p-c.t.p sobre A, pues

[e.9]

{ze Alf(@)| <|If Lall} = U(A\ Gn).

n=1
Ademés

pNF Ll 2 [ fldi= [ 1f]dn
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Asi que por la definicion de G, se obtiene

[ 1= (17 Lalle = 3 ) (Ga). ¥ €N

que junto con la relacion (1.4.14) da

PS a2 [ 11 = (17 Lalle = ) u(4) YneN

haciendo n — oo
HAS - Lalloo = [ 1F1d = 11f - Laloopt(4)
con lo que

1
N(A)/A ’f| dp = ”f ) 1AHoo = |f| j-c.t.p. sobre A.

Finalmente, si A= A" UAT, con A~ ={z € A| f(z) <0}y At ={x € A| f(x) > 0},
la integral

/Alfldu = /Af+du+/Af’du
= [ [ 5

alguna de las integral de f* o f~, es igual a cero, ya que A es un 4tomo y por esta razoén
p(AT) =0 o bien p(A™) = 0; de esta manera, f es constante p-c.t.p. en A. O

El valor de la contante de f en el atomo A se denota por la expresion

F(A) = ,u(lA)/Afd'u (1.4.15)

Con esta notacion, se puede descomponer cualquier funciéon medible como se establece en
la siguiente proposicion

Proposicion 1.4.2. Sea (X,%, ) un espacio de medida o-finito con descomposicion
atomica - no atomica

X=BU (U Ak> :
k=1
Cada funcion f € Lo(X) se puede escribir como

f:f'lB‘i‘if(Ak)-lAk 1w —c.t.p.
k=1

Demostracion. En efecto, como los conjuntos en la descomposiciéon atomica - no atémica
son disjuntos dos a dos, se puede escribir

fr=Ixe=T ey, a)
— FeLe b F e = le b3 f(A) - L,
N k=1

donde la convergencia claro esta es en casi todo X. O
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Ahora se aprovecha esta descomposicion de las funciones medibles para obtener otras
expresiones para la norma que serdn mas convenientes para establecer los resultados de
esta investigacion.

Proposiciéon 1.4.3. Sea (X,%,u) un espacio de medida o-finito con descomposicion
atomica - no atomica

X =BU (U Ak> .
k=1
Para cada f € L>®(X) se tiene

HfHa>=lnéX{Hf-1BHm,ﬂHﬂf(Akﬂ}-
keN
Demostracion. Sea f € L™(X) y || f|loo; entonces

p{ze X [f(@)]>fle}) =0, VEkeN

de manera que los subconjuntos {x € A | [f(2)] > ||fll}, {z € B||f(2)| > ||flloc} ¥
{r e X ||f(z)| > ||flloo} tienen medida nula. Por tanto ||f - 1gllec < ||fl|loo, ademds
£ - 1a,lle < [/l cpra todo & € N.

En particular,

sup [[f - Laglloe < [1flloc;
keN
y yvaque f-14, = f(Ag)- 14, se tiene que
sup || f - La,lloe = sup [f (Ax)| < [|floc-
keN keN

Como consecuencia,
méX{Hf : 1B|\oo>sup!f(z4k)!} < [ flloe-
keN

Para establecer la otra desigualdad, sea
fr=1f 1llels + 3 |f(Ar)|1a,
k=1
de esta manera |f| < f* c.t.p. y por esta razén, también se ve que ,

méx {r|f13\\m,§g§|f<Ak>r} e (M >0 |f(x) < Metp),

con lo cual

1flle < méx {Hf - 1Bum,sup|f<Ak>|} .
keN

fll = méx {Hf s sup If(Ak)l} ,
keN

concluyendo la demostracion. O
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Proposiciéon 1.4.4. Sea (X,X, 1) un espacio de medida o-finito con descomposicion

x=pu(U ).

k=1

atémica - no atéomica

Para cada f € LP(X) con 1 <p < oo se tiene

191 = J, 117 die+ 32 1 (AP Ae)

Demostracion. Sea f € LP(X)conl<p<ooy

X:BU(GAk>

k=1

la descomposicion atémica - no atémica de X. Como los conjuntos en esta descomposicion
son medibles y disjuntos dos a dos, entonces por el Teorema 1.1.25, se tiene

[rran=[ |f|”du+§ [ 1P (1.4.16)

Pero, para cada k € N, el conjunto A; es un atomo de X y ya se ha visto que f es
constante p c.t.p. en Ay, es decir f = f(Ag) en Ay p-c.t.p. y de esta manera

[ 1frdi= [ 1FA0F dn = (AL

Finalmente
191 = J P diee 32 [ 15 d= 11 dcs S 1A (A

Esto culmina la demostracion. O
Como consecuencia inmediata e importante, se tiene.

Corolario 1.4.5. Sea (X, X, 1) un espacio de medida o-finito con descomposicion atémica
- no atomica

X=BU (U Ak) :
k=1
Para cada f € LP(X) con 1 <p < oo se tiene

7 p — 1§ p —
lim /- |17 dp = Jim [ f(Ag)["u(Ax) = 0.

k—o00

Demostracion. En efecto, si f € LP(X), entonces la serie en (1.4.16) es convergente; asi
que por el criterio del término n-ésimo se obtiene

Jim [ A1 dp = Jim |F(AQPR(AR) =0
—00 J Ay, k—o00

que era lo que se queria mostrar. O
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1.56. Operadores lineales en espacios de Banach

Se finaliza este capitulo mencionando las notaciones, definiciones y resultados de un cur-
so de andlisis funcional que se usaron en los siguientes capitulos. Mas exactamente, lo
referente a operadores lineales y sus propiedades.

Atn cuando en secciones anteriores se ha hablado de espacios de Banach, se recuerda
brevemente esta nociéon. Un espacio vectorial X sobre un campo K se dice normado si se
puede definir una funcién || - || : X — R tal que para cada x,y € X y cada a € K se
cumple que

INT ] ||z]| >0, y, ||z|| =0 siy sélo si z =0,
(N2 ] o] = [e|]],

N3 ] flz +yll < [lzll + llyll-

El ntimero real no negativo ||z|| se llama la norma de x. Un espacio normado se denota
por el par (X, | -]|). Una sucesién {z,} de vectores en X se dice convergente, si existe
x € X tal que x,, — z; es decir, si para cada € > 0 se puede encontrar N € N tal que
n > N implica que ||z, — z|| < €. Se dice que la sucesién {z,} es de Cauchy en X si para
cada € > 0, existe N € N tal que n,m > N implica ||z, — x,,|| < €. Un espacio normado
(X, || - ||) se dice de Banach (o completo) si toda sucesiéon de Cauchy en X es convergente
en X.

Se recuerda que si X y Y son espacios normados sobre el campo K, entonces una funcién
T: X — Y que satisface T'(ax +y) = oTx + Ty para todo z,y € X y o € K se llama un
operador lineal. Ademads, si existe una constante positiva c tal que

[Tz < ||z

para todo x € X, entonces se dice que este operador es continuo o acotado y en tal caso,

el niimero
1T} = sup {[| T | |lz|| <1} (1.5.17)
se le llama la norma de 7. Otras cantidades equivalentes son:
1Tl = sup{||Tz| | l|l=]| = 1}
T
= :sup{H 7| |:177§0}
[z

= inf{c>0|||Tz| < c||z|| para todo z € X}.

El conjunto de las transformaciones lineales y continuas que aplican el espacio normado
X en el espacio normado Y se denota por Z(X,Y) y éste resulta un espacio vectorial
normado con la norma de los operadores definido en (1.5.17); de hecho, es conocido que
si Y es un espacio de Banch, entonces Z(X,Y) es un espacio de Banach.

A continuacién se establece cuando la inversa de un operador continuo es también continuo.
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Teorema 1.5.1 (Teorema del operador inverso). [5, p. 91;12.5] Si X y Y son espacios
de Banach y T : X — Y es un operador lineal acotado que es biyectivo, entonces T~ es
acotado.

El rango del operador T': X — Y se denota por T'(X) y su nicleo por Ker (T'); de manera
que y € T(X) si existe x € X tal que y = Tx; mientras que z € X pertenece a Ker (T) si
Tx = 0. Se observa que el operador T" es inyectivo o 1 — 1 si y sélo si Ker (T)) = {0}. Se

dice que el operador T': X — Y tiene rango cerrado si T'(X) = T'(X). En este trabajo sera
de interés averiguar cuando cierto operador tiene rango cerrado; por eso, es conveniente
tener presente el siguiente resultado:

Teorema 1.5.2. Sean X, Y espacios de Banach y T € B(X,Y). El operador T es 1 —1
y tiene rango cerrado si y solo si existe una constante § > 0 tal que

IT2] = 8| (15.18)

para todo x € X.

Un operador 7' : X — Y que satisface la relacién (1.5.18) se le suele llamar acotado
inferiormente (“bounded below”) o acotado lejos del cero.

La investigacién desarrollada en este trabajo de grado trata sobre un criterio para la
compacidad del operador multiplicacién actuando sobre espacios LP(X); por esta razon,
es pertinente recordar la definicién de operadores compactos y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.5.3. [8, Definicién 8.1-1, p. 405] Sean X y Y espacios normados. Un ope-
rador lineal T': X — Y es llamado compacto si T si para todo subconjunto acotado M
de X, la imagen T (M) es un compacto relativo, esto es, la clausura T (M) es compacta.

Equivalentemente, se puede decir que el operador continuo 7' : X — Y es compacto si para
cada sucesién acotada {z,}, la sucesién de las imagenes {T'z,,} contiene una subsucesion
convergente. Todo operador compacto es continuo; claramente el operador nulo siempre
es compacto, mientras que el operador identidad I : X — X serd compacto si y sélo si
dim(X) < oco. Este hecho se puede escribir de la siguiente manera:

Teorema 1.5.4. [8, Teorema 2.5-5, p. 80] Si un espacio normado X tiene la propiedad
que la bola cerrada unitaria M = {x : ||z|| < 1} es compacta, entonces X es de dimension
finita.

El conjunto de los operadores compactos de X en Y se denota por %By(X,Y), y en el caso
que Y = X, se escribe A (X) = HBy(X, X). Se tiene que Hy(X,Y) es un subespacio lineal
y cerrado de A(X,Y); esto ultimo significa que si {T,,} C Bo(X,Y)y T € B(X,Y) es
tal que ||T,, — T'|| — 0, entonces T' € HBy(X,Y).

De hecho, también se tiene la siguiente propiedad
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Teorema 1.5.5. [14, Teorema 7.4, p. 298] Si T es un operador compacto en B(X,Y)
cuyo rango es un subespacio completo de Y, entonces dimT(X) < oo.

Y resulta que el espacio de los operadores compactos es un ideal en el sentido de la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.5.6. Sean X,Y y Z espacio de Banach.
1. SiKe By(X,)Y) yA e B(Y,Z), entonces AK € By(X, Z).
2. SiKe By(X,)Y)yAeB(Z X), entonces KA € By(Z,Y).
Entre los operadores compactos destacan aquellos que tiene rango de dimensién finita.

Definicién 1.5.7. Sean X, Y espacios de Banach. Un operador T : X — Y se dice que
tiene rango finito si T'(X) es de dimensién finita.

El conjunto de todos los operadores de rango finito se denota por %yo(X,Y') y ciertamente
%00(X7 Y) - %0(X7 Y)

Un caso especial de operadores lineales ocurre cuando el espacio de llegada es el campo
K. Los elementos del conjunto X* = A(X, K) se llaman funcionales lineales y acotados y
X* se llama el espacio dual de X. Por lo discutido anteriormente, es claro que

Teorema 1.5.8. S7 X es un espacio normado, X* es un espacio de Banach.

Con la introduccion de este espacio de funcionales se puede definir la convergencia débil
de la siguiente forma: Una sucesién {x,} en X se dice que converge débilmente a x € X
si para todo f € X* se cumple que f (z,) — f(z). En particular, para los espacios LP(X)
se tiene:

Teorema 1.5.9 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea (X, 3, u) un espacio de me-
dida o-finito y T un funcional lineal en LP(X), (1 < p < o0), entonces existe una inica
funcion g € LX) tal que

T(f)= [ fgdn.  ¥feD(X).

Ademds, se cumple
170 = 1lgllg,

donde q es el exponente conjugado de p; esto es, ]l? + % =1.

Como consecuencia importante, se tiene el siguiente aserto que sera de gran utilidad en
la obtencion de uno de los resultados principales de esta investigacion.
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Corolario 1.5.10. Sea (X,X, ) un espacio de medida y 1 < p < oo y q = p/(p — 1)
con la convencion ¢ = +oo si p = 1. Una sucesion de funciones { f,} en LP(X) converge
débilmente a f € LP(X) si

Hm/fngduzf fgdp
X X

n—o0

para toda g € LI(X).

Se finaliza esta seccion recordando el concepto de espacio cociente. Si X es un espacio de
Banach y Z es un subespacio de X, se define la relacion en X

T~y &= Tr—YE L

Entonces ~ es de equivalencia en X y el conjunto cociente por esta relacion se llama el
espacio cociente, el cual se denota por X/Z. Los elementos de este espacio se escriben
como z + Z con x € X. En particular, si Z es un subespacio cerrado de X, entonces X/Z
es un espacio normado con la relacién

|le+ Z|| =inf{||lz+z2|| | z € Z}.

Se estara interesado en calcular esta norma en el caso que el espacio de Banach sea
PB(X,Y), el subespacio cerrado sea (X, Y) y el elemento sea un operador multiplicacion.
En tal caso, se le llamara la norma esencial.



2 Operador Multiplicaciéon actuando
entre dos espacios LP(X)

Sea (X,X,p) un espacio de medida o-finito, u € Lo(X), el espacio de las funciones
medibles con dominio X, y para p > 1, sea LP(X) el espacio de las funciones medibles
p-integrables definidos anteriormente. Se define el operador lineal M, : LP(X) — Ly(X)
como

M, f(x) :=u(z)f(z), Vee X,Vfe LP(X).

Dicho operador recibe el nombre operador de multiplicacién. Cuando el operador de mul-
tiplicacién tiene como conjunto de llegada L%(X) donde g > 1, es decir, M, : LP(X) —
L7(X) se denomina operador de multiplicaciéon de LP(X) en L(X).

En este capitulo se estableceran condiciones para que el operador de multiplicacion de
LP(X) en LX) con simbolo u y p,q > 1 sea continuo (acotado). También se busca
determinar la norma del operador, y establecer condiciones para que el operador de mul-
tiplicacion tenga rango cerrado, haciendo distincion de los valores de p,q¢ > 1, ademaés se
estableceran propiedades del simbolo del operador u € Lg(X) y de la descomposicion del
espacio de medida (X, ¥, u) o-finito en su parte atémica y no atémica; estudiada en el
capitulo anterior (ver Teorema 1.2.20).

2.1. Sobre los multiplicadores de L7(X)

Esta seccién estd dedicada a caracterizar todas las funciones u € Lo(X) que definen un
operador multiplicacion acotado o continuo desde LP(X) hasta L9(X), donde 1 < p,q <
oo; en otras palabras, se trata de describir el conjunto

M(LP(X),LYX)) ={u € Lo(X) | My, : LP(X) — LY(X) es continuo },
el cual se conoce en la literatura como el espacio de los multiplicadores de LP(X) a L(X).

Esto se hara en tres casos: p = ¢, ¢ < py p < ¢, los cuales se distribuyen como subsecciones.

2.1.1. Continuidad, caso p = ¢

Primero se analiza el caso p = ¢; se va a demostrar que

M(LP(X), LP(X)) = L= (X).
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Este hecho se puede ver en un contexto més general en [13].

Teorema 2.1.1. Sea 1 < p < 00. La funcién u € Lo(X) define un operador multiplicacion
acotado M, de L*(X) en LP(X) si y solo siu € L®(X). Ademds, ||M.,|| = || so-

Demostracion. Se supone primero que 1 < p < ooy que M, : LP(X) — LP(X) es un
operador acotado. Se observa que el resultado es evidente si ||u|| . = 0 pues en este caso
se tiene el operador nulo, asi que se va a suponer que ||u| > 0. Para toda f € LP(X)
con || f||, = 1, se cumple la siguiente desigualdad

([ uspan) " < sl

Para cada n € N, se define el conjunto
1
B ={o € X | ju(@)| > ull. - }.

Se observa que si m > n entonces E,, C E,, y la definicién de supremo esencial implica
que p(E,) >0y 1im pu(E,) = 0. De esto ultimo, existe k£ € N, tal que u(Eg) < 0o, y se

puede considerar la funcion f = u(Ek)_%l E,- Entonces

1
P — rd :/ — g dp=1
7= [ = [ s d
y de esta manera,
[P0 = LV 4
= /IUfI” dp
X
> [ qufldp
Ey
= [ i1 dp
Ey

1\P?
> (el =) [ 107dn
k
p

Tomando limite cuando k£ — oo

, 1\?
M7 = i (fulle = ) = el (211)

es decir u € L>(X).

Se procede a demostrar el reciproco. Si u € L*(X), entonces por propiedad del supremo
esencial,

u(@)] < lull p-c.t-p.
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Si f € LP(X) es cualquier funcién con || f||, = 1, entonces por la monotonia de la integral,

[P dp < Yul? [ 157 d
X X

lull% -

N

Ast || My fll, < ||ull,, para toda funcién f € LP(X) con | f[[, = 1; lo cual significa que

M| = sup {[[Mu ()l | f€ LP(X) y £l =1} < llull - (2.1.2)

Finalmente, de las relaciones (2.1.1) y (2.1.2) se concluye que
M| = [lulloo,
lo cual demuestra el teorema. ]

El resultado anterior provee una herramienta para construir operadores acotados y no
acotados en LP(X). El hecho que u € L*(X) es esencial; esto se puede evidenciar en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.2. Sea (R,.#,m) el espacio de medida o-finito y considere el operador de
multiplicacién M, con simbolo u(x) = x? actuando en L'(R). Es claro que ||ullo = oo.
Ademas, si f(z) = 7?1 o) (z) entonces

a

1
=1,

oo 1 )
/R|f(x)\ dx:/1 ﬁdx: lim ——

a—o0 €x

es decir, f € LY(R) y || f|l1 = 1. Por otro lado M, f ¢ L'(X) pues,

fe'e) 1 0
||Muf||1:/R|u(x)f(:v)| das:/l IQdezfl 1 dz = oo.

Como es bien sabido,
[Mu| = sup {[[My fll [ || flln =1}

por tanto ||M,| = oo, es decir, el operador de multiplicacién M, en este caso, no es
acotado de L'(R) en si mismo.

El siguiente ejemplo muestra la importancia del teorema anterior, exhibiendo un operador
acotado y calculando la norma de éste.

Ejemplo 2.1.3. Con las mismas condiciones del ejemplo previo, se considera el operador
de multiplicaciéon M, con simbolo u(z) = (1 + 2?)~! actuando en L'(R). Por el teorema
anterior y dado que

sup [u(z)| = 1,
z€R
se concluye que la norma del operador es ||[u]l = ||My|| = 1, es decir, es un operador

acotado de L'(R) en si mismo.
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Como aporte adicional se enuncia y demuestra un caso no considerado en el Teorema
2.1.1, es decir p = q = 0.

Proposicion 2.1.4. La funcién u € Ly(X) define un operador multiplicacion acotado M,
de L®(X) en L>(X) si y solo siu € L®(X). Ademds, ||M.|| = || so-

Demostracion. Sean u, f € L*(X) con ||fllcec = 1 ¥ ||u]le > 0. Por propiedades del
supremo esencial,

[t flloo < lJullsoll flloo = lullo
de esta manera,

My fll = sup{[lu- flloo | [Ifllec =1} < JJullc-

Por otro lado, suponga que M, es un operador acotado; para todo f € L®(z) con || fllo =
1, se satisface la siguiente desigualdad

sin embargo, 1x € L*(X) y ademas ||1x|l« = 1, entonces
[ Txloo = [Jufloe < [ Ml

Esto muestra la veracidad del primer caso. Ademas, la norma del operador de multiplica-
cion M, : L®(X) — L>®°(X) esta dado por || M,]|| = ||u/c- O

2.1.2. Continuidad, caso p > ¢

Ahora se analiza el caso cuando el exponente del espacio de llegada es menor que el
exponente del espacio de partida. Se va a demostrar que

M(LP(X), L1(X)) = L"(X),

donde p, ¢ y r son nimeros mayores o iguales a 1 y satisfacen la relacién

El resultado que aqui se presenta se debe a Takagi y Yokouchi [13].

Teorema 2.1.5. Sean p,q € R tales que 1 < q < p < 00. La funcion u € Lo(X) induce un

operador multiplicacion M, de LP(X) en LI(X) siy solo siu € L"(X), donde % +1= %.

Ademds, en este caso, M,, es un operador acotado de LP(X) a LX) y si norma estd dada
por [| M| = [[ul],-

Demostracion. Se supone que 1 < g < p < ooy que r € R satisface

11 1

p r o q
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Se supone ahora que M,, : LP(X) — L?(X) es un operador lineal acotado y sean p’, ¢, " >

1, tales que

7+i:17 7+—:17 7+7:7. (2.1.3)

Se considera el funcional lineal ¢ en L™ (X) definido por la funcién u € Ly(X), donde
% + % = 1. Entonces

of) = [ ufdn. (2.1.4)

para cada f € L (X). Se va a demostrar que este funcional es continuo o acotado. Con
este fin, para cada f € L' (X), posible definir las funciones

fl<x>:{rf<w>!’?, S§f@) A0 fg(@z{;‘f@), s f(2) 0

0, e.0.c,

De esta manera, la definicién de f; dice que f admite la factorizacion f = f; - fo. Se
va a establecer que f; € LP(X) y que fo(X) € L7 (X). En efecto, se tiene las siguientes
igualdades:

1Al = [ 1Al d

S

= [ dn

/
= [Ifll <o

p
dp

N
r
p

pues f € L (X); mientras que
1L = [ 1A du
X
f[
= hln
= )

dp
f
- /X I dp; (2.1.5)

/

q
dp

pero de las expresiones (2.1.3)
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se obtiene, restando las dos expresiones,
/
r
1 - —
p

Luego, sustituyendo la expresion (2.1.6) en (

/
Ifall =

que

(2.1.6)

[\]

.1.5), se puede ver que
1Ay
/ [F17 dp

X

/ |fI" dp
X
| £1l7

con lo cual fo € LY (X) pues f € L"(X). Todavia més, también se ha establecido que
11 = L2l = Il A1l Ahora, con la factorizacion f = fi - f2, se puede escribir

[o(f)l =

foos
/X (O f2dﬂ‘

[ (Mufo) fad

?

y como f; € LP(X) y M, aplica LP(X) en L9(X), se tiene que M,(f;) € LX) y dado
que f, € LY(X), por la desigualdad de Holder, se obtiene

1
ol

ol < ([ gusirtdn)” ([ 151 dn)’
= 1M (), [ £ell,
< ML AL Il
= M A
= ML AT

Finalmente, usando la relacion (2.1.6) se puede escribir

o(f)l <

L+L’
1M

2t
M LA

M 11l
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Esto muestra que el funcional ¢ es acotado en L (X) y que ||¢|| < ||M.,|); pero por el
teorema de representacién de Riesz, ¢ es acotado en L™ (X) si y s6lo si existe v € L"(X),
tal que

o(f) = / vfdp, (2.1.7)

para todo f € L™ (X). Asi que de las expresiones (2.1.7) y (2.1.4) se concluye que v = u, p-
c.t.p. y por tanto u € L"(X), teniéndose ademas que || M,| > ||¢|| = ||u]|,. Esto demuestra
la primera implicacion.

Ahora se va a demostrar el reciproco. Se supone que u € L"(X); se va a demostrar que
M, aplica LP(X) en L9(X) de manera continua. Entonces para cada funcién f € LP(X),
se puede escribir

ML= [ Tufdn = [ ful? 1£]" d

Ahora bien, como %D + % = é, entonces % + 4 = 1y por lo tanto g y g son numeros
conjugados. Méas atin, como la funcién u € L"(X) y f € LP(X), entonces |ul? € Li(X) y

|f|9 € L7(X). Asf que por la desigualdad de Hélder, se puede escribir
L < ([ Qe an)” ([ 0707 du)’
=iy I1£1; < oo,

con lo cual [[M, ()|, < llull, IIfll,, My : LP(X) — L9(X) es continua y es tal que || M, <
|ul|,. Esto culmina la demostracién del teorema. O

Como antes, el teorema anterior provee una herramienta para construir operadores aco-
tados y no acotados desde LP(X) a L9(X) cuando ¢ < p; a continuacion se presentan
ejemplos en los cuales se evidencia la importancia de dicho teorema y sus condiciones.

Ejemplo 2.1.6. Considérese (R,.#, 1) el espacio de medida o-finito con
u(E) = m(E) + #(E (N),

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera el
operador de multiplicacién M, con simbolo u(z) = 22 actuando en Lz (R). Por el teorema
anterior, ya que p = % y considerando ¢ = % el valor de r se puede determinar por la
ecuacion:

|

|
Noleo| =
[CIEN (I

Il
[GVIN )

de esta manerar = = > 1

8
21 21
Jully = ([ %1% du) ™ = o0,
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es decir u ¢ L"(X) y el operador M, : Lz(R) — L3(R) no es acotado; de hecho, si se
considera la funcién f(z) = 2721} (), entonces f € L3(R); asi que normalizando y
definiendo f(x) = ||f]|z'f(z) se tiene Hle% = 1y de esta manera,

Wi

sl = (12115 ) = (11 32051 ) = o
k=1

lo cual ciertamente dice que con este simbolo el operador M, de Lz (R) en L2(R) no es
acotado.

Ejemplo 2.1.7. Considérese (R,.#, 1) el espacio de medida definido en el ejemplo an-
terior y el operador de multiplicaciéon M, con simbolo u(z) = e "1 (x) actuando en
Lg(R). Por el teorema anterior, para ¢ = g, este operador multiplicacién es continuo en
L3(R) si u € L"(R), donde el valor de r esta dado por

1_1 1_1 1_5 3_17_1
T q p g % 6 7 42 %'

esto es, r = % > 1. En efecto, en este caso

17
— 42 42
fullg = ([l Lo (@) du)

17 17

o 42 s 42 42 17 1 42
- 7 -7k = =4+ - .
(/1 e T+ ) e ) <4Q+eﬁ—1>

k=1

Wl

Esto muestra que u € Li7(R) y el operador M, : Li(R) — L5(R) es un operador de

multiplicacién con norma dada por ||M,| = ||u|| a2.

El Teorema 2.1.5 deja en claro que el valor de p debe ser finito y mayor que uno, sin
embargo, el resultado también se puede demostrar cuando el valor de p = 0o, el cual se
presenta a continuacién. Este caso no es considerado por Takagi y Yokouchi en [13].

Proposiciéon 2.1.8. Sea 1 < g < o0 yu € Lo(X), la funcidn u induce un operador de
multiplicacion M, de L>(X) en LX) si y solo si u € LX), ademds es continuo y
M| = {lully-

Demostracion. Se supone primero que u € LY(X) y sea f € L>®(X) con ||f||.c = 1. De
esta manera

IMuflg = lu- fl2dp < | fll% [ [ul*dp = [Jul]§ < oo
X X
por tanto, M, f € LX), asi que es un operador multiplicacién de L*>(X) en LI(X),
M| = sup {[Mufllg [ 1fllec =1} < [lullg

es decir M, es un operador acotado de L>*(X) en L(X).
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Por otro lado, si se supone que M, : L*(X) — L9(X) es un operador de multiplicacién
acotado, entonces para toda f € L>(X) tal que ||f| = 1 se cumple

1Mo fllg < (M-

En particular, 1x € L*(X) y || 1x]|«~ = 1 por lo cual
[l d = [ ML) dp = 2L < 1)

esto muestra que v € L9(z) y ademas ||M,|| = ||ul|,- Esto culmina la demostracion del
resultado. [

Ejemplo 2.1.9. Considérese (R,.#, 1) el espacio de medida o-finito con
u(E) =m(E) + #(ENN)

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera el
operador de multiplicacién M, con simbolo u(z) = ™1\ (o} actuando en L>(R) y ¢ > 1.
La funcién constante f(x) = 1 satisface || f||o = 1, sin embargo,

1

T

q
M, fl|2du = dxr = o0.
nflgdn= |,

De igual manera la condicién u € L?(X) es necesaria y suficiente para que el operador

multiplicacion sea continuo.

Cambiando el simbolo por u(z) = 27 1g\(—1,1) y usando el resultado previo para ¢ > 1, se
concluye que el operador M, es continuo y la norma del operado esta dado por

1
2 X1\«

M = = _— 2 —_—
1] = (q_1+ Zk>

2.1.3. Continuidad, caso p < ¢

Ahora se analiza el caso cuando el exponente del espacio de llegada es mayor que el
exponente del espacio de partida. En este caso, el resultado que se obtiene también se debe
a Takagi y Yokouchi [13] y se escribe en término de la descomposicién atémica - no atémica
(véase Teorema 1.2.20). Se recuerda que para el espacio (X,X, ) con descomposicion
atémica - no atéomica

X =BU <fj An>, (2.1.8)

En primer lugar, se establece el siguiente lema que sera de gran ayuda en la demostracion
del teorema principal de esta subseccion.

Lema 2.1.10. Sean 1 < p < g < oo y € ¥ no atomico. Entonces existe una funcion
fo € LP(X) tal que

/ | fol* dp = oc.
E
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Demostracion. Sea a un ntumero real, tal que 0 < a < p(F). Como E es no atémico,
entonces de la Proposicién 1.2.25, existe ) € ¥ tal que p(E;) = §, y de esta manera
tomando ahora E \ E;, que también es no atomico, existe £, € X tal que u(fr) = 5.
Note que E; N Ey = (). Tomando el conjunto E \ (E; U Ey) continuando con este proceso,
es posible obtener una colecciéon de conjuntos medibles { E;}22, disjuntos dos a dos, tales
que p(E,) = 5. Considérese la funciéon

> 1
Jo= ];::1 B 1g,.
se afirma que fy € LP(X), se tiene
o0 1 p
/X ol dp= | kE::l B 1g,| du

y como los conjuntos {Ej}p-, son disjuntos dos a dos, se puede escribir

[ra = [S]1

Jo Rl du = > (B

ya que la expresion anterior corresponde a una serie geométrica. Asi se concluye que

fo € LP(X).
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Ahora se va a demostrar que fy ¢ L1(X). En efecto, se tiene que

1
/|fo|q du =
X

M(Ek)%

1Ek d/J

con lo cual fy ¢ LI(X) y el lema queda demostrado. O

Ejemplo 2.1.11. Sea (R, M, m) el espacio de Lebesgue y considere f(z) = x_%l(oﬂ (x).
f € L'(R), sin embargo, f ¢ L*(R). Similarmente, si g(z) = 2 '1p () entonces
g € L2(R), pero g ¢ Lz(R): estos ejemplos muestran que LP(R) C LI(R) ya sea 1 < p <
g<o0ol<qg<p<oo.

De igual manera se puede establecer el mismo resultado del lema previo para el caso
q = 00, el cual se muestra a continuacion.

Lema 2.1.12. Supongamos 1 < p < oo y E € ¥ no atémico. Entonces existe una funcion
fo € LP(X) tal que

[ folloo = 00

Demostracion. Sea a un ntmero real, tal que 0 < a < p(E). Como E es no atémico,
entonces de la Proposicién 1.2.25, existe una E; € ¥ tal que u(E;) = a (1 — %), y de
esta manera tomando ahora E \ E;, que también es no atémico, existe Ey € 3 tal que
w(Ey) = a (% — 2%) Note que Ey N Ey; = () y tomando el conjunto E \ (Ey U Ey) y
cintinuamdo con ese proceso, se concluye que es posible obtener una colecciéon de conjuntos
medibles {F;}52, disjuntos dos a dos, tales que

1 1
E,) = — — — ).
H(ER) = a <2n1 2n>
Considérese ahora la funcién

fo=> k"7 1g,.
b=

/X | fol? dpp = /X

Entonces, se tiene

p
dp

Z kl/p ’ 1Ek
k=1
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y como los conjuntos {Ej},-, son disjuntos dos a dos, se puede escribir

/X|f0|p dp =

Por otro lado,

o~ |11/ |
/sz;‘l\kp 15,

’ du:/ S kg, du
X k=1

[ bt = Sk
k=1 k=1

k=1

n({z e X[ 1folx) > k')

de esta manera, cuando k — oo

E 1
Z’m<2k_1—

1
2k> = 2a.

> u({ze X | lfola)] =7}

i=k+1
> w(E)
i=k+1
%0 11
2 a (2i—1 - 22)
1=k+1
m 11

| 11
Jim o (5= 5
a

ok

lim i ({2 € X || fo(x)] > K/7}) =0,

ast que || fol|oc = o0

]

Ejemplo 2.1.13. Considerando la funcién f(z) = 27 11)(), se tiene que f € LP(R)
con p > 1, sin embargo, f ¢ L*(R). Ahora si se considera la funcién g(z) = 1g(x)

entonces g € L*(R) y sin embargo, g ¢ LP(R) para p > 1. Estos ejemplos muestran que
IP(R) ¢ L*(R) y L*(R) C L’(R).

Ahora se va a demostrar el resultado principal de esta subseccion.

Teorema 2.1.14. Sean 1 < p < q < 0o y que u € Lo(X). El operador multiplicacion
M, aplica el espacio LP(X) en LI(X) si y solo si el simbolo u satisface las siguientes dos

condiciones:

(a) u(xz) =0, p-c.t.p. sobre B.

u(A,)]
(b) sup = A

< 00, donde %

+1i=

1

p?
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donde los conjuntos B y A, satisfacen la igualdad (2.1.8); en este caso, la norma del
operador acotado M, viene dada por

M| = sup 1AL

neN :u( n) s

Demostracion. Suponga que M, es un operador multiplicacion acotado de LP(X) en L(X)

con p < q. Primero se mostrara que (a) se cumple, si supone que la condicién (a) no se
satisface, es decir

p({z € B |u(z)]>0}) #0.

Entonces, existe 6 > 0 tal que el conjunto
Bs ={z € B| |u(x)| > ¢}

tiene medida positiva es decir, p (Bs) > 0. Dado que Bs es no atémico, por el Lema 2.1.10,
existe fo € LP(X) talque [p, |fo|* du = co. De esta manera

o = (5‘1/Bg|fo|qcm);
- (/Bé5qlfo|qdu);
< (f, 1l 5l )’

= M. (fo)ll,
< Ml foll,

lo cual es una contradiccién, ya que ||[M,|| < ooy ||f|, < co. Por lo tanto
p({z € B |u(x)] >0}) =0
asi u(x) = 0, p-c.t.p. sobre B.
Ahora se va a demostrar el item (b); acordando que el supuesto es que M, es un operador

multiplicacién acotado de LP(X) en LI(X) con p < ¢. Para cada n > 1 se consideran las

funciones en LP(X)
1
fn - 1 ]-Any
1(An)?

donde {A,,} es la sucesién de dtomos en la expresiéon (2.1.8). Se tiene que

1Falls = [ 1l d
X
1
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Ademas, por definiciéon de la norma de un operador, se tiene que
124, = sup {IML(AI, LIS, < 1, f € LP(X) )
En particular, para cada n € N, se cumple que

IMull = 1M (fa)l

I
7 N\
o

=
=
)

QL

=
N—

Q|

donde en la pentltima linea se ha usado el hecho que la funcién medible u es constante
c.t.p. en cada atomo (véase Proposicion 1.4.1). Ahora bien, como é + % = %, se tiene

también que ? = % — 1, y por esta razoén

M| =

Esto es,

para todo n > 1 y de esta manera

Ju (An)

1
s

(2.1.9)

[ My = sup
neN /I'(An)

esto demuestra la condicién (b) y la implicacion directa estd lista.

Ahora se va a demostrar el reciproco. Se supone que las condiciones (2.1.3) y (2.1.5)
se cumplen y se va a demostrar que el operador M, aplica LP(X) en L?(X) de manera
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continua. Con este fin, para cualquier f € L,(X) tal que ||f||, < 1, se puede usar la
Proposiciéon 1.4.2 y se puede escribir

I = g1 dp
X
= [Jufiran+ > [l dp
B n=1 An
Por la condicién (a), se tiene que u = 0, u-c.t.p. en By por esta razon, se obtiene que
/ uf|? dp = Z/ luf| dpe. (2.1.10)
X n=1"4n

Pero la funcion |uf|? es medible, asi que por la Proposicion 1.4.1, esta funcion es constante
en cada atomo y entonces se cumple que

/An [wf" dp = [(uf) (An)[* 1 (An) = [u (An)*1f (An)|* 1 (An) -

Luego, sustituyendo en la expresién (2.1.10)

[ ufitdn = Z\u DI F (A7 (An)

= ZMA

(A
= i( ) f (An)| 1 (An)'5 (2.1.11)

Ahora, por la condicién (b),

pl A

% (An) ~ neN f (An)

Ya que % + % = %, entonces 1+ % = %, comparando con la ecuacién (2.1.11)

o lufl" du = > (W)Z\fmn)!qumn)”?

< X LHF (A (A
S LY (AP (A 2112
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Pero por la Proposicién 1.4.4 y la hipétesis || f]|, < 1, se tiene
L= |IfI7

= [P dut 1 (A (4,)
n=1
> S IF (A (AL (2.1.13)
n=1
En particular, para todo n > 1, se cumple que | f (A4,)[" 1 (A,) < 1y como % > 1, entonces

(I (AP 1 (A)7 < |f (AP ().

Luego, usando las desigualdades (2.1.12) y (2.1.13), se concluye que

N q
/ | M, f|* dp < Ls = <Sup |U(An)|> = sup M < 00. (2.1.14)
X neN ,u(An)s

neN [ (An>

Por tanto M, es un operador lineal acotado de LP(X) en L(X). Ademads, por las expre-
siones (2.1.9) y (2.1.14), también se concluye que la norma del operador esta dada por la
relacion

u (A,
M| = sup 1A

neN 11 (Ay,)*

Esto culmina la demostracion. O

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, se puede obtener el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.1.15. Suponga que 1 < p < q < oo y que X es no atomico. El operador cero
es el unico operador multiplicacion de LP(X) en LI(X).

Demostracion. Suponga que existe una funcién u # 0, p-c.t.p. de forma que M, es un
operador de multiplicacién acotado, con lo cual u({x € B | u(z) # 0}) # 0. Asi existe
d > 0 tal que el conjunto X5 = {z € X | |u(z)] > 0} tiene medida positiva es decir,
pu(Xs) > 0. Dado que X5 es no atémico, por el Lema 2.1.10, existe fo € LP(X) tal que

J; 1fo|? = 00. De esta manera
1
o0 = <5Q/ |f0|q)q
Bs

1

- (f )

< ([, wrinl)’
= 1M,
< M,
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claramente es una contradiccién ya que || M, (f), < ooy || ]|, < oo, por lo tanto

p({z € Blu(z)#0}) =0,
es decir u = 0 c.t.p. sobre X. O]

El Teorema 2.1.14 provee una herramienta para construir operadores acotados y no aco-
tados desde LP(X) a L(X) cuando ¢ > p, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.1.16. Considérese (R, .Z, ) el espacio de medida o-finito con
H(A) = m(A) + #(ANN),

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera el
operador de multiplicacion M, con simbolo u(z) = 27*1y(z) actuando en L3(R). Se
puede observar que u = 0 sobre B =R \ N (conjunto no atémico). Ademas se tiene

u (A,)|° 1 1 1

sup <00, —=---
neN 1t (Ap) s p q

donde los 4tomos son A, = {n} con u(A,) =1, si ¢ = I el valor de s es

1 1 1 13 1
de esta manera s = % en efecto.
[ (An)] 2n® 1
sup ————— = = ,
el (A, men 1 9B

y por tanto M, : L3 (R) — L3 (R) es un operador de multiplicacién y la norma del operador
es || M| = 3.

A continuacién se presentan dos ejemplos en los cuales se evidencia la necesidad de las
condiciones (a)y (b) del Teorema 2.1.14, respectivamente.

Ejemplo 2.1.17. Considérese (R, ., 1) el espacio de medida o-finito con
H(A) = m(A) + £(ANN),

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera adema el
operador de multiplicacién M, con simbolo u(x) = e~ !*l actuando en L'(R). Entonces para
la funcién f(x) = x_él(oﬁl] (z), se puede usar su funcién normalizada fi(z) = ||f||;" f(x)
y entonces || f1]|1 = 1. Sin embargo, si ¢ = 3,

3

1 3
IMufills = </R‘”f“fle_xlx_‘"’l(o,n(w)‘ d#)

= ([ e (1) )

= &

ol
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con lo cual, en este caso, el operador M, no aplica el espacio L'(R) en L*(R). Esto
evidencia la importancia de la condicién u = 0 p-c.t.p. sobre B (conjunto no atémico),
donde el conjunto no atémico en este caso es

B = (~00,0]U (G(n—l,n)).

n=1

Ejemplo 2.1.18. Considerando el espacio de medida del ejemplo anterior (R, .#, 1), el
operador de multiplicacién M, con simbolo u(x) = (1 + 2?)1y(z) actuando en L'(R), si
¢ = 3 y tomando la funcién medible g;(x) = ||g|/7 ¢(z), donde g(z) = (1 4+ 2?)7?, se tiene
que ||g1]l1 = 1 y también

1

Mogr s = (Z ||g|r;3) .

k=1

Se observa que en este caso, el valor de s es % ya que,

y se ve la necesidad de la condicién (b) del Teorema 2.1.14.

De manera adicional se propone la siguiente proposicién basando en el resultado del Teo-
rema 2.1.14, el cual considera el caso co = ¢ > p > 1; la siguiente proposiciéon no esta
incluida en el estudio realizado por Takagi y Yokouchi en [13].

Proposicién 2.1.19. Se supone que 1 < p < 0o y que u € Lo(X). El operador M, aplica
el espacio LP(X) en L>®(X) de manera continua si y sélo si el simbolo u satisface las
siguientes dos condiciones:

(a) u(x) =0, p-c.t.p. para todo x € B.

(b) sup [u(An)

T < 00
neN M(An)E

donde los conjuntos B y A, satisfacen la igualdad (2.1.8). En este caso, la norma del
operador M, viene dada por

1Mo = sup LA
nel pu(An)»
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Demostracion. Supéngase M, es un operador acotado de LP(X) en L>*(X) y que la con-
dicién (a) no se satisface, es decir, existe § > 0 para el cual el conjunto

Bs ={x € B |u(z)| > §}

tiene medida positiva. Entonces por el Lema 2.1.12, existe fo € LP(X) tal que fo(z) =0
para todo = € X \ By, |[foll, =1 ¥ || follcc = 00. De esta manera

o0 = 5||f0||oo < ||Mu||

y se llega a una contradiccién al hecho que M, : LP(X) — L*(X) es acotado. Por tanto
u = 0 p-c.t.p sobre B.

Por otro lado, por la Proposicién 1.4.3, para cada f € L*(X),
Sl =i {17 Ll supl o (A0} < 1)

Como u = 0 p-c.t.p. sobre B entonces, considerando la funcion f, = ;L(Ak)*%lAk, se
obtiene

o e = gup - 401 = sup L

es decir

A
sup u k)1| <00
ReN (i Ag)®

Esto muestra la primera implicacion.

(2.1.15)

Ahora se va a demostrar el reciproco. Se supone ahora que las condiciones (a) y (b) se
satisfacen, de esta manera para toda f € LP(X) con ||f||, = 1 se tiene que

i |F(AR) [P (Ar) < 1.
k=1

En particular, | f(Ap)|Pu (Ag) < 1y asf [f(Ag)] < o (Ap) 7. Ademds

A
- Flloo = sup (- £)(AQ)] < sup A8
keN keN 1(Ay)

S =

por lo tanto

A
10| < sup LAAR] (2.1.16)

kReN pi(Ay)?

De las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16), se concluye

124, = sup 12048
ReN pu(Ay)

=

Esto culmina la demostracién del teorema. O
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Ejemplo 2.1.20. Considerando el mismo espacio de medida o-finito (R, .Z, i) del ejem-
plo anterior, con p(A) = m(A) + #(A N N) formada por la medida Lebesgue de R y la
medida de conteo para N, el operador de multiplicacion M,, con simbolo u(x) = = actuan-
do en L'(R), y la funcién medible f(z) = |z — 2\_%1(2’3] (x). Se puede ver que || f]; =1,
sin embargo

=0

x
—1
‘3m (2.3(7)

es decir, el operador M, no aplica el espacio L*(R) en L>°(R), evidenciando la importancia

HMufHoo = esssup

de la condicién (a) de la Proposiciéon 2.1.19.

Ejemplo 2.1.21. Considerando el mismo espacio de medida (R, .#, ;1) definido anterior-
mente, el operador de multiplicacién M, con simbolo u(z) = 23 actuando en L (R), y
la funcién medible f(z) = 2= 21y(z). Se puede ver que f € Lz (R), asi que escogiendo
filz) = HfHL;lf(x), se puede ver que Hle% = 1, sin embargo

_ _1_
| M fi|loo = esssup |z - ||f||%1x 29 (2)

— esssup \||f||alx—i+11N<x> ~ .
2

De esta manera, éste operador M, no aplica el espacio L%(R) en L>®(R), es decir, la
condicién (b) de la Proposicion 2.1.19 es fundamental.

Ejemplo 2.1.22. Considerando el mismo espacio de medida (R,.#, ) definido en el
ejemplo anterior. El operador de multiplicacién M,, con simbolo u(x) = 27*1p(z) donde
D = {2n | n € N} y actuando en L'(R), de esta manera u € L'(X), ademds u(z) = 0

p-c.t.p. en B = (—o00,0] U (U2, (n — 1,n)) (conjunto no atémico), por otro lado

sup |U(Ak)| = max {O sup 1} = E
keN fi(Ay)P "eD 2% 4

esto muestra que el operador M, : L'(R) — L*°(R) es un operador de multiplicacion, asi
es acotado y la norma del operador es || M,]| es 1

2.2. Operador multiplicacién con rango cerrado

Sea (X, X%, 1) un espacio de medida o-finito. En esta seccién se van a caracterizar todos
los simbolos u € Ly(X) que definen operador de multiplicacién con rango cerrado M, que
aplican un espacio LP(X) en un espacio L9(X) con 1 < p,q < oo. Este estudio se hard en
varias etapas segin si p < q, p = q o p > ¢. Se hara especial énfasis en el caso que uno de
esos parametros sea igual a 0o. No solamente se dardn los detalles de los resultados que
aparecen en el articulo de Takagi y Yokouchi [13], sino que también se daran ejemplos
ilustrativos y se agregaran los casos que no fueron considerados por los autores antes
citados.
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La clave de los resultados que se presentan en esta seccion es considerar la restriccion de
M, a cierto subespacio cerrado de LP(X); por tal razon se recuerda que cada G € X define
un espacio de medida o-finito (G, X¢, i), llamado espacio de medida relativo a G, en el
cual la sigma algebra ¥ se define por

EG:{EQG‘EGE},
y la medida (relativa o restringida) se define por
te(E) =p(ENG)

donde F € Y (véase el Comentario 1.1.8). Luego, cada G € ¥ permite definir el espacio
LP(G) como
LXG) ={f-1a| f € LP(X)},

el cual es un espacio de Banach con la norma
Hf“Lp(G) =f- 1GHLP(X) :

Observe que si h € LP(G) entonces h € LP(X)y h = h-1¢. De hecho, LP(G) es justamente
el rango del operador multiplicacién con simbolo 14 actuando sobre el espacio LP(X). Se

observa que si f € LP(G), entonces existe una sucesion {f,} € LP(G) tal que

lim || f, — fll, = 0.

n—oo

Luego, por el Teorema 1.3.9, se tiene que f,, — f en medida y consecuentemente, por el
Teorema de Riesz 1.3.8, existe una subsucesion {f,, } de {f.} tal que f,, — f puntual-
mente p-c.t.p. sobre X. De esta manera

p{z e X | |fo,(x) = f(2)| # 0}) = 0.

Esto muestra que f € LP(G), y por tanto LP(G) es un subespacio cerrado de LP(X); en
particular, LP(G) es un subespacio completo de LP(X).

También sera conveniente considerar la restriccion del simbolo u al subconjunto medible
GG; mas precisamente, para u € Ly(X), se define el simbolo ug por

ug(x) = u(z) - 1g(x), (2.2.17)

con x € X. Abusando del lenguaje, se dird que ug es la restriccion de u al conjunto G.
Finalmente, también se considera el conjunto

Su=A{z e X |u(z)# 0},

el cual claramente es un elemento de ¥ pues u € Ly(X). Con estas notaciones y defini-
ciones, se tiene el siguiente resultado el cual establece una relaciéon entre operadores de
multiplicacién con simbolo u con rango cerrados entre LP(X) y L?(X) y los operadores
de multiplicaciéon con simbolos ug actuando entre LP(G) y LU(G).
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Lema 2.2.1. Sea u € Ly(X), G € X y sea ug la funcion definida en (2.2.17). Se supone
ademds que para 1 < p < oo y 1 < q < oo, se cumple que M,, € B (LP(X), L1(X)). Si
M, : LP(X) — L9(X) tiene rango cerrado, entonces M, : L*(G) — L(G) tiene rango
cerrado. Ademds, st G C S, entonces el operador M, : L*(G) — LU(G) es inyectivo.

Demostracion. En primer lugar, se observa que si M, es un operador de multiplicacion
de LP(X) en L(X), entonces M, es un operador de multiplicacién de LP(G) en L4(G),
ya que para f € LP(G) se cumple que

||Muc(f)HLq(G) = |luc - f”Lq(G) = [lu-1¢- fHLq(G)
lu-1c - fllzax

Ml 116 - fll o ex)

= Ml 1f o) »

donde se ha usado que 145-f € LP(X). Esto muestra lo afirmado, incluso, como es esperado,
que [[Myg|| < [|Mu]].

Se supone ahora que el operador M, : L?(X) — L?(X) tiene rango cerrado; se va a mostrar
que M,, @ LP(G) — L9(G) tiene rango cerrado. Con este fin, sea h € M, (LP(QG)).
Entonces, h € LI(G) C LX) y por definicién de clausura, se puede encontrar una
sucesion {h,}5°, € M, (LP(G)) tal que

1o =l (e = O-
Por definicién de la norma en LY(G), se puede escribir
1n -1 = h- 16l Lagxy = [[(Bn = h) - Lell paxy = n = Pl Loy = 0,
lo cual significa que la sucesion {h,, - 1} converge a h - 15 en L9(X).
Ahora, el hecho que h,, € M, (LP(G)) permite encontrar f,, € LP(G) tal que
luego, como ug = u - 1¢, se tiene que
hn'lG:u'(fn'lG)

y como f,-1g € LP(X), se puede decir que h,, -1 € M, (L(X)) y realmente {h, - 15} es
una sucesién convergente de M, (LP(X)) el cual, por hipétesis, es un subespacio cerrado
de LY(X). Se concluye entonces que h-1g € M, (L?(X)) y por tanto, se puede encontrar
f € LP(X) tal que

Luego, como h € L(G), se tiene que h = h - 15 y se puede escribir

h=h-1lg=(u-1g) - (f 1) =uc- (f - 1a),
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lo que significa que h = M, (f - 1¢) y como f-1g € LP(G), realmente se ha concluido que
h € M, (LP(G)) lo que demuestra que M, (LP(G)) es un subespacio cerrado de L(G).

Finalmente, si se supone que G C S, y se tiene f € Ker (M, ), entonces f € LP(G) y

My, (f)=uc-f=0 (u-ct.p.enG),

esta ultima relacion implica que f = 0 p-c.t.p. en G ya que para todo xz € G, se cumple que
u(z) # 0. Por otro lado, el hecho que f € LP(G) implica que f = 0 fuera del conjunto G. Se
concluye entonces que f =0 p-c.t.p. en X y esto muestra que el operador multiplicacién
M, : LP(G) — Li(G) es inyectivo o 1 — 1. Esto culmina la demostracién del lema. [

ua

El hecho que el operador restricto sea inyectivo en los subconjuntos de S, es de gran
interés ya que es un hecho muy conocido que un operador inyectivo tendra rango cerrado
si y s6lo si es acotado inferiormente. Con esto en mente, se tiene el resultado principal de
esta seccion el cual serd de gran utilidad para la obtencién de las caracterizaciones en los
distintos casos de p y q.

Teorema 2.2.2. Sea u € Lo(X) y sea ug, su restriccion al subconjunto S, € . Se supone
ademds que para 1 < p < oo y 1l < g < oo se cumple que M, € B (LP(X),L1(X)). El
operador multiplicacion M, : LP(X) — L%(X) tiene rango cerrado si y solo si existe una
constante § > 0 tal que

[Mas, ] 5. = OBl 051, (2.2.18)

La(S,
para toda funcion h € LP(S,).

Demostracion. Se supone primero que el operador multiplicacién M, : LP(X) — LI(X)
tiene rango cerrado. Por el lema anterior (Lema 2.2.1), se tiene que el operador M,
LP(S,) — L%(S,) tiene rango cerrado y es inyectivo; asi que por Teorema 1.5.2 se tiene
que este 1ultimo operador es acotado inferiormente y eso justamente significa que existe
0 > 0 tal que

HMu hH = 0|hllr(s.),

SullLa(sw)

para toda funcién h € LP(S,), lo cual muestra la primera implicacién.
Se supone ahora que existe una constante d > 0 tal que

|Mus,1] ., 2 SNl (s.).

L9(S.

para toda funcién h € LP(S,). Entonces, por el Teorema 1.5.2, el operador multiplicacién

M,

US,,

subespacio cerrado de L%(S,); en particular, es un subespacio completo.

: LP(S,) — L9(S,) es inyectivo y tiene rango cerrado; es decir, My, (LP(S,)) es un

Se va a demostrar que M, (LP(X)) = M,

us, (LP(Sy)). En efecto, si h € M, (LP(X)),
entonces existe f € LP(X) tal que

h=M,(f)=u-f.
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Luego, h(x) = 0 p-c.t.p. sobre X \ S, y por esta razén,

h=(u-1g,) - (f-1s,) =us, - (f - 1s,).

Esto significa que h = M, (f-1s,) y asi h € M,, (LP(S,)). Esto muestra la inclusion
M, (LP(X)) © Mg, (L7(Sw))-

Por otra parte, si h € M,y (LP(Sy)), entonces existe g € LP(S,) tal que
h= M, (9)=us,-g=u-1lg,-g.

Luego, como 1g, - g € LP(X), se concluye que h = M, (1g, - g) vy esto muestra que
M, (LP(S,)) € M, (LP(X)). Esto culmina la demostracién del lema. O

ug,,

2.2.1. Rango cerrado, caso p = ¢

El Teorema 2.2.2 establece que el operador de multiplicacién M, : LP(X) — L4(X) tiene
rango cerrado si y solo el operador M, : LP(S,) — M,y (LP(S,)) € L9(S,) tiene inversa
continua. Asi que como consecuencia del Teorema 2.1.1, el siguiente resultado es esperado.

Teorema 2.2.3. Se supone que u € Lo(X) y que para 1 < p < oo se cumple que M,
pertenece al espacio B (LP(X)). El operador multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) tiene
rango cerrado si y solo si existe una constante 6 > 0 talque

u(z)] =6 (2.2.19)
para casi todo x € S,,.

Demostracion. Se supone primero la existencia de 6 > 0 tal que la condicién (2.2.19) se
cumple. Entonces, para cualquier h € LP(S,) se cumple que

| Mg, (B)

asi que por el Lema 2.2.2 se puede concluir que el operador M, : LP(X) — LP(X) tiene

= s, - Algags,y 2 6 1lgs,

LP (S,

rango cerrado.

Reciprocamente, si se supone que el operador multiplicaciéon M, : LP(X) — LP(X) tiene
rango cerrado, entonces por el Teorema 2.2.2, M,, : LP(S,) — My, (LP(S,)) tiene
inversa continua; pero la inversa de este operador es otro operador multiplicacién con
simbolo v el cual satisface que

v(x) = : para x € S,

v(x) = 0 para x € X \ S,. Se va a usar un argumento similar al de la demostracién del
Teorema 2.1.1 para mostrar que v € L*(S,) C L>(X). Se tiene

||Mv(9)||Lp(5u) <p ||9||Lp(su) (2.2.20)
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para algin p > 0 y para toda funcién g € M, (LP(S,)). En particular, considerando los
conjuntos

1
E, = {x € Su | (@) > vl — n}

con n € N, se puede ver, por definicién del supremo esencial, que u(E,) > 0 y que la
funcién definida por

1p,
(En)r
pertenece a M, (LP(S.)) pues
1 P
/ ( By 1) dp = 1,
Su\p(En)?
es decir, g = ug, - h con h = —22 ¢ [?(S,). De hecho, también se tiene que

Sl

w(En)
1g

H (En);>

=1.
LP(Su)

1
||Mv(g>||LP(Su) = ||U ’ g”Lp(Su) - H <u5'> ' (usu

Asi que por la desigualdad (2.2.20) se obtiene
1 »
Z < ) — / P )
b = gl (Su) ( s, gl dp

1 1
1gp 3 1 1g P
(o) < et ()
</E p(En) ol = 7 \VEw 1 (En)
1

Wl = 5

donde se ha usado la definicién del conjunto E,, y con esto, se puede escribir
ol <o+
n
y como n € N es arbitrario, realmente se concluye que
o]l <
Esto muestra que v € L*(S,) C L*(X). De aqui que se ha encontrado una constante

positiva p tal que
1

para casi todo x € Sy; lo cual es lo mismo que decir que existe 6 > 0 tal que

= [o(x)| < p

u(z)| = o

para casi todo z € S, pues u = ug, en casi todo S,. Esto culmina la demostracién del
Teorema. O
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Ejemplo 2.2.4. Sea el espacio de medida de Lebesgue (R,.#,m) y el operador de mul-
tiplicacién M, con simbolo

2 +1
2 42

u(z) =

Se puede observar que ||u|l = 1 y por esta razén, éste operador M, aplica L'(R) en sf

1r\o(2).

mismo. En este caso, S, = R\ Q y también se tiene que |u(x)| > 5 para todo z € S, por
lo cual, el resultado anterior dice que, en este caso, M, un operador de multiplicacion con
rango cerrado.

Ejemplo 2.2.5. Sea el espacio de medida de Lebesgue (R, .#,m) y el operador de multi-
plicacién M, con simbolo u(x) = e71#l. Ya que ||u||oc = 1, este operador aaplica el espacio
L%(R) en si mismo. Sin embargo, dado que S, =Ry

if{d > 0] |u(z)| >0 p-ct.p. S} =0,

se concluye que este operador multiplicaciéon M, no tiene rango cerrado.

2.2.2. Rango cerrado, caso p > q

Ahora se usard el Teorema 2.1.5 (continuidad, caso p > ¢) y el Teorema 2.2.2 para ca-
racterizar los operadores multiplicacién M, : LP(X) — L9(X) que tienen rango cerrado
con la condicion p > q. Destaca el hecho que, en este caso, coinciden con los operadores
multiplicacién que tienen rango de dimensién finita (rango finito). El resultado que se
tiene es el siguiente:

Teorema 2.2.6. Sea (X, X, u) un espacio de medida o-finito con descomposicion atémica
X =BU <U An> ,
i=1

donde { A, }22, son dtomos de pu y B es un conjunto no atémico. Se supone que u € Lo(X)
y que para 1 < q < p < oo se cumple que M,, € B (LP(X), LY(X)). Entonces las siquientes
proposiciones son equivalentes:

(a) M, : LP(X) — LX) tiene rango cerrado.
(b) M, : LP(X) — Li(X) tiene rango finito.
(¢) u(x) =0 p-c.t.p. en B, y el conjunto N, = {n € N | u(A,) # 0} es finito.

Demostracion. Si u = 0 p-c.t.p. sobre X no hay nada que mostrar pues en este caso se
tiene el operador nulo, con lo cual M, (LP(X)) = {0} y claramente se cumplen las tres
proposiciones (a), (b) y (c). Asi que se puede suponer que u no es la funcién nula en

Lo(X). Se demostrara que (a) = (c), (¢c)= (b)y que (b) = (a).
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(a)=(c) Se supone que el operador M, : LP(X) — L9(X) tiene rango cerrado con p > q.
En primer lugar, se va a demostrar que u(z) = 0 p-c.t.p. en B. Con este fin, se supone
que esto no es cierto, es decir, que

n({z € Blule)#0}) >0,

Se observa que
(o]

fre Blu@=0t={re Bl <}

n=1

y por esta razén, debe existir § > 0 tal que
p({r e Bllu(z)| = 0}) > 0.
Se define el conjunto medible
G ={z € B |u(x)| >}

y se considera la funciéon v € Lo(G) tal que

para z € G y v(z) =0 para z € X \ G. Entonces u(G) > 0 y v no es la funcién nula (en
G). Ademés,

1
|v]|, = esssup{|v(z)| | z € G} < 5 <

pues para z € G se tiene

o(@)] = — < 8

 Ju(z)]

por definicion de G. Asi que por el Teorema 2.1.1 se tiene que el operador multiplicacion

M, : LY(G) — LG) es continuo o acotado. Se va a demostrar que
M, (19(G)) € I7(G).

Se observa que, en virtud del Lema 2.2.1, el operador multiplicacién M, : LP(G) — LI(G)
es acotado, inyectivo (pues G C S,) y tiene rango cerrado. Ademaés se tiene que el operador
M, es la inversa de M,,,.

Para cada E € ¥ con pg(E) < oo se puede definir la funcién

1

con x € G. Entonces

el o = [ | 1wl o<

dpc < ﬁM(E) <0
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y de esta manera hg € LP(G). Consecuentemente, M, (hg) € LY(G) lo que significa que

1
1 = (u 1g) a]_E =ug-hg € Mug (LP(G))

y como toda funcién simple es combinacion lineal finita de caracteristicas, se puede escribir
{p € LYG) | ¥ es una funcién simple} C M, (L*(G)).

Luego, como el conjunto de la izquierda es denso en LY(G) y el rango M, (LP(G)) es
cerrado, se obtiene

LY (G) = {¢ € LP(GQ) | ¢ es una funcién simple} C M, (L* (G)).

Con esto, se ha demostrado que el operador multiplicaciéon M, : LP(G) — LY(G) es
biyectivo y por tanto su operador inverso M, : LI(G) — LP(G) es también continuo y por
el Teorema 2.1.14, esto ocurre si el simbolo v es igual a cero en casi toda parte de la parte
no atémica de G; pero resulta que por definiciéon, G es un subconjunto de medida positiva
del conjunto no atémico B; asi que G es no atémico y por tanto v = 0 en casi todo G,
esto es una contradiccién y por tanto u = 0 en casi todo B.

Ahora se va a demostrar que el conjunto N, = {n € N | u(4,) # 0} es finito. Ya que
u(z) # 0 p-c.t.p. sobre X y u = 0 en casi todo B, se debe tener u(x) # 0 p-c.t.p. sobre
X\ B. Luego, debe existe k € N tal que u(Ay) # 0. De esta manera, el conjunto N,, es
no vacio y ademas, en este caso,

Su= | An.
ne N,

En particular, u(S,) > 0y por el argumento usado en la parte anterior, cambiando G
1

por S, y considerando w = w) con r € S, en vez de v, se obtiene que el operador
M, : LY(S) — LP(S) es acotado y biyectivo; asi que por el item (b) del Teorema 2.1.14,
se tiene que w € L"(S,) y

o 1A

< 00,
neN M(An)
donde ]% + % = %. Sin embargo, si hacemos

b= sup AT L
neN.  H(AR) neNy |U(An)|TH(An)7

entonces

b > 1
- |U(An)‘TN(An)

para todo n € N, y de esta manera también se puede escribir

[u(An)|" 1(An) >

SN =



58 2 Operador Multiplicacién actuando entre dos espacios LP(X)

para todo n € N,. Con lo cual,
> < Y A ) = Y [ furdu< [l du
ne Ny neNy neN, 7 An X

pero el operador M,, : LP(X) — LX) es continuo, asi que por el Teorema 2.1.5, se puede
escribir que u € L"(X) con % + 2= %, y por esta razon

> L

nENu b

hecho que ocurre solamente si NV, es finito. Esto culmina la demostracién de la implicacion.

(¢)=(b) Se supone ahora que u(z) = 0 p-c.t.p. sobre B y que N, es finito; se va a
demostrar que el operador M, : LP(X) — L(X) tiene rango de dimensién finita. En
primer lugar, se observa que

Su={zeX|ux)#£0}= ] 4.
ne Ny

Se considera el conjunto

93:{1An|n€Nu}

Entonces % es un conjunto linealmente independiente, pues si
> ckla,, =0  (p-c.t.p. X),
k=1

entonces integrando sobre cualquier A, ;, con j =1,2,--- ,m, se obtiene

it (AnJ) =0,

lo cual implica que ¢; = 0 pues A, es un dtomo. También sera de utilidad, considerar el
subespacio Z de L4(X) definido por

Z={9g€eLlYX)|g=0 c.t.p.sobre X\ S,}.

Se observa que para cada n € N, se cumple que 14, € LX) pues u(4,) < .
Ademés, para z € X \ A,, se tiene que 14, (x) = 0, y como A, C S,, se puede ver que
X\ S, C X\ A, yasi & C Z. Luego, cualquier combinacién lineal de elementos A
pertenece a Z. Vamos a ver que 4 es una base para Z.

En efecto, si se supone que f € Z entonces f € L(X) y en particular, f es medible; asi
que f es constante en cada dtomo A,. Luego, si definimos, ¢, = f (A,), se puede ver que

f= Y cla,, pctp.
TLeNu
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Con esto, se puede concluir que Z es un espacio de dimension finita.

Finalmente, si h € M, (LP(X)), entonces h € L9(X) y existe f € LP(X) tal que h =u - f.
En particular, h(z) = 0 para casi todo x € X \ S, y de aqui que h € Z. Esto muestra que
M, (LP(X)) C Z y por tanto, M, (LP(X)) es un espacio de dimensién finita. Esto culmina
la demostracion de la implicacion.

(b)=(a) Esta implicacion es directa ya que es un hecho conocido que todo operador con
rango de dimension finita es de rango cerrado. Esto es consecuencia del hecho que todo
espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach. O]

Como consecuencia de la demostracion del Teorema 2.2.6, méas exactamente de la im-
plicacién (a)=(c) al demostrar que es u = 0 p-c.t.p. sobre B, se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 2.2.7. Sean 1 < g <p < oo y X es no atémico. El operador cero es el unico
operador multiplicacion de LP(X) en L1(X) con rango cerrado.

Corolario 2.2.8. Bajo las condiciones del Teorema 2.2.6, si M, : LP(X) — L1(X) es de
rango cerrado, entonces la restriccion del simbolo u con respecto a S,, tiene la propiedad

Su| > 0

essinf |u

Ya que S, = U,en, An esta compuesta de dtomos entonces ulg, # 0 y constante p-c.t.p.
sobre cada A, C S,, de esta manera el conjunto {|ulg, (4,)| | n € N,} es finito y por
tanto posee minimo, de esta manera

inf {|uls, (An)| | n € N,} =essinf [u] >0
Ejemplo 2.2.9. Considerando el mismo espacio de medida (R, .#, 1) o-finito con
u(A) = m(A) +#(ANN)
formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. El operador de
multiplicacién M,, : L}(R) — L'(R) con simbolo
u() = €"L(—o0 (),

tiene la propiedad que u € L%(R) y por esta razén, es un operador de multiplicacion
acotado. Sin embargo, este operador de multiplicaciéon M, no tiene rango cerrado, debido
a que la condicién u(x) = 0 p-c.t.p. no se satisface, ya que

i({z € R u(x)] > 0)}) = (=00, 0]) > 0.

Ejemplo 2.2.10. Considerando el mismo espacio de medida (R, .#, i) definido anterior-
mente, el operador de multiplicacién M, : L*(R) — L3(R) con simbolo

u(z) = x '1n(2),
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tiene la propiedad que u € L%(R) y por esta razén, este operador de multiplicacién es
acotado. Sin embargo, el conjunto N,, = N; esto se debe para cadan € N el valor u(A4,) > 0
y cada dtomo es de la forma A, = {n}.

Ejemplo 2.2.11. Retomando el espacio de medida (R, .#, 1) definido anteriormente, el
operador de multiplicacién M, : L7(R) — L1(R) con simbolo

u(z) = 2 '1p(x),

con D = {5,7,11,53} satisface que u € Lg(]R), y por tanto el operador de multiplicacion
es acotado y tiene rango cerrado. El conjunto N, es {5,7,11,53}, dado que u(A4,) > 0
para n € D ademds u(x) =0 p-c.t.p. en B = (00,0] U (U2, (n —1,n)).

n=1

2.2.3. Rango cerrado, caso p < ¢

Ahora se centra la atencién en el caso p < ¢. Se usara el respectivo resultado de continuidad
y el Teorema 2.2.6 para demostrar el siguiente:

Teorema 2.2.12. Sea (X, %, 1) un espacio de medida o-finito con descomposicion atémica
X =BU (U An> ,
i=1
donde {A,}22, son dtomos de u disjuntos dos a dos y B es un conjunto no atomico. Se

supone que u € Lo(X) y que para 1 < p < q¢ < 0o se cumple que M,, € B (LP(X), LI(X)).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) M, : L*(X) — LX) tiene rango cerrado.
(b) M, : LP(X) — Li(X) tiene rango finito.
(¢) El conjunto N, = {n € N | u(4,) # 0} es finito.

Demostracion. Si u = 0 p-c.t.p. sobre X no hay nada que mostrar pues en este caso,
M,(LP(X)) = {0} y claramente tiene rango cerrado. Asi que se va a suponer que u no es
la funcién nula. Las demostraciones (c¢)=(b)=-(a), son iguales al Teorema 2.2.6. Se va a
demostrar la implicacién (a)=(c)

(a)=(c) Por la condicién (a) del Teorema 2.1.14, se puede decir que u(z) = 0 p-c.t.p.
sobre B. Luego, como u no es la funciéon nula, existe £ € N talque u(Ax) # 0. De esta
manera el conjunto N, es no vacio y ademds se cumple que

Su= U An
neNy

En particular, p (S,) > 0y, al igual que se mostré en el Teorema 2.2.6, se puede definir el
simbolo w como
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para x € S, vy w(z) = 0 en X \ S,. De aqui que el operador M,, : L?(X) — LP (X) es
acotado y por el Teorema 2.1.5 se debe tener que w € L"(X) donde 1% + % = % y ademas

S A i L
=sup ———— = sup = sup 0.
neN ’U(An) neN ‘17({:145)“ neN ‘w(An)‘r,u(An)

Luego, para cada n € N, se tiene que

— Jw (An) ["p (An)
y de esta manera

[w(A,) ’T (A, >

(S N

para cada n € N,,. Se concluye entonces que

S L Y AuA) = X [l dp < [ ful dp < oc

ne Ny, eENy ne Ny An

y esto solamente ocurre si N, es finito. Esto culmina la demostracién del resultado. [

Al igual que en el caso p > ¢, se obtiene el siguiente resultado, el cual se sustenta de igual
manera.

Corolario 2.2.13. Si M, : LP(X) — LX) es de rango cerrado con p < q, entonces la
restriccion del simbolo u con respecto a S, tiene la propiedad essinf |ulg,| > 0.

Ejemplo 2.2.14. Retomando el Ejemplo 2.1.16 (R,.#, 1) el espacio de medida o-finito
con

W(E) = m(E) + #(ENN)
formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N, el operador de
multiplicacion M, : L3 (R) — L2 (R) con simbolo
u(z) = 27%1n(x)
satisface que u = 0 c.t.p. sobre B (conjunto no atémico) y

sup 7|u (AN)|S < 0
neN M (An)

28 1
13 2
tiene rango cerrado, ya que el conjunto N, = N, dado que para todo n € N, u(4,) >0y

donde s = 2% y la norma del operador es | M,|| = 5. Este operador de multiplicacién no

cada adtomo es de la forma A, = {n}.
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Ejemplo 2.2.15. Sea (R, .Z, i) es espacio de medida definido anteriormente, el operador
de multiplicacién M, : L*(R) — L7(R) con simbolo

u(x) = (z + 8)_11@0[,7,ﬂ] (x)

tiene la propiedad que u = 0 p-c.t.p. en
B = (00,0l U ( (n — 1,n)>
n=1
y ademds también se tiene que

s LA

neN N(An>
va que #(N,) = 3. Mds exactamente, los atomos son {1}, {2} y {3}, por lo tanto este
operador de multiplicacion es acotado y tiene rango cerrado.

< 00,



3 Compacidad y la norma esencial del
operador de multiplicacion M,

En este capitulo se daran los argumentos de los resultados que se han obtenidos en esta
investigacién (véase [2]). Se trata de un nuevo criterio para la compacidad del operador
multiplicacién actuando sobre los espacios LP(X) y una estimacion de la norma esencial
de este operador. El capitulo se completa con la primera seccién donde se dan los detalles
del criterio que se conoce sobre la compacidad de este operador, el cual fue obtenido por
R.K. Singh y A. Kumar en [12].

3.1. Compacidad del operador multiplicacién en L7(X)

En esta seccién se dan los detalles de los resultados obtenidos por Singh y Kumar [12] sobre
la compacidad del operador multiplicacién actuando en los espacios LP(X); de hecho, los
resultados que se presentan en esta secciéon son un poco mas general ya que los autores
antes citados obtuvieron sus resultados en L?(X). Como antes, se asume que (X, %, i) es
un espacio de medida o-finito; la clave de los resultados de esta seccion esta en considerar
el siguiente conjunto:

Zr={fel’(X)| f(x) =0 p-ct.p.sobre X\ X"},

donde € > 0 es fijo y
Xt ={z e X :|u(x)| > e€}.

Entonces Z! satisface la siguiente propiedad:

Proposicion 3.1.1. Se asume que (X, %, ) es un espacio de medida o-finito y que p > 1.
Para cada € > 0 el conjunto Z* es un subespacio cerrado de LP(X).

Demostracion. Se fija e > 0. En primer lugar, se va a ver que el conjunto Z* es un espacio
vectorial. Se observa que Z! # () ya que la funcién nula esta en Z*. Ahora, si f,g € LP(X)
y a € R, entonces para cada z € X \ X" se cumple

af(x)+g(x)=a(0)+0=0

con lo cual a f + g € Z¥, y asi Z!* es un subespacio de LP(X).
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Ahora se va a mostrar que Z* es un conjunto cerrado de LP(X). Con este fin, sea f € Z4;
entonces existe una sucesién {f,} € Z* tal que

Titn |1/ — /1, = 0.

Luego, por el Teorema 1.3.9, se tiene que f, — f en medida y consecuentemente, por el
Teorema de Riesz 1.3.8, existe una subsucesion {f,, } de {f.} tal que f,, — f puntual-
mente p-c.t.p. sobre X. De esta manera

p{z e X | |fu,(x) = f(2)| # 0}) = 0.

Esto muestra que f € Z¥, y por tanto Z" es un conjunto cerrado de L”(X). Esto culmina
la demostracién de la proposicion. O

Como una consecuencia importante de la proposicion anterior se tiene el siguiente resul-
tado que fue establecido por Singh y Kumar [12] para el caso p = 2.

Teorema 3.1.2. Sea u € L>®(X). El operador multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) es
compacto si y solo si para cada € > 0, el espacio Z!' tiene dimension finita. .

Demostracion. Se supone primero que el operador multiplicacién M, : LP(X) — LP(X)
es compacto. Si u es la funcién nula (c.t.p), entonces no hay nada que mostrar; asi que se
va a suponer que la funciéon u no es nula al menos en un conjunto de medida positiva.

Sea € > 0 cualquiera. Entonces Z* es un subespacio cerrado de LP(X), con lo cual, el
operador inclusién iz« : Z — LP(X) es continuo o acotado.

Ahora se considera el operador M, = M, o' zu 2 Z — LP(X), el cual se puede ver como
la restriccion del operador M, al subespacio cerrado Z*. Este operador M, es compacto,
pues es un hecho conocido que la composicion de un operador continuo con un compacto
da como resultado un operador compacto (véase Proposicién 1.5.6 en los preliminares).
Todavia més, este operador M, es inyectivo, pues si f € Z' con f # 0 p-c.t.p. y se tiene
que M,(f) = 0 p-c.t.p. en LP(X), entonces existe F C X* tal que u(F) > 0y f(z) # 0
p-c.t.p. en F, ademds |u(x)| > € para « € F, con lo cual

u(z)f(x) #0 p-ct.p.en F
contradiciendo el hecho que f € KerM,, es decir Ker M, = {0}.

Ahora se va a demostrar que el rango del operador M, = M, o izu @ Z¢ — LP(X) es
justamente Z“. En efecto, si g € M, (Z"), entonces existe f € Z* tal que

g(x) = ufx)f(x),

para casi todo x € X. En particular, para cada x € X \ X* se cumple u(x)f(z) =0y

u
€

asi g se anula en X \ X", excepto posiblemente en un conjunto de medida cero; asi que
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redefiniendo la funcién g en ese conjunto de medida cero, se puede suponer que g se anula
en todo X \ X* y por tanto g € Z*. Esto demuestra que M, (Z*) C Z*.

Ahora se va a establecer que Z* C M, (Z*). Con este fin, para g € Z*, se considera la

9(z) Xu
_ ) u@y TEA
f@) { re X\ X

funcién

vv

0,
Claramente g = u- f en X. Ademads, f(x) = 0 para cada z € X \ X; asi que falta verificar
(X

que f € LP(X). En efecto, como g € L?

Joloran=[ 17

donde se ha usado el hecho que |u(x)| > € para cada x € X. Con esto queda establecido
que Z* C M, (Z*).

), se tiene

g(x)["

1
o] s / 9" dp <~ llglly < o,

En conclusion, el operador M, = M, o iz : Z} — Z! es compacto y biyectivo y esto
s6lo ocurre, segun el Teorema 1.5.5, si y sélo si el espacio Z! tiene dimensién finita. Esto
demuestra la implicacion directa.

Ahora se va a demostrar el reciproco; se asume que para cada € > 0, el espacio Z! tiene
dimensioén finita. Para cada n € N, se considera la funcién simbolo u,, = u-1 X, Entonces
n

[n]loe < llulle <00

Asi, cada operador M,,, : LP(X) — LP(X) es continuo o acotado. Auin mas, por definicién
de X3, se tiene que

1
Ju—unllo, = HU—U Ixw H = HU Laxy, || = -
pues |u(z)| < & para todo z € X \ X1, Esto demuestra que
dm fju — | =0
y consecuentemente
nlglgo | My, — M| = nlggo [ My, —ul| = nlggo lu = un|l, =0,

donde se ha usado el Teorema 2.1.1 en la segunda igualdad. Con esto se puede decir
que M, : LP(X) — LP(X) es el limite de los operadores M, . La conclusién entonces sera
consecuencia del resultado comentado antes del Teorema 1.5.5 si se logra demostrar que los
operadores M, : LP(X) — LP(X) son compactos. De hecho, se va a establecer que estos
operadores M, tienen rango de dimension finita, demostrando que M, (L*(X)) = Z1,,,
el cual tiene dimensién finita por hipotesis.



66 3 Compacidad y la norma esencial del operador de multiplicacién M,

En efecto, si g € M,, (L’(X)) C LP(X), entonces existe f € LP(X) tal que g = u,, - f
p-c.t.p. en X. Luego, por la definicién de u,, se tiene que g = u - 1X1‘/n - f p-c.t.p.en X
y por definicién de funcién caracteristica, g = 0 para X \ X{,, de donde g € Z}),,. Esto

demuestra que M,, (L*(X)) C Z7,,.

Por otra parte, si se tiene una funcién h € Zy,, C LP(X), entonces h(z) = 0 para todo
z € X \ Xj),, con lo cual, definiendo la funcién

hx) Uu

— e X

€Tr) = u(‘r)7 z €)
/@) {Q z e X\ XY,

se concluye, como antes, que f € LP(X)y h =u- f en X. Esto demuestra que la inclusién
2y, © My, (LP(X)) es verdadera y la prueba del resultado estd completa. O

Se ilustra el resultado anterior con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.1.3. Se considera el espacio de medida ((0,1), M,m), donde M es la o-

algebra de los subconjuntos Lebesgue-medibles de (0,1) y m es la medida de Lebesgue.
Se considera la funciéon medible w : (0,1) — R definida por

0, 0<zx<i
u(x)z{  O<a<y
1, §§Q3<1,

cuya grafica es

0 u

Figura 3.1.1: Simbolo u
Se puede observar que ||u|| = 1y por el Teorema 3.1.2, esta funcion u define un operador
multiplicacién M, € B (LP(0,1)). Todavia méas, para € > 0 se tiene que

0, sie>1,
XY = 0,1): = P
Y={x e (0,1): |u(z)] > €} {BJ), si0<e<l1.

Asi que para 0 < € < 1 se tiene que

Zt = {f € LP(0,1) : f(z) = 0 m-c.t.p. sobre (O, ;)} .
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Luego, para cada n € N, se definen los conjuntos medibles

B—(1+ S 1)
"2 n+2'2 n+1/)°

Se tiene que m (B,,) > 0 para todo n € N y que estos conjuntos son disjuntos dos a dos y

por esta razon, las funciones f, : (0,1) — R definidas por

0, x€(0,1)\ By,
1, z€ B,,

fule) = 1, () = {

son linealmente independiente y como

1 1
T n+1 n+2

| 1Rl dm = m (B,) >0,
(0,1)

entonces para valores de € € (0,1) se cumple que dim (Z*) = oo lo cual significa que este
operador multiplicacion M, : LP(0,1) — L?(0,1) no es compacto. |

Revisando el ejemplo anterior, se puede ver que el operador M, : L*(0,1) — LP(0,1) no
es compacto porque la medida exterior de Lebesgue en (0, 1) no es atémica y la funciéon
u no es la nula. De hecho el tnico operador multiplicaciéon que es compacto en espacios
de medidas no atémico es justamente el operador nulo (véase Corolario 2 en [4] Castillo,
Rafeiro, Ramos-Fernédndez y Salas-Brown), tal como se muestra en el siguiente resultado.

Corolario 3.1.4. Se supone que (X,%, 1) es un espacio de medida no atémica, que u €
L>*(X) y que p > 1. El operador multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) es compacto si y
solo st u =0 p-c.t.p. (con lo cual M, es el operador nulo).

Demostracion. Se supone que el operador multiplicacién M, : LP(X) — LP(X) es com-
pacto y que u # 0 p-c.t.p., esto es |Jul|,, > 0. De esta manera, existe ¢ > 0, tal que
pu(X¥) > 0. De lo contrario, se tendria que p(X!) = 0 para todo € > 0 y de aqui que

[ull o = mf{e > 0| p({z € X [|u(z)] > €}) =0} = nf{e >0 p(X) =0} = 0.

Por tanto ||ul|o = 0, contradiciendo el hecho que u # 0 u-c.t.p.

Segun el Teorema 3.1.2, para este valor de € > 0, se tiene que el espacio Z! tiene dimensién
finita pues se estd suponiendo que el operador M, : LP(X) — LP(X) es compacto.

Como 1 es no atémica, existe £y C X" medible tal que 0 < p(E;) < oo, y por el Teorema
1.2.23, es posible construir una sucesién {E,} de conjuntos medibles tales que E, ;1 C E,
y 1 (Eni1 \ En) > 0. Luego, para cada n € N, la funcién medible 15, pertenece a Z* pues
ciertamente 1, € LP(X) y como ademés FE,, C X! se puede ver que 1g, () = 0 para
todo z € X
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Ahora se va a establecer que la sucesion {1g,} es linealmente independiente. En primer
lugar, se observa que para n,m enteros positivos distintos tales que n > m, se tiene que
0 < p(E,) < p(Ey) y que p(Ey, \ E,) > 0. Luego, si consideramos escalares ¢y, ¢o tales
que

c1lp, +colp, =0, p-c.t.p. (3.1.1)

entonces, integrando sobre E,, \ E,, se tiene que

0 = / alg, +clp du
m\ En
= cu(En\ Ey)

va que pu(En, \ E,) > 0, entonces ¢o = 0. Sustituyendo ¢y en (3.1.1), e integrando sobre
E,,, se obtiene

ap(E,) =0

y de esta manera c;,co = 0, esto muestra que 1, v 1 son linealmente independientes.
Usando este argumento con cada cantidad finita de elementos de {1g,} se concluye que
Z! tiene una cantidad infinita de elementos linealmente independientes y por esta razén
dim (Z*) = oo. Esto es una contradiccién y se tiene la prueba de la primera implicacion.

Finalmente, si u = 0 p-c.t.p., entonces M, es el operador nulo, el cual es compacto. Esto
culmina la demostracion del corolario. ]

La demostraciéon del corolario anterior también permite concluir lo siguiente:
Corolario 3.1.5. Sea

Xm0 (0a)

la descomposicion de X en su parte atomica y no atomica, siendo B su parte no atomica
y sea M, € B(LP(X)). Si el operador M, : LP(X) — LP(X) es compacto, entonces u = 0
en casi toda parte sobre B.

Demostracion. Si ||u-1g|, > 0, entonces existe € > 0 tal que
p({z € B:|u(z)| >e€}) > 0.

Luego, como X es o-finito, existe un conjunto medible F; C B tal que 0 < u (E;) < 0oy se
puede construir la sucesiéon {E, } que aparece en la demostracién del Corolario 3.1.4. Con
esto, para este € > 0, se establece que dim (Z*) = oo y el operador M, : LP(X) — LP(X)
no es compacto. ]

Finalmente, también se tiene la siguiente consecuencia.

Corolario 3.1.6. Se supone que p > 1 y que M, € B(LP(X)) es un operador inyectivo.
Si el operador M, : LP(X) — LP(X) es compacto, entonces p es una medida atémica.
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Demostracion. Se supone que p no es una medida atémica; es decir, se supone que X
contiene un subconjunto B que no es atomico. Por el Corolario 3.1.4 ya se sabe que u = 0
en casi todo By por definicién de conjuntos no atémicos se tiene que p(B) > 0. Con lo
cual la funciéon medible 1 no es la nula; pero satisfaces que

M,(1g)=u-15=0 (p-c.t.p.)

Lo que significa que Ker (M,) # {0} y por tanto este operador M, no es inyectivo. O

3.2.  Un nuevo criterio para la compacidad

El Teorema 3.1.4 ciertamente caracteriza los simbolos u € L>°(X) que definen operadores
de multiplicacién compactos en LP(X); pero dicha caracterizacion depende en ver si el
espacio

Zr={fel’(X)| f(x) =0 p-ct.p.sobre X\ X"},

tiene o no dimensién finita para cada € > 0. En la practica, establecer este hecho podria ser
una tarea un poco dificil; por esta razon, en esta seccidon se aprovecha la descomposicion
atémica de un espacio de medida para establecer otro criterio (véase [2]) el cual podria
ser mas facil de verificar que la condicién dada por Singh y Kumar [12].

El criterio que se ofrece y que es uno de los aportes o resultados principales de esta
investigacion es el siguiente:

Teorema 3.2.1. Sea (X, %, u) un espacio de medida o-finito y completo con descomposi-
cion atomica .
X =BU (U An> ,
i=1
donde { A, }°°, son dtomos de . y B es un conjunto no atdmico. Se supone que u € L>®(X)
y que p > 1. El operador de multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) es compacto si y sdlo si

|lu-1p| + lm |u(A) | =0. (3.2.2)
k—o00
Demostracion. Se supone que ||ul|o # 0 p-c.t.p. en X y
o Lol + i o ()| =0

De esta manera u - 15 = 0 p-c.t.p. en B. Por otro lado, para cada N € N, se considera la

funcion v
un(z) =Y u(Ap)la,(z), ze€X.
k=1
Se puede ver que para cada x € X se cumple

> u(Ar) Ly (w)

k=N+1

u(e) —un(z)| =
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y como los atomos Ay, son disjuntos dos a dos y la funcién u es constante en esos conjuntos,
se obtiene que

lu—unll = sup |u(AL)],
E>N+1

asi que la hipdtesis implica que

lim [|ju—u = lim sup |u(Ax)| = limsup|u(Ax)| =0.

i flu —uyll,, = lim kZNIL| (Ax)| = lim sup |u (Ay)]
Todavia mas, uy € L>®(X), yva que ||[u - 1n|leo < ||ulloc < 00 y por el Teorema 2.1.1,
la funcién medible ux define un operador de multiplicacién M,, € B (LP(X)). Asi que
también se tiene

A (M = My I = Jim [ Mol = flu = tloe =0

lo cual significa que M, es el limite (uniforme) de los operadores M, . Asi que por el
comentario anterior al Teorema 1.5.5, es suficiente mostrar que cada operador M, es
compacto; de hecho, se va a mostrar que cada operador M,, tiene rango de dimensién
finita.

Para tal fin, se fija N € Ny se toma g € M, (L?(X)), entonces existe f € LP(X) tal que
g = uy - f. En particular, se tiene que g = 0 en casi todo B U (UEO:N—H Ak>. También,
como g es medible, la Proposicion 1.4.1 implica que esta funcion es constante en cada uno
de los datomos; por tal motivo, para cada k = 1,2,--- | N se puede definir ¢, = g (Ax) y
entonces se tiene que

N
g=> crla,,
k=1

esto es, g es combinacién lineal de las funciones {14,,14,, -, 14, } los cuales son lineal-
mente independientes pues los A, son disjuntos dos a dos y tienen medidas positivas. Se
puede suponer que u (Ag) # 0 para k = 1,2,--- | N, pues g vale cero en los dtomos donde
u se anula. Luego, con esta condicion, para cada k =1,2,--- , N, las funciones

1
hy = ———1
k U(Ak) Ag

pertenece a LP(X) pues u (Ax) < oo y ademas
14

k:UN'hk

en casi todo X; lo cual significa que 14, € M, (L?(X)) y por tanto
M, (LP(X)) =gen ({14, : k=1,2,--- ,N}).

Esto es, dim (M,
operador M, : LP(X) — LP(X) es un operador compacto.

(LP(X))) < oo y los operadores M,,, son compactos. En conclusién el
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Ahora se va a mostrar el reciproco. Se supone que el operador M, : LP(X) — LP(X) es
un operador compacto y que

|lu-1g|le + ’Cle lu(Ag)| >0 (3.2.3)
esto quiere decir que [|u - 1g]jo > 00 klim lu (Ag) | > 0.
—00

Si ||u- 1p]ls > 0, entonces por definicion del supremo esencial, para €y = £{|u - 15|, se
cumple que
w(Bg) = n({z € B |lu(z) > e}) > 0.

Luego, como el conjunto B es no atéomico entonces B¢ es un conjunto no atémico y por
lo tanto, el Teorema 1.2.23, dice que es posible obtener una sucesién de subconjuntos de
Bg, {Bn}52, tales que

B,i1 C B,y u(B,\ Bp) >0 paratodom > n.

De esta manera, se puede considerar el conjunto {1p, }52, C Z¢, el cual es un conjunto

linealmente independiente. Por el Teorema 3.1.2 el espacio ZZ tiene dimension finita lo
cual es una contradiccion y de esta manera ||u - 1|0 = 0.

Similarmente, si klggo |u(Ax)| > 0, entonces existe €, > 0 y una subsucesién {4,, }32,

de {A,} tal que |u(A,,)| > e para todo k € N. Luego, el conjunto {1Ank}:;1 C Zg,
es linealmente independiente por que los dtomos tiene medidas positivas y son disjuntos
dos a dos. Pero por el Teorema 3.1.2 el espacio Z tiene dimensién finita lo cual es una
contradicciéon y de esta manera klim lu (Ag) | = 0.

— 00

Esto muestra el resultado deseado. O
Se ilustra el uso del teorema anterior con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Se consideran los espacios de medidas ((0,1),.#,m) y (N, p(N),#) y se
define X = (0,1) UN,

S={CUD:Cel ADe pN)},

es una o-algebra de subconjuntos de X y para F=CUD € ¥ con C € # y D € p(N)
se puede definir

p(F) = m(C) + #(D).

Entonces (X, X, i) es un espacio de medida con parte no atémica B = (0, 1) y siendo sus
atomos los unitarios A, = {n} con n € N. Segiin el Teorema 3.2.1, la funcién

0, € (0,1),
ul(x):{l xel(\l )

x’
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cuya grafica es

08
o8
04

02 L]

Figura 3.2.2: Simbolo u,

define un operador multiplicacién M,, que es compacto en LP(X) para cualquier p > 1.
Mientras que el operador M, definido por el simbolo

/o, x € (0,1),
ual() = { =1 zeN,
cuya grafica es

Figura 3.2.3: Simbolo us

no es compacto en LP(X) pues
klg]& lug (Ag)| =1 #0.

En la Seccién 3.4 se verd que “tan lejos” estd el operador M, de la clase %, (LP(X)) de
los operadores compactos en LP(X).
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3.3. Operadores Multiplicacién en L?(X) con rango de
dimension finita

La clave de la demostracion del Teorema 3.2.1 fue considerar las funciones uy las cuales se
pueden ver como las restricciones del simbolo u a la unién de los primeros N atomos. Estas
funciones uy solamente son distintas de cero en una cantidad finita de 4&tomos y por esta
razén definen operadores multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) con rango finito; es decir,
tales que dim (M, (LP(X))) < oo. El objetivo de esta seccion es caracterizar aquellos
simbolos u € L>(X) que definen un operador multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) con
rango finito. El resultado que se ha obtenido en esta investigacion es el siguiente:

Teorema 3.3.1. Sea (X, %, u) un espacio de medida o-finito y completo con descomposi-
cion atomica

X:Bu(U An>,
n=1

donde { A}, son dtomos de u y B es un conjunto no atémico. Se supone que u € L*>(X)
y que p > 1. El operador de multiplicacion M, : LP(X) — LP(X) tiene rango finito si y
solo si |lu-1g||l, =0y N ={neN: u(A,) #0} es finito.

Demostracion. Se supone primero que el operador de multiplicacion M, : LP(X) — LP(X)
tiene rango finito. En particular, por el Teorema 3.1.2, este operador también es compacto
y por el Corolario 3.1.5 se obtiene que u = 0 en casi todo B; con lo cual ||u- 15|, = 0.
Luego, falta mostrar que N'= {n € N: u (A,) # 0} es finito.

Se supone entonces que N no es finito; entonces existe una sucesiéon de atomos {A,, },,
tales que u (A4,,) # 0 para todo k € N. El conjunto de las funciones medibles {1 A"k}
es linealmente independiente, ya que los atomos son disjuntos dos a dos, tienen medida
positiva y son elementos de LP(X) pues los dtomos tienen medida finita. Ademds, para
. también pertenece a LP(X) y se cumple que

n

cada k € N, la funcién hy = (%)IA
u( Any,
14, =u-hy, i~ c.t.p. sobre X,

y esto muestra que span {1 An, P KEN } C M, (L*(X)), contradiciendo que el operador
de multiplicacién M, : LP(X) — LP(X) tiene rango finito. Se concluye entonces que N es
finito y se tiene lista la prueba de la implicacion directa.

Se va a demostrar ahora el reciproco. Se supone que ||u- 15|, =0y que
N ={neN: u(A4,) #0}

es finito, se va a mostrar que el operador de multiplicacién M, : L*(X) — LP(X) tiene
rango finito. Sin perder generalidad, se puede suponer que N’ = {1,2,--- | N}, para algin
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N € N. Para cada h € Ran (M,,) se puede encontrar f € LP(X) tal que h = u - f. Luego,
por hipétesis se puede ver que ||k - 15||, = 0 pues u = 0 p-c.t.p. sobre B y también

h(A) =0, VYk=N+1,N+2--

pues justamente u (Ay) = 0 para esto valores de k. De aqui que, por la Proposicién 1.4.2,
la funcién h se puede escribir en la forma

00 N
h = h-1g+Y h-14,=> h-1y,
k=1 k=1
N

N
= h(Ak)']-Ak:ZCklAk7
k=1

k=1

donde ¢, = h(Ay) para todo k = 1,2,--- | N; es decir, h es combinacién lineal de las

funciones {14,,14,,- -, 14, }. Todavia més, como u (Ag) # 0 para k =1,2,--- , N y los
1

atomos tiene medidas finitas, se cumple que gy = ml 4, € LP(X) y, por esta razon,
1a, =u- gk
también es un elemento de M, (L*(X)). Con esto se concluye que

Mu (LP(X)) :span{lAl,lAQ,'-- ,].AN}.

En particular, dim (M, (L*(X))) = N, lo cual completa la demostracién del resultado. [

Ejemplo 3.3.2. Se considera el espacio de medida (X, X, i) definido en el Ejemplo 3.2.2.

uy (z) = { 0, =€ (1),

) Z’EN,

La funciéon

define un operador multiplicaciéon M, : L?(X) — LP(X) compacto que no tiene rango
finito ya que
N={neN: u (A4, #0} =N

no es un conjunto finito.

3.4. La norma esencial del operador multiplicaciéon en
LP(X)

En esta seccidon se presenta el otro aporte que se obtuvo en este trabajo de investigacion
(véase [2]) y que trata sobre una estimacién de la norma esencial del operador multiplica-
cién con simbolo u actuando sobre el espacio LP(X) con p € (1,00). Se recuerda que para
una funcién medible u € L>*(X), la norma esencial de M, se denota y define por

[My||, = inf {[[M, — K| - K € % (L"(X))},
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donde %, (LP(X)) denota el espacio de todos los operadores compactos en LP(X). Geométri-
camente, || M, ||, mide la distancia de M, a la clase %, (LP(X)) de los operadores compactos
en LP(X). El resultado que se ha obtenido es el siguiente.

Teorema 3.4.1. Sea (X, X, 1) un espacio de medida o-finito y completo con descomposi-

x=pu(U ).

=1

cion atomica

donde { A, }°°; son dtomos de p y B es un conjunto no atdmico. Se supone que u € L>®(X)
y que 1 < p < 0o. Existe una constante C(p) > 0, que depende sdlo de p, tal que

() (nu Al + lim sup |u<AN>|> <Myl < - Lplloe + limsupu (Ay)] . (34.4)
N—oo N—oo

Demostracion. Primero se va a establecer la cota superior en (3.4.4). Para cada N € N,
se considera la funcién medible

N
unN = Zu(Ak)lAk
=1
Como antes, uy € L>®(X) pues |[unllooc < ||t]le ¥ ademés uyn(xz) = 0 para todo x €
BU (U;C’: N4l Ak). Por esta razoén, se puede escribir

|un - 15|l + Jim lun (Ag)| =0,
—00

asi que el Teorema 3.2.1 implica que el operador M, : LP(X) — LP(X) es compacto.
Luego, por definiciéon de normal esencial de M,,, para todo N € N se cumple que

HMuHe < HMu_Mu
= unlle
_ max{wu—um-1Br\oo,su§r<u—uN><An>r}
ne

< u-1glleo + sup |un(An)l,
n>N+1

N

donde se ha usado la Proposicién 1.4.3. Por tanto, tomando limite cuando N — oo, se
obtiene

1Ml

IA

g (1 2ol sup s

n>N+1
= |lu- 15l + limsup Juy(A,)]|.
N—o0

Esto da la cota superior de || M,||. en (3.4.4).

Ahora se va a establecer la cota inferior || M,||.. Para ello se consideran dos casos, depen-
diendo del valor de ||u - 15]co:
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Caso L. Si ||u- 15|/« > 0, por definicién del supremo esencial para €y = $|u - 15/ se
tiene que

p(BL) =pn({z e B|lu@)]>e})=u({zeX||u@)ls,(z)] >e}) > 0.

Como B es no atomico, By es un conjunto no atémico y, por tanto, el Teorema 1.2.23,
permite construir una sucesién de subconjuntos medibles de B, { B, }52;, tal que u(B;) <
m?

Bni1 € B,y u(Bp\ Bp) >0 paratodom >n

ademés p(B,) — 0 cuando n — oo. Se considera entonces la sucesion de funciones
medibles { f,,}22; definidas por

f C R S
n — 7= 11 +Bn T+ 1 TAn:
115, |l 1L, [l,

Se tiene que

B =

I+

1
</ [P T d“)

1
1 P
)

||1Bn||p” 2,

Il = ([ Ifnlpdﬂ);
2%

P,

es decir, f, € LP(X) para todo p > 1. Se mostrard que para p > 1, la sucesién {f,}
converge débilmente a la funcién nula. Con este fin, sea g € L%(X) cualquiera, entonces
para cada n € N se tiene

‘/Xg-fndu’ < /X\g~fn|du
- /Ig|-|fn|du

/|| ( 1y +— 1 )d
= | g A, ) du
|1Bn\|p 114,

1
1 - —|—/ 14, du;

asi que por la desigualdad de Holder,

1

7114
||1An p !

1p,

+ g La,llg
P

‘/g-fndu’ < llg-1g,llq
X Bn”p

= lg-1s.llg +1lg - La,llg-

p



3.4 La norma esencial del operador multiplicacién en LP(X) 7

Ya que ||g]|? se puede escribir como

“dp Y [ gt dp,
/Blgl 1 ;Aklgl I

Por el Corolario 1.4.5
, . g _ i a7, _
Jim g - 1a,[[§ = lim /Ak |g/?d p = 0.
También, por el Teorema 1.1.26 (continuidad de la integral),
lim [lg-1p, [, = 0.
Esto muestra que

lim ‘/ g fndu‘ 0, (3.4.5)
X

n—oo

y como el espacio dual de LP(X) se puede identificar con L(X) se concluye entonces que
fn — 0 débilmente.

Se considera ahora cualquier operador compacto K : LP(X) — LP(X); se mostrard que

lim, ||/, = 0.

n—oo

Con este fin, se supone lo contrario; suponga que existe €; > 0 y una subsucesion { f,, }72,

de {fa}721, tal que
IK(fa)ll, > €,  VkeN, (3.4.6)

Como K es un operador compacto, pasando a otra subsucesion, si es necesario, se puede
suponer que existe h € LP(X) de tal forma que

T (K (fu,) = Bll, = 0. (3.4.7)

Se debe ver que h es la funcién nula. En efecto, si T' es cualquier funcional lineal acotado
no nulo en LP(X), entonces la composicién TK también es un funcional lineal acotado.
De esta manera

(b = T (Jim K(5,)
= lim TK(fy)=0
pues ya se habia establecido que f, converge débilmente a cero. Se tiene entonces que

T(h) = 0 para todo funcional lineal acotado en LP(X) y esto ocurre si y sélo si h es la
funcién nula; asi que sustituyendo en (3.4.7) se obtiene

I K (fu,)l, =0
lo cual es una contradiccién con (3.4.6) y, por tanto, es valido afirmar que

lim K(f,) =0, VK € B (LP(X)). (3.4.8)

n—oo
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Se procedera ahora a estimar || M, (f,)]],,
IM(F)lly = [l 1l dp
1 1
e (e ) g
/X 15,7 [
= /|u|p ! —1p d/L—i-/ |U|p ! ]-A d,u
X ||1 Wl ||1 olp

1 1
= P P
T o 10 O+ T o,

Ya que B, C B, para todo n € N, entonces para cada = € B, se cumple que

1
[u(@)] > €0 = Sflu-1plle

y de esta manera

1 1 1
M, ()2 > 7/ ( -1 OO) d / .
MGG 2 Jp, G Al ) it [ Yl i

1 1 P 1 )
11517 (e Lalle) w(Ba) + T A ()

1
_ . p p

>

n |

Por tanto se determina

1

1 »
M)l = (55l Ll + (AP )" (3.49)
Pero para a,b € Ry p > 1, se cumple la siguiente desigualdad

(lal” + [o[")7 = S (Jal + [b]);

N | —

asi que sustituyendo en (3.4.9) se obtiene

1

1Ml 2 5 (Gl ol + lu(A)]) 2 5 (lu Lslloe + Ju(AD) . (3410)

También para cada n € N y cada operador K € %y(LP(X)), se puede usar la definicién
de la norma de un operador y se obtiene

1My — K] = H(M“ k) (Hf1”f>

asi que por la desigualdad triangular se cumple que

M (£, = 15 ()l

1
[/l
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y entonces, por la relacién (3.4.10), se llega a la estimacion

1|1
My — K| = A 52 (e Lalloo + [ulAn)]) = 1K (fa)ll,
11
= S |5z (e el + [u(An)]) = 1K (fa)ll,

donde se ha usado el hecho que || f,,||, = 2%

Finalmente, por definicién de la norma esencial (es un infimo), para € > 0, se puede
encontrar un operador compacto K € %, (LP(X)) tal que

[Mulle +¢ = [[My — K]

> s o (- ol +lu(A)) = K (£,

Aplicando lim sup,

| Melle +€ > hm 1SUp o

>11
= or 22

212(||u “Lplloe + [u(An)]) = 1K (fa)ll,

21/p
(Il Lpllo -+ limsup [u(A,)] ) = Him sup | ()1,

y por la relacién (3.4.8) se obtiene
Mol +e = 2727 (Jlu L]l + limsup [u(A,)])
y como € > 0 fue arbitrario, se concluye
Cp) (Jlu- Lplloo + limsup fu(Ax)] ) < Mo < [l Lol + imsup fu(Ay)l.

Esto culmina la demostracién en este caso.

Caso II. Si ||u- 15|l = 0, entonces para cada n € N, se define

1

114, [l

fn:

14,

Se observa que [|f,[|, = 1 para todo n € N. Como antes, se muestra que f, converge
débilmente a la funciéon funcién nula y el argumento del Caso I establece que

lim K (f,) =0,

n—oo

para cada operador K € %,(LP(X)); pero ahora en este caso se obtiene

1M, = K| > (Mo (£)]], = 1K ()],

con lo cual

M, = K| > [[u(An)] = 1K (£)1,]
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asi que aplicando lim sup se obtiene

1M, — K| > [imsup fu(A,)] — lmsup [ K ()], = lim sup [u(A4,)].
n—oo n—oo n—o0

I,
Luego, por definiciéon de la norma esencial, se concluye que
[Mylle + € = [[(My — K)|| = limsup |u(Ay)].
n—oo
Por tanto, en este caso, se establece que

“MuHe = HHLSUP |U(An)|

Esto culmina la demostracién del teorema. O

Ejemplo 3.4.2. Se considera el espacio de medida (X, X, 1) definido en el Ejemplo 3.2.2.
El operador M,, definido por el simbolo

0, x € (0,1),
uz(r) = { =1 zeN,
no es compacto en LP(X) pues
k-1

g e (A0l = i, =5 =170
También se puede ver que
[uz - 15| = sup{luz()] : = € (0,1)} =0.
Por tanto, el Teorema 3.4.1, implica que
Mol = s - Ll + Jim s (Ay)] = 1

es decir, para cualquier p > 1, el operador M,, : LP(X) — LP(X) estd a una distancia 1
de la clase %, (LP(X)) con la métrica definida a través de la norma de operadores.



Conclusiones

A partir del trabajo de investigacion realizado durante un ano, se pudo llegar a las si-
guientes conclusiones:

1. Si (X,%, u) es un espacio de medida o-finito, p,q > 1y p # ¢, los operadores de
multiplicacién M, : LP(X) — L%(X) de rango cerrado son operadores de rango finito
(ver Teoremas 2.2.6 y 2.2.12) y por tanto son un tipo de operadores compactos, esto
se debe principalmente a la siguiente relacion de contenencia %y C H,.

2. Si (X, X, p) es un espacio de medida o-finito y completo p > 1, se logra establecer un
nuevo criterio para determinar cuando el operador de multiplicacién M, : LP(X) —
LP(X) es compacto, usando la descomposicién atémica - no atémica del espacio de
medida (X, 3, u) (ver Teorema 3.2.1).

3. Si (X, X, i) es un espacio de medida o-finito y completo, se logra establecer un nuevo
criterio para determinar cuando el operador de multiplicacion M, : LP(X) — LP(X)
tiene rango finito, usando la descomposicién no atéomica y atéomica del espacio de
medida (X, X, u) (ver Teorema 3.2.1).

4. Si (X,X, 1) es un espacio de medida o-finito y p > 1, se logra estimar la norma
esencial del operador de multiplicacién M, : LP(X) — LP(X) usando las descom-
posicién atémica y no atémica del espacio de medida (X, 3, i) (ver Teorema 3.4.1)

[2].






Problemas abiertos

1. Si (X,%, ) es un espacio de medida o-finito y completo, p,g > 1 con p # q.
Establecer criterios para saber cuando el operador de multiplicacién M, : LP(X) —
L9(X) es compacto.

2. Si (X, %, p) es un espacio de medida o-finito y completo, y v € L*(X). Estimar o
determinar la norma esencial del operador de multiplicacién M, : L'(X) — LY(X).

3. Si (X, %, p) es un espacio de medida o-finito, p,q > 1 con p # ¢. Estimar o deter-
minar la norma esencial del operador de multiplicacién M, : LP(X) — LI(X).

4. Extender los resultados obtenidos en el Capitulo 3 a otros espacios de funciones,
como por ejemplo, Orlicz, Lorentz y el caso mas general de cualquier espacio tipo
Kothe.
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