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PONTIFICIA UNIVERSIDAD JAVERIANA
FACULTAD DE CIENCIAS

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS
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Yesid Alejandro Lemus Abril

Trabajo de Grado presentado como requisito parcial para optar al t́ıtulo de:
Magister en Matemáticas
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Introducción

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y p un número mayor o igual que uno, el con-
junto Lp(X) = {f función medible a valor real |

∫
X |f |p dµ <∞} es un espacio vectorial,

sin embargo, al establecer la función ‖ · ‖p : Lp(X) → R≥0, como ‖f‖p := (
∫
X |f |p dµ)1/p

para f ∈ Lp(X), tiene la particularidad que si f ∈ Lp(X), tal que ‖f‖ = 0 no es posible
concluir que f = 0, Esto quiere decir ‖ · ‖ define una seminorma, luego, si se define para
f, g ∈ Lp(X) la relación f ∼ g si y solamente si f = g casi toda parte (c.t.p) sobre
X, entonces la relación ∼ es de equivalencia la cual permite subsanar el problema de la
norma y de esta manera el conjunto de Lp(X) := Lp(X)/ ∼ conformado por todas las
clases de equivalencia [f ], constituye un espacio de Banach con la norma ‖·‖p definida por
‖[f ]‖p = ‖g‖p con g ∈ [f ]. De manera general para realizar el estudio del espacio Lp(X)
basta escoger solo el representante y por tanto de ahora en adelante se omite el śımbolo
de clase de equivalencia [·] y se dirá que f ∈ Lp(X) de forma intŕınseca se entenderá que f
es una clase de equivalencia. Otro conjunto importante es L∞(X) el cual está constituido
por todas las funciones a valor real, en el cual existe 0 ≤ M < ∞ tal que |f(x)| ≤ M

c.t.p. sobre X, dichas funciones son conocidas como esencialmente acotadas, el valor de
M recibe el nombre de cota superior esencial, y definiendo ‖ · ‖∞ : L∞(X) → R≥0, como
‖f‖∞ := ı́nf{k ∈ R | µ ({x : |f(x)| ≥ k}) = 0}, L∞(X) constituyen un espacio de Banach
con normada dada por ‖ · ‖∞.

Este tipo de espacios fueron estudiados por F. Riesz en el año 1910 en el art́ıculo [10]
y conforman una clase muy importante de espacios de Banach en teoŕıa de la medida y
análisis funcional, siendo de gran importancia en las aplicaciones en teoŕıa de probabili-
dad, ingenieŕıa y f́ısica, entre otras. Su importancia y diversas propiedades lo hacen un
foco de estudio y por tanto una motivación para realizar diversas investigaciones.

En los espacios de medida (X,Σ, µ) se define un átomo A ∈ Σ de µ si cumple dos condi-
ciones, la primera es µ(A) > 0. La segunda condición, para todo subconjunto medible F
de A, µ(F ) = 0 o bien µ(A \ F ) = 0, además si para todo conjunto de medida positiva
tiene un subconjunto el cual es un átomo, se dice que (X,Σ, µ) es puramente atómico. si
(X,Σ, µ) no contiene átomos entonces se dice que es no atómica. Un conjunto medible B
es no atómico si existe un subconjunto medible F de B talque µ(F ) 6= 0 y µ(B \F ) 6= 0. Si
el espacio de medida es σ-finito, una de las propiedades de interés de los conjuntos atómi-
cos y no atómicos radica en la descomposición del espacio medible en dos subconjuntos,
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uno puramente atómico y el otro no atómico como se presenta a continuación

X = B ∪
( ∞⋃
n=1

An

)
,

donde {An}∞n=1 son átomos disjuntos y B es no atómico; esta descomposición del espacio
de medida será de gran importancia para el estudio de los espacios Lp(X).

Considérese L0(X) como el conjunto conformado por las clases de equivalencia de funciones
medibles en el espacio de medida (X,Σ, µ) bajo la relación de equivalencia dada por la
igualdad c.t.p. Si u ∈ L0(X) es fijo, considérese la función de Lp(X) a L0(X), definida
por

Mu(f)(x) := u(x)f(x) x ∈ X , f ∈ Lp(X).

Mu es llamado operador de multiplicación, donde u recibe el nombre del śımbolo del ope-
rador. Es importante establecer que propiedades tiene este operador; es decir, se desea
buscar condiciones sobre el śımbolo u para Mu sea un operador continuo o acotado de
Lp(X) en Lq(X). También se busca establecer condiciones para que este operador ten-
ga rango cerrado, sea compacto, entre otras propiedades. En el art́ıculo [13], realizado
por Takagi y Yokouchi en el año 1999, se realiza el estudio del operador de multiplica-
ción Mu entre diferentes espacios Lp(X) y se establecen condiciones para que el operador
Mu : Lp(X) → Lq(X) sea continuo y a la vez cómo es la norma del operador Mu. Otra
de las propiedades del operador estudiada es establecer condiciones para que el operador
de multiplicación tenga rango cerrado. Esta investigación se tiene en cuenta los valores de
p, q ≥ 1, el śımbolo del operador u ∈ L0(X) y la descomposición del espacio en su parte
atómica y no atómica. En el articulo [12], realizado por R. K. Singh y A. Kumar en el año
1979, se establecen condiciones para que un operador multiplicación Mu : L2(X)→ L2(X)
sea compacto teniendo en cuenta la dimensión de el subespacio Zu

ε conformado por todas
las funciones que se anulan en X \ Xu

ε , donde Xu
ε = {x ∈ X : |u(x)| > ε}. Como con-

secuencia se desprenden corolarios los cuales serán de gran importancia en el estudio de
los operadores multiplicación entre espacios Lp(X). Los resultados que se van a presentar
en este trabajo de investigación van a depender de las propiedades que tiene el śımbolo
del operador u, la medida µ y el espacio de medida como descomposición en su parte no
atómica y atómica.

En este trabajo se pretende estimar o determinar la norma esencial de los operadores
multiplicación entre espacios Lp(X) para p ≥ 1, Mu : Lp(X) → Lp(X), con el śımbolo
u ∈ L0(X), es por ello que se estudian propiedades ya mencionadas, además se utilizaran
otros art́ıculos que tengan relación con los operadores multiplicación, entre los cuales po-
demos citar los trabajos de H. Takagi y K. Yokouchi [13], R.K. Singh y A. Kumar [12],
en los cuales se basan este trabajo, y además los art́ıculos de R. E. Castillo, H. Refeiro,
J. C. Ramos Fernández y M. Salas Brown [4] y J. C. Ramos-Fernández y M. Salas-Brown
[9]. Estos documentos servirán de apoyo debido a que proveen un análisis del operador
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multiplicación sobre los espacios de Köthe en el cual se desarrolla los temas que se desean
estudiar como lo son continuidad del operador, si es de rango cerrado además si es com-
pacto y uno de los temas más importante que ha motivado la realización este trabajo: la
estimación de la norma esencial, que hasta el momento del desarrollo de esta monograf́ıa,
no se ha encontrado art́ıculos o documentos en los cuales se trate este tema de manera
más general y le da un aire de originalidad al trabajo propuesto.

Cabe resaltar que en el desarrollo de este trabajo se considera (X,Σ, µ) un espacio de
medida σ-finito ya que es una hipótesis fundamental en los art́ıculos revisados. Este docu-
mento consiste de tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se establecen conceptos principales
de la teoŕıa de la medida, los espacios Lp(X), análisis funcional, y se desarrollarán algu-
nas propiedades de conjuntos atómicos y no atómicos en los espacios de medida (X,Σ, µ)
σ-finito y las funciones en los espacios Lp(X).

En el segundo caṕıtulo se estudiará el operador multiplicación Mu : Lp(X)→ Lq(X) para
p, q ≥ 1 y donde el śımbolo u ∈ L0(X). Se mostrará bajo qué condiciones el operador mul-
tiplicación Mu es acotado, y se establecerán condiciones sobre el śımbolo u para que defina
un operador multiplicación continuo y además se puede estimar la norma del operador;
de igual forma, se establecerán propiedades para los operadores que tiene rango cerrado.
Básicamente se darán los detalles de los resultados de Takagi y Yokouchi [13] complemen-
tando con ejemplos y analizando los casos que no fueron considerados por estos autores.

En el tercer y último caṕıtulo se estudiará la compacidad del operador de multiplicación
Mu : Lp(X) → Lp(X), se analizan y se extienden los resultados de R. K. Singh y A.
Kumar [12] y como resultado importante del trabajo de investigación, también se incluirá
un criterio nuevo para los operadores de multiplicación compactos usando la descomposi-
ción del espacio de medida un su parte atómica y no atómica, al igual se estima la norma
esencial del operador Mu : Lp(X) → Lp(X). Se dan los detalles de los resultados que
aparecen en [2].





Índice general

Agradecimientos IX

Introducción XI

1 Preliminares 1
1.1 Espacios de Medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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1 Preliminares

En este caṕıtulo se presentan conceptos, y resultados que son de gran importancia para la
investigación. Se presentan varios resultados de forma que el trabajo sea auto contenido.

1.1. Espacios de Medida
Los resultados que se han obtenidos en esta investigación se basan en un buen conocimiento
sobre los espacios de medida y las propiedades de los espacios de funciones medibles. Por
esta razón, en esta sección se proveen las definiciones y los resultados más relevantes sobre
este tema.

Definición 1.1.1. [3, Definición A.1., p. 419] Dado un conjunto X 6= ∅, la colección
M ⊂ ℘(X) se dice una σ- álgebra si satisface las siguientes condiciones

(a) ∅ ∈M .

(b) si E ∈ Σ entonces X \ E ∈M .

(c) si {En}∞n=1 ⊂M entonces ⋃∞n=1 En ∈M .

Se dice un espacio medible al par (X,M ) compuesto por un conjunto X y una σ-álgebra
M de subconjuntos de X. Un subconjunto E de X es llamado medible siempre y cuando
E pertenece a M .

Definición 1.1.2. [11, Definición, p. 338] Una medida µ sobre un espacio medible (X,M ),
hace referencia a una función no negativa a valor real extendido µ : M → [0,∞] para el
que µ(∅) = 0 y es aditiva contable en el sentido que para todo colección contable disjunta
{En}∞n=1 de conjuntos medibles,

µ

( ∞⋃
k=1

Ek

)
=
∞∑
k=1

µ(Ek).

Un espacio de medida (X,M , µ) será una terna compuesta por un espacio medible (X,M )
junto con una medida µ definida sobre M .

Proposición 1.1.3. Sea (X,M , µ) un espacio de medida.
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Aditividad finita. Para toda colección disjunta {Ek}nk=1 de conjuntos medibles,

µ

(
n⋃
k=1

Ek

)
=

n∑
k=1

µ(Ek).

Monotońıa. Si A y B son conjuntos medibles y A ⊆ B, entonces

µ(A) ≤ µ(B).

Si A y B son conjuntos medibles y A ⊆ B y µ(A) <∞, entonces

µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

Monotońıa contable. Para toda colección {Ek}∞k=1 de conjuntos medibles que cubren
a un conjunto medible E,

µ(E) ≤
∞∑
k=1

µ(Ek).

Una sucesión de conjuntos {Ek}∞k=1 es llamada creciente siempre y cuando para cada k,
Ek ⊆ Ek+1, y es llamada decreciente siempre y cuando para cada k, Ek+1 ⊆ Ek.

Proposición 1.1.4 (Continuidad de la medida). Sea (X,M , µ) un espacio de medida.

(a) Si {Ek}∞k=1 es una sucesión creciente de conjuntos medibles, entonces

µ

( ∞⋃
k=1

Ek

)
= ĺım

k→∞
µ(Ek).

(b) Si {Ek}∞k=1 es una sucesión decreciente de conjuntos medibles para la cual µ(E1) <
∞, entonces

µ

( ∞⋂
k=1

Ek

)
= ĺım

k→∞
µ(Ek).

Definición 1.1.5. Sea (X,M , µ) un espacio de medida,

La medida µ es llamada finita siempre que µ(X) <∞.

La medida µ es llamada σ-finita siempre que X es la unión de una colección de
conjuntos medibles cada uno de los cuales tiene medida finita. Es decir, existe
{Ek}∞k=1 ⊂M tal que µ(Ek) <∞ y X = ⋃∞

k=1 Ek.

Un conjunto medible E es llamado de medida finita siempre y cuando µ(E) <∞.

Un conjunto medible E es llamado de medida σ-finito siempre y cuando E es la
unión de una colección de conjuntos medibles cada uno de los cuales tiene medida
finita. Es decir, existe {Ek}∞k=1 ⊂M tal que µ(Ek) <∞ y E = ⋃∞

k=1 Ek.
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Definición 1.1.6. Un espacio de medida (X,M , µ) es llamado completo siempre y cuando
M contiene todos los subconjuntos de medida cero, esto es, si E pertenece a M y µ(E) =
0, entonces todos subconjunto de E también pertenece a M .

Para un espacio de medida (X,M , µ) y un conjunto medible E de X, se dice que una
propiedad se cumple casi toda parte sobre E o que es valida para casi todo x ∈ E, denotado
por µ-c.t.p. E, si existe un subconjunto medible E0 de E tal que µ(E0) = 0 y la propiedad
se cumple sobre E \ E0.

Proposición 1.1.7. Sea (X,M , µ) un espacio de medida. Se define M0 a la colección
de subconjuntos de E de X de la forma E = A ∪ B donde B ∈ M y A ⊆ C para algún
C ∈ M para el cual µ(C) = 0. Para tal conjunto E se define µ0(E) = µ(B). Entonces
M0 es una σ-álgebra que contiene a M , µ0 es una medida que extiende a µ, y (X,M0, µ0)
es un espacio de medida completo.

Comentario 1.1.8. Una manera de construir espacios de medida partiendo de uno fijo
(X,M , µ) y G ∈ M , Es posible establecer MG = {E ∩ G | E ∈ M } y µG(E) = µ(E)
para todo E ∈MG. De esta manera (G,MG, µG) es también un espacio de medida y posee
las mismas caracteŕısticas del espacio de medida (X,M , µ), es decir:

Si (X,M , µ) es σ-finito, (G,MG, µG) también es σ-finito.

Si (X,M , µ) es completo, (G,MG, µG) también es completo.

Si µ es σ-finita, µG también es σ-finita.

Si µ es finita, µG también es finita.

Definición 1.1.9. Sea (X,M ) un espacio medible. Una función f a valor real extendido
definido sobre X es llamada medible (medible con respecto a M ), si se cumple una (y por
tanto todas) de las siguientes condiciones:

(a) Para cada número real c, el conjunto {x ∈ X | f(x) < c} es medible.

(b) Para cada número real c, el conjunto {x ∈ X | f(x) ≤ c} es medible.

(c) Para cada número real c, el conjunto {x ∈ X | f(x) > c} es medible.

(d) Para cada número real c, el conjunto {x ∈ X | f(x) ≥ c} es medible.

El conjunto de las funciones medibles definidas en el espacio medible (X,M ) se denotará
por L0(X) = L0(X,M ).

Proposición 1.1.10. Sea (X,M , µ) un espacio de medida completo y X0 un subconjunto
medible de X para el cual µ(X \X0) = 0. Entonces una función a valor real extendido f
sobre X es medible si y sólo si la restricción a X0 es medible. En particular, si g y h son
funciones a valor real extendido sobre X para las cuales g = h c.t.p sobre X, entonces g
es medible si y sólo si h es medible.
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Teorema 1.1.11. Sea (X,M ) un espacio medible, f y g funciones medibles a valor real
extendido sobre X. Para cualquiera par de números reales α y β, la función αf + βg es
medible. También la función f · g es medible.

Teorema 1.1.12. Sea (X,M , µ) un espacio de medida y {fn} una sucesión de funciones
medibles sobre X, tal que fn → f puntualmente c.t.p. sobre X. Si el espacio de medida
(X,M , µ) es completo o bien la convergencia puntual es sobre todo X, entonces f es
medible.

Corolario 1.1.13. Sea (X,M , µ) un espacio de medida y {fn} una sucesión de funciones
medibles sobre X. Entonces las siguientes funciones son medibles:

sup fn, ı́nf fn, ĺım sup fn, ĺım inf fn.

Definición 1.1.14. Sea (X,M ) un espacio medible. Para un conjunto medible E la
función caracteŕıstica 1E, es la función sobre X dada por:

1E(x) =
{

1, si x ∈ E,
0, si x ∈ X \ E.

Una función a valor real ψ sobre X es llamada simple siempre y cuando existen una
colección finita {Ek}nk=1 de conjuntos medibles y números reales {ck}nk=1 tal que

ψ =
n∑
k=1

ck · 1Ek .

Luego, una función simple sobre X es una función a valor real medible sobre X que tomas
un número finito de valores reales.

Definición 1.1.15. Sea (X,M , µ) un espacio de medida y ψ una función simple no
negativa sobre X. Se define la integral de ψ sobre X,∫

X
ψ dµ,

como sigue: si ψ = 0 sobre X, define ∫
E
ψ dµ = 0.

Por otro lado, sean c1, c2, . . . , cn los valores positivos que toma ψ sobre X, para 1 ≤ k ≤ n,
si Ek = {x ∈ X | ψ(x) = ck}, se define∫

X
ψ dµ =

n∑
k=1

ck · µ(Ek). (1.1.1)

El caso ψ = 0 sobre X se considera por separado para justificar la convención 0 · ∞ = 0.
Además, se dice que la expresión al lado derecho de (1.1.1) es ∞ si para algún k tal que
ck > 0, se cumple que µ(Ek) = ∞. Para un subconjunto E de X, la integral de ψ sobre
E con respecto a µ esta definido por

∫
X ψ · 1E dµ y se denota por

∫
E ψ dµ.
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Definición 1.1.16. Sea (X,M , µ) un espacio de medida y f una función medible no
negativa a valor real extendido sobre X. La integral de f sobre X con respecto a µ se
denota y define por∫

X
f dµ = sup

{∫
X
ϕdµ | ϕ es simple y 0 ≤ ϕ ≤ f

}
.

Para una subjconjunto medible E de X, la integral de f bajo E con respecto a µ está
definida por ∫

E
f dµ :=

∫
X
f · 1E dµ.

Teorema 1.1.17 (Desigualdad de Chebyshev). Sean (X,M , µ) un espacio de medida, y
f una función no negativa sobre X, y λ un número real positivo. Entonces

µ ({x ∈ X | f(x) ≥ λ}) ≤ 1
λ

∫
X
f dµ. (1.1.2)

Proposición 1.1.18. Sea (X,M , µ) un espacio de medida y f una función medible no
negativa sobre X para la cual

∫
X f dµ < ∞. Entonces f es finita c.t.p. sobre X y el

conjunto {x ∈ X | f(x) > 0} es σ-finito.

Lema 1.1.19 (Lema de Fatou). Sea (X,M , µ) un espacio de medida y {fn} una sucesión
de funciones medibles no negativas sobre X tal que fn → f puntualmente c.t.p. sobre X.
Suponga que f es medible, entonces∫

X
f dµ ≤ ĺım inf

∫
X
fn dµ. (1.1.3)

Teorema 1.1.20 (Teorema de convergencia monótona). Sea (X,M , µ) un espacio de
medida y {fn} una sucesión creciente de funciones medibles no negativas sobre X. Se
define

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x)

para cada x ∈ X. Entonces
ĺım
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ. (1.1.4)

Definición 1.1.21. Sea (X,M , µ) un espacio de medida y f una función medible no
negativa sobre X. Entonces f es llamada integrable sobre X con respecto a µ si se cumple
que ∫

X
f dµ <∞.

Sean (X,M , µ) un espacio de medida y f una función medible sobre X. La parte positiva
y la parte negativa de f , denotadas por f+ y f−, están definidas por

f+ = máx {f, 0} y f− = máx {−f, 0} sobreX.

Tanto f+ y f− son funciones medibles no negativas sobre X, y son tales que

f = f+ − f− y |f | = f+ + f−.
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Definición 1.1.22. Sea (X,M , µ) un espacio de medida. Una función medible f sobre
X es llamada integrable sobre X con respecto a µ siempre que |f | es integrable sobre X
con respecto a µ. Se define la integral de f sobre X con respecto a µ por∫

X
f dµ =

∫
X
f+ dµ−

∫
X
f− dµ. (1.1.5)

Para un subconjunto medible E de X, f se llama integrable sobre E si la función f · 1E
es integrable sobre X con respecto a µ. En este caso, la integral de f sobre E se denota
y define por ∫

E
f dµ :=

∫
X
f · 1E dµ.

Teorema 1.1.23 (Prueba de comparación para integrales). Sean (X,M , µ) un espacio
de medida y f una función medible sobre X. Si g es integrable sobre X y domina a f sobre
X en el sentido que |f | ≤ g c.t.p. sobre X, entonces f es integrable sobre X y∣∣∣∣∫

X
f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|f | dµ ≤

∫
X
g dµ. (1.1.6)

Teorema 1.1.24. Sean (X,M , µ) un espacio de medida y f, g funciones integrables sobre
X.

(Linealidad) Para números reales α, β, α f + β g es integrable sobre X y∫
X
α f + β g dµ = α

∫
X
f dµ+ β

∫
X
g dµ.

(Monotońıa) Si f ≤ g c.t.p. sobre X, entonces∫
X
f dµ ≤

∫
X
g dµ.

(Aditividad sobre dominios) Si A,B son subconjuntos disjuntos medibles de X y α ∈ R,
entonces ∫

A∪B
f dµ = α

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ.

Teorema 1.1.25 (Aditividad contable sobre dominios de integración). Sea (X,M , µ) un
espacio de medida y f una función medible sobre X. Si {Xn} es una colección contable de
conjuntos medibles disjuntos cuya unión es X, entonces∫

X
f dµ =

∞∑
n=1

∫
Xn
f µ. (1.1.7)

Teorema 1.1.26 (Continuidad de la integral). Sea (X,M , µ) un espacio de medida y f
una función medible sobre X.

1. Si {Xn} es una sucesión creciente de subconjutos de X cuya unión es X, entonces∫
X
f dµ = ĺım

n→∞

∫
Xn
f dµ. (1.1.8)
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2. Si {Xn} es una sucesión decreciente de subconjutos de X, entonces∫
∩∞n=1Xn

f dµ = ĺım
n→∞

∫
Xn
f dµ. (1.1.9)

Teorema 1.1.27 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea (X,M , µ) un
espacio de medida y {fn} una sucesión de funciones medibles sobre X tal que fn → f

c.t.p. sobre X con f medible. Si existe una función medible no negativa g, integrable sobre
X que domina a la sucesión {fn} en el sentido

|fn| ≤ g c.t.p. sobreX para todo n,

entonces f es integrable sobre X y

ĺım
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ. (1.1.10)

1.2. Átomos y conjuntos no atómicos
En esta sección se tratará sobre la descomposición atómica de un espacio de medida. Se
clasificarán los espacios de medida en atómicos y no atómicos y se presentará un resultado
sobre la descomposición atómica - no atómica de un espacio de medida, el cual será esencial
en los siguientes caṕıtulos.

En vista de la falta de referencias sobre este tema, en esta sección se dan todos los detalles
de los resultados que se necesitarán más adelante.

Definición 1.2.1. [15, Definición 1.35., p. 19] Dado un espacio de medida (X,Σ, µ), un
conjunto medible A ∈ Σ es llamado átomo para µ si satisface las siguientes condiciones:

(a) µ(A) > 0,

(a) Para todo E ∈ Σ tal que E ⊆ A se cumple que µ(E) = 0 o µ(E) = µ(A).

Ejemplo 1.2.2. Considérese el espacio de medida σ-finito, (N, ℘(N),#) donde # es la
medida de conteo. En este caso los conjuntos unitarios son los átomos.

Alternativamente, se tiene la siguiente caracterización (véase [7]).

Proposición 1.2.3. Un conjunto A ∈ Σ, es un átomo para µ si y sólo si

(a) µ(A) > 0,

(b) Para todo F ∈ Σ se cumple que µ(A ∩ F ) = 0 o bien µ(A \ F ) = 0.
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Demostración. Sean A es un átomo para µ y F un conjunto medible de Σ. Entonces
F ∩A ∈ Σ y es un subconjunto de A por lo tanto µ(A ∩ F ) = 0 o bien µ(A ∩ F ) = µ(A);
pero esta última condición implica que

µ(A) = µ((A ∩ F ) ∪ (A \ F ))
= µ(A) + µ(A \ F ).

Por tanto µ(A \ F ) = 0 y se cumple la condición 2 en la proposición.

Rećıprocamente, si A ∈ Σ satisface (a) y (b), además si E ∈ Σ está contenido en A,
entonces E = A∩E y por la propiedad 2 se tiene µ(E) = µ(E∩A) = 0 o bien µ(A\E) = 0;
pero si µ(A \ E) = 0, entonces se tiene que

µ(A) = µ((E) ∪ (A \ E))
= µ(E) + µ(A \ E)
= µ(E)

esto muestra que A es un átomo para µ.

De ahora en adelante, si A es un átomo para µ, también se dirá que es un átomo para
el espacio de medida (X,Σ, µ). Es importante destacar, que si se cambia la medida µ es
posible que el conjunto A deje de ser átomo.

Se ilustra la definición anterior con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.4. Si X = {1, 2, 3, 4}, Σ = {∅, X, {1, 2}, {3, 4}} y µ la medida de conteo,
los conjuntos {1, 2}, {3, 4} son átomos de la medida µ; esto se debe a que no existen
subconjuntos medibles de {1, 2} o {3, 4} que tengan medida positiva.

De la misma definición de átomo es posible encontrar átomos con medida no finita. Un
ejemplo de ello es el siguiente.

Ejemplo 1.2.5. Se considera el espacio de medida, ({1, 2, 3},F , µ) donde la sigma álgebra
es F = {∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}} y

µ(E) =


0, E = ∅,
1, E = {1},
∞, E = {2, 3},
∞, E = {1, 2, 3}.

Para este caso {2, 3} es un átomo y no tiene medida finita.

También es posible que un espacio de medida no posea átomos, tal y como se ilustra en
el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.6. Se considera el espacio de medida σ-finito, (R,M ,m), el espacio de
medida de Lebesgue. Este espacio no posee átomos, ya que para cada conjunto medible F
de medida positiva es posible encontrar un subconjunto de medida positiva con medida
menor que m(F ).

El ejemplo anterior dice que es necesario una clasificación de los espacios de medidas según
si tienen o no átomos. En tal sentido, se tiene la siguiente definición:

Definición 1.2.7. Un espacio de medida (X,Σ, µ) se dice atómico si para todo conjunto
medible de medida positiva, éste contiene un átomo. Un conjunto F ∈ Σ se dice no atómico
si tiene medida positiva y no contiene ningún subconjunto A ∈ Σ que sea un átomo para
µ. En el caso que X sea no atómico, se dice que el espacio es no atómico.

Se ilustra esta definición con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.8. Se considera un conjunto X no vaćıo, el espacio de medida, (X, ℘(X),#),
donde # es la medida de conteo. En este caso, los unitarios son los átomos y claramente
todo conjunto medible de medida positiva tiene como subconjunto al menos un conjunto
unitario. Luego, este espacio es atómico. Mientras que el espacio de medida (R,M ,m) de
los conjuntos Lebesgue medibles de R con la medida exterior de Lebesgue es no atómico.

Como propiedad importante, se tiene que los átomos no distinguen conjuntos de medida
cero; más precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.2.9. Sean A un átomo para µ y E un conjunto medible de medida cero,
entonces el conjunto A ∪ E también es un átomo para µ.

Demostración. Sean A un átomo para µ y E conjunto de medida cero; se va a verificar
que el conjunto medible A ∪ E cumple con las dos propiedades de la Definición 1.2.1. En
efecto, ya que A ⊂ A∪E, se tiene que µ(A) ≤ µ(A∪E), en virtud de la monotońıa, y de
aqúı que µ(A ∪ E) > 0. También, como µ(E) = 0, se puede escribir

µ(A) = µ(A) + µ(E) ≥ µ(A ∪ E),

y de aqúı se obtiene que µ(A ∪ E) = µ(A).

Para verificar la segunda condición de la Definición 1.2.1, se considera un conjunto medible
F tal que F ⊆ A∪E, entonces F = (F ∩A)∪ (F ∩E) y como E es un conjunto de medida
cero, de igual manera el conjunto F ∩E será de medida cero, ya que F ∩E ⊆ E. Además,
de la subaditividad de µ, se tiene

µ(F ) ≤ µ(F ∩ A) + µ(F ∩ E) = µ(F ∩ A),

y como también se tiene que F ∩ A ⊆ F , entonces por la monotońıa de la medida, se
obtiene µ(F ∩A) ≤ µ(F ), con lo cual µ(F ) = µ(A∩ F ). Por otra parte, como A∩ F ⊆ A

y A es un átomo, se debe cumplir que µ(A ∩ F ) = 0 o µ(A \ F ) = 0.
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Si µ(A ∩ F ) = 0, entonces µ(F ) = 0.
En el segundo caso, si µ(A \ F ) = 0, entonces

µ(A) = µ(A ∩ F ) + µ(A \ F ) = µ(A ∩ F )

de esta última relación, teniendo en cuenta que µ(F ) = µ(A ∩ F ) = µ(A) = µ(A ∪ E), se
determina que µ(F ) = µ(A). Finalmente se concluye que µ(F ) = 0 o bien µ(F ) = µ(A∪E),
es decir A ∪ E es un átomo.

Comentario 1.2.10. Bajo las condiciones de la proposición anterior, A \ E también es un
átomo, esto se debe a que A \E ⊆ A con lo cual µ(A \E) = µ(A)− µ(E) = µ(A) y para
todo F ⊆ A \ F medible F también es subconjunto medible de A, y por tanto µ(F ) = 0
o bien µ(F ) = µ(A) = µ(A \ E).

La unión de dos átomos no necesariamente es un átomo; retomando el Ejemplo 1.2.8, si X
contiene al menos dos elementos x1, x2, entonces los átomos {x1}, {x2} son disjuntos, sin
embargo, su unión {x1, x2} contiene subconjunto propios de medida positiva, los cuales
son los dos átomos {x1} y {x2}.

Otra propiedad que se puede destacar de los átomos tiene que ver con la medida de sus
intersecciones.

Proposición 1.2.11. Sean A,B átomos de µ. Si µ(A) 6= µ(B), entonces µ(A ∩B) = 0.

Demostración. Se supone que µ(A ∩B) 6= 0, de esta forma

µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A \B),

y
µ(B) = µ(A ∩B) + µ(B \ A).

Ya que A,B son átomos entonces µ(B \ A) = µ(A \B) = 0, esto quiere decir que

µ(A) = µ(A ∩B), µ(B) = µ(A ∩B),

es decir µ(A) = µ(B).

El rećıproco del resultado anterior no es cierto; esto queda en evidencia en el Ejemplo 1.2.8.
Si X contiene al menos dos elementos x1, x2, entonces los átomos {x1}, {x2} son disjuntos,
sin embargo, sus medidas son iguales. Todav́ıa más, de la demostración del resultado
anterior, se puede ver que si A y B son átomos y µ (A ∩B) > 0, entonces A ∩ B y
µ(A) = µ(B) = µ (A ∩B).

Con la finalidad de particionar la colección de los átomos de un espacio de medida, se
ofrece el siguiente resultado.
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Proposición 1.2.12. Sea A la colección de todos los átomos del espacio de medida
(X,Σ, µ) y supongamos que A 6= ∅. Para A,B ∈ A se define la relación

A ≡ B ⇐⇒ µ (A4B) = 0,

donde 4 denota la diferencia simétrica de conjuntos. Entonces ≡ define una relación de
equivalencia en A .

Demostración. Sean A,B y C átomos de µ. Dado que µ(A4A) = µ(∅) = 0 entonces
A ≡ A y la relación es reflexiva. También es claro que si A ≡ B, entonces µ(A4B) = 0
y por la propiedad conmutativa de la diferencia simétrica de conjuntos, se obtiene que
µ(B4A) = 0 y con esto, B ≡ A con lo cual la relación es simétrica. Finalmente, si se
supone que A ≡ B y B ≡ C, entonces el conjunto A∩B es posible representarlo como se
muestra a continuación,

A ∩B = (A ∩B ∩ C) ∪ [(A ∩B) \ C].

Pero (A ∩ B) \ C ⊆ B \ C ⊂ B4C, con lo cual µ([A ∩ B] \ C) ≤ µ(B4C) = 0. Como la
medida es no negativa, µ([A ∩B] \ C) = 0.

µ(A ∩B) = µ(A ∩B ∩ C). (1.2.11)

Realizando el mismo razonamiento con el conjunto B ∩ C, el cual se puede representar
por medio de la siguiente expresión

B ∩ C = (B ∩ C ∩ A) ∪ [(B ∩ C) \ A],

ya que (B ∩ C) \ A ⊂ A4B, se tiene que µ([B ∩ C] \ A) = 0 y por esta razón

µ(B ∩ C) = µ(A ∩B ∩ C). (1.2.12)

Por la relación ≡, se tiene que µ(A4B) = 0 y µ(B4C) = 0, aśı que los conjuntos medibles
A \B, B \A, B \C y C \B tienen medida cero, ya que son subconjuntos ya sea de A4B
o de B4C. Luego, las medidas de los átomos A,B y C se pueden escribir de acuerdo a
los conjuntos a los cuales se encuentran relacionados, de hecho, de las ecuaciones (1.2.11)
y (1.2.12) se obtiene

µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A \B) = µ(A ∩B ∩ C)
µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A) = µ(A ∩B ∩ C)
µ(C) = µ(C ∩B) + µ(C \B) = µ(A ∩B ∩ C).

Luego, la definición de átomos implica que los conjuntos A\ (A∩B∩C) y C \ (A∩B∩C)
deben tener medidas cero. Pero A \ C ⊆ A \ (A ∩B ∩ C) y C \A ⊆ C \ (A ∩B ∩ C), aśı
que se debe tener

µ(A4C) = µ(A \ C) + µ(C \ A) = 0
y por tanto, A ≡ C. Todo este argumento demuestra que ≡ es una relación de equivalencia
en A
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Comentario 1.2.13. En virtud del resultado anterior, la colección A 6= ∅ de los átomos de
un espacio de medida (X,Σ, µ) queda particionada, de tal forma que dos átomos A y B

de µ o son disjuntos o son iguales µ-c.t.p., es decir, el conjunto donde A y B son distintos
tiene medida cero. En particular, se va a demostrar que en el caso que este espacio de
medida sea σ-finito se tendrá a lo más un conjunto numerable de átomos; para esto, se
requiere el siguiente resultado:

Proposición 1.2.14. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición

X =
∞⋃
i=1

Xi

tal que para todo i ≥ 1, se tiene que Xi ∈ Σ y µ(Xi) < ∞. Además, se supone que al
menos un conjunto Xi tiene medida positiva y que Xi ∩Xj = ∅ siempre que i 6= j. Si A
es un átomo para µ, entonces:

(a) µ (A) <∞.

(b) Existe n0 ∈ N, tal que A ⊆ Xn0 µ-c.t.p., esto último significa que µ (A \Xn0) = 0.

Demostración. Como la sucesión {Xi}∞i=1 forma una partición para X y A ⊆ X, entonces
se tiene que

A =
∞⋃
i=1

(Xi ∩ A) .

En particular, para cada i ∈ N se satisface que Xi ∩A es un subconjunto medible de A el
cual es un átomo, de aqúı que µ (Xi ∩ A) = 0 o bien µ (Xi ∩ A) = µ(A). Luego, si fuese
cierto que para todo i ≥ 1 se cumple que µ(Xi ∩A) = 0, entonces de la σ-aditividad de la
medida se tendŕıa que

µ(A) = µ

( ∞⋃
i=1

(Xi ∩ A)
)

=
∞∑
i=1

µ(Xi ∩ A)

= 0,

lo cual es una contradicción al hecho que µ(A) > 0, ya que A es un átomo. Por tanto, se
puede garantizar que existe k ≥ 1, tal que µ(A ∩Xk) > 0. Entonces, usando nuevamente
la definición de átomo, se debe tener que µ (Xk ∩ A) = µ(A) y por tanto, usando la
monotońıa de µ y el hecho que µ (Xk) <∞, se obtiene que

µ(A) = µ (Xk ∩ A) ≤ µ (Xk) <∞.

Esto demuestra el item (a). Todav́ıa más, se tiene que A = (Xk ∩ A) ∪ (A \Xk), y por
esta razón, se puede escribir

µ(A) = µ (Xk ∩ A) + µ (A \Xk) = µ(A) + µ (A \Xk)
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y como todos los conjuntos involucrados tienen medida finita, se concluye que

µ(A \Xk) = 0

y aśı A ⊆ Xk µ-c.t.p. Esto culmina la demostración de la proposición.

Comentario 1.2.15. Del Comentario 1.2.10 se concluye que B = A ∩ Xk es también un
átomo pues éste conjunto es un átomo menos un conjunto de medida cero. Además se
tiene que B ≡ A. De aqúı que en el item (b), se puede tomar un representante de la clase
de A que está completamente contenido en Xk.

Por el axioma de elección, se puede formar la colección Â ⊆ A que contiene un único
representante de cada clase del conjunto cociente A / ≡. Por el comentario anterior,
ese representante A ∈ Â se puede suponer completamente contenido en algún Xk de
la descomposición σ-finita X = ⋃∞

i=1 Xi. En particular, si A y B pertenecen a elementos
distintos de A / ≡, entonces estos conjuntos son átomos disjuntos y no están relacionados.
Con esta notación se establece en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.16. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición X =⋃∞
i=1 Xi tal que para todo i ≥ 1, se tiene que Xi ∈ Σ y µ(Xi) < ∞. Además, se supone

que al menos un conjunto Xi tiene medida positiva y que Xi ∩Xj = ∅ siempre que i 6= j.
Entonces, se tienen las siguientes propiedades:

(a) Para cada k ∈ N, el conjunto Xk contiene a lo más una cantidad numerable de
elementos distintos de Â .

(b) El conjunto Â es a lo sumo numerable, es decir, existen a lo más una cantidad
numerable de átomos de µ disjuntos dos a dos.

Demostración. Se fija k ∈ N y se considera el conjunto

J =
{
A ∈ Â | A ⊆ Xk

}
.

Se debe demostrar que J es a lo sumo numerable. Con este fin, para cada m ∈ N se define
el conjunto

Jm =
{
A ∈ J | µ(A) > 1

m

}
.

Entonces como cada átomo tiene medida positiva, se tiene que

J =
∞⋃
m=1

Jm.

De aqúı, es suficiente mostrar que cada Jm es finito para concluir el ı́tem (a). En efecto,
si Jm es infinito, entonces se puede encontrar un sucesión {Aj} de átomos disjuntos dos a
dos, todos elementos de Jm. Luego, por la σ-aditividad de la medida se obtiene

µ

 ∞⋃
j=1

Aj

 =
∞∑
j=1

µ (Aj) ≥
∞∑
j=1

1
m

= +∞.
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Por otra parte, cada átomo en Jm es un subconjunto de Xk y por esta razón, también se
tiene que

µ

 ∞⋃
j=1

Aj

 ≤ µ (Xk) <∞.

Por esta contradicción, se debe tener que cada Jm es finito. En consecuencia J es a lo
sumo numerable pues es unión numerable de conjuntos finitos y con esto se tiene (a).

Finalmente, cada elemento de Â está contenido en algún Xk y por esta razón se tiene que

Â =
∞⋃
k=1

{
A ∈ Â | A ⊆ Xk

}

y como por (a) cada conjunto de la derecha es a lo sumo numerable, se concluye que Â

también es a lo sumo numerable. Esto culmina la demostración del resultado.

Cabe aclarar que, en el espacio de medida (X,Σ, µ), la clase de conjuntos Â puede tener
la particularidad que esté constituida por una cantidad finita de átomos o bien numerable
de átomos, tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.17. Sean (R,M ,m) y (X,℘(X),#) con X = {a, b, c}. Sea Y = R ∪ X la
unión disjunta de R y X, y considere F = M ∪ ℘(X),

∅ ∈ F ,

Si W ∈ F , entonces W = U ∪ V , con U ∈M y V ∈ ℘(X), con lo cual

(R ∪X) \W = (R ∪X) \ (U ∪ V ) = (R \ U) ∪ (X \ V )

como R \ U ∈M y X \ V ∈ ℘(X) se concluye que (R ∪X) \W ∈ F .

Si {Wi}∞i=1, entonces existen {Ui}∞i=1 ⊆M y {Vi}∞i=1 ⊆ ℘(X) tales que Wi = Ui∪ Vi.
Por tanto ∞⋃

i=1
Wi =

∞⋃
i=1

(Ui ∪ Vi)

como Ui, Vj son disjuntos para i, j ∈ N, entonces

∞⋃
i=1

Wi =
( ∞⋃
i=1

Ui

)
∪
( ∞⋃
i=1

Vi

)
,

pero ⋃∞i=1 Ui ∈M y ⋃∞i=1 Vi ∈ ℘(X).

De esta manera F , es una σ-álgebra.

Por otro lado, considere

ν(W ) = m(W \ X) + #(W \ R).
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Claramente ν(∅) = m(∅) + #(∅) = 0. Si {Wi}∞i=1 ⊆ F , entonces existen {Ui}∞i=1 ⊆M y
{Vi}∞i=1 ⊆ ℘(X) tales que Wi = Ui ∪ Vi para i ≥ 1.

ν

( ∞⋃
i=1

Wi

)
= m

(( ∞⋃
i=1

Wi

)
\ X

)
+ #

(( ∞⋃
i=1

Wi

)
\ R

)

= m

( ∞⋃
i=1

Ui

)
+ #

( ∞⋃
i=1

Vi

)

=
∞∑
i=1

m (Ui) +
∞∑
i=1

# (Vi)

=
∞∑
i=1

(m (Ui) ∪# (Vi))

=
∞∑
i=1

ν (Wi) .

Por tanto, (R ∪ ℘(X),F , ν) es un espacio de medida, y a su vez la cantidad de átomos es
finita, la cual consiste de los conjuntos medibles {a}, {b}, {c}.

Como consecuencia del resultado anterior, se puede dar otra descomposición del espacio
de medida σ-finito (X,Σ, µ) en términos de los átomos y de un conjunto no atómico.

Teorema 1.2.18. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito, Â el conjunto de átomos
disjuntos dos a dos definidos después del Comentario 1.2.15 y sea B ∈ Σ definido por

B = X \

 ⋃
A∈Â

A

 .
Si µ(B) > 0, entonces B es no atómico y además

X = B ∪

 ⋃
A∈Â

A

 . (1.2.13)

Demostración. Supóngase que B contiene un subconjunto F ∈ Σ que es un átomo para µ,
es decir, F ∈ A . Entonces, como ≡ es una relación de equivalencia en A , existe un único
A0 ∈ Â tal que F ≡ A0, con lo cual µ (F4A0) = 0. En particular, como F \A0 ⊆ F4A0,
entonces, por la monotońıa de la medida, µ (F \ A0) = 0. Además, por la definición del
conjunto B, también se tiene que

F ∩ A0 ⊆ B ∩ A0 = ∅

y por esta razón, se obtiene que

µ(F ) = µ (F \ A0) + µ (F ∩ A0) = 0,

contradiciendo el hecho que el conjunto medible F es un átomo. Luego, B no puede
contener átomos y la otra parte del resultado sigue de despejar X en la expresión para B.
Esto culmina la demostración del teorema.
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Ahora un par de consecuencias de este resultado.

Corolario 1.2.19. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y supongamos que A 6= ∅.
Si X no contiene conjuntos no atómicos, entonces X es la unión, a lo sumo numerable,
de átomos disjuntos dos a dos.

Demostración. Ya se sabe que en un espacio σ-finito, la cantidad de átomos disjuntos dos
a dos es a lo sumo numerable. Como en el resultado anterior, sea

B = X \

 ⋃
A∈Â

A

 .
Entonces B ∈ Σ y µ(B) = 0, pues si µ(B) > 0 entonces, por el teorema anterior, B
seŕıa no atómico. Luego, como la unión de un átomo con un conjunto de medida cero es
también un átomo, si distinguimos un elemento A0 ∈ Â , se tiene que C0 = A0 ∪ B ∈ A

y es un elemento de la clase de A0, con lo cual será disjunto con los otros elementos de
Â . En conclusión

X = B ∪

 ⋃
A∈Â

A

 = (B ∪ A0) ∪

 ⋃
A∈Â \{A0}

A

 = C0 ∪

 ⋃
A∈Â \{A0}

A


que era lo que se queŕıa demostrar.

Finalmente, se escribe la descomposición atómica - no atómica tal y como aparece en
la literatura. Más precisamente, se tiene el siguiente teorema el cual será la base de los
resultados que se han obtenidos en este trabajo de grado.

Teorema 1.2.20. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito el cual contiene un conjunto
no atómico y tal que Â = {Ak}∞k=1, es decir, Â tiene una cantidad infinita numerable de
átomos disjuntos dos a dos. Entonces existe un conjunto no atómico B tal que

X = B ∪
( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Demostración. Se supone que F ∈ Σ es un conjunto no atómico para µ y, como antes, se
considera el conjunto

B = X \
( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Se debe ver que µ(B) > 0 y el resultado seguirá como consecuencia del Teorema 1.2.18. En
efecto, si µ(B) = 0, entonces por el Corolario 1.2.19, X es la unión numerable y disjunta
de átomos. En este caso, se puede escribir

X =
∞⋃
k=1

Ck,
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donde C1 = A1 ∪B y Ck = Ak para k ≥ 2. De aqúı que, como F ⊆ X, se puede escribir

F =
∞⋃
k=1

(Ck ∩ F ) .

En particular, debe existir k0 ∈ N tal que µ (Ck0 ∩ F ) > 0 pues, en otro caso, se tendŕıa
que µ(F ) = 0 y esto seŕıa una contradicción al hecho que F es un conjunto no atómico.
Pero por otro lado, también se tiene que Ck0 ∩F es un subconjunto del átomo Ck0 y como
µ (Ck0 ∩ F ) > 0, entonces la definición de átomo implica que

µ (Ck0 ∩ F ) = µ (Ck0) .

Luego, como la medida del átomo Ck0 es finita, se deduce que µ (Ck0 \ F ) = 0 con lo cual

Ck0 ∩ F = Ck0 \ (Ck0 \ F )

se escribe como la diferencia de un átomo menos un conjunto de medida cero; aśı que por
el Comentario 1.2.10 se concluye que Ck0 ∩ F es un átomo el cual está contenido en F .
Esto es una contradicción al hecho que F es un conjunto no atómico y por tanto se debe
tener que µ(B) > 0. El resultado ahora sigue por el Teorema 1.2.18.

Ejemplo 1.2.21. Teniendo en cuenta el espacio de medida definido en el Ejemplo 1.2.17
que se obtiene a través de los espacio de medida ((0, 1),M ,m) y (N, ℘(N),#), se tiene
una cantidad numerable de átomos que son los unitarios {n} con n ∈ N y un conjunto no
atómico B = (0, 1).

Se finaliza esta sección con algunas propiedades importantes de los conjuntos no atómicos.

Proposición 1.2.22. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y sea F ∈ Σ un conjunto no
atómico de µ. Entonces

(a) Cada subconjunto medible E de F con medida positiva es también no atómico.

(b) F es la unión disjunta de dos conjuntos no atómicos.

(c) Si µ(F ) <∞, entonces existe un conjunto no atómico G1 ⊆ F tal que

µ(G1) ≤ 1
2µ(F ).

(d) Si µ(F ) <∞, entonces existe un conjunto no atómico G2 ⊆ F tal que

µ(G2) ≥ 1
2µ(F ).
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Demostración. El ı́tem (a) es consecuencia inmediata de la Definición 1.2.7. En efecto,
si E contiene algún átomo A de µ, entonces ese átomo también estaŕıa incluido en el
conjunto F y por tanto no seŕıa no atómico.

De la definición de conjunto no atómico, se tiene que el mismo conjunto F no es un
átomo; por tal motivo, la Proposición 1.2.3 implica que existe un conjunto medible E tal
que µ (F ∩ E) > 0 y µ (F \ E) > 0. De aqúı que, por la parte (a), el conjunto F es la
unión de conjuntos no atómicos que son F ∩ E y F \ E. Esto demuestra el ı́tem (b).

Finalmente, del ı́tem (b), se tiene que F es unión disjunta de dos conjuntos no atómicos.
De hecho,

µ(F ) = µ (F ∩ E) + µ (F \ E) ,

luego, como µ(F ) <∞, entonces

µ (F ∩ E) < 1
2µ(F ),

o bien µ (F ∩ E) ≥ 1
2µ(F ).

En el primer caso, la propiedad (c) es valida con G1 = F ∩E y (d) vale con G2 = F \E;
mientras que en el segundo caso, (c) es valido con G1 = F \E y ( d) vale con G2 = F ∩E.
Esto demuestra la proposición.

Como una consecuencia importante de la proposición anterior se tiene el siguiente resul-
tado el cual será fundamental para demostrar el teorema que se ha encontrado en esta
investigación.

Teorema 1.2.23. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y supongamos que éste
espacio tiene un conjunto no atómico. Entonces existe una sucesión {Cn} de conjuntos no
atómicos tales que

(1) µ (C1) <∞,

(2) Cn+1 ⊆ Cn para cada n ∈ N,

(3) 0 < µ (Cn+1) ≤ 1
2µ (Cn) para todo n ∈ N,

(4) ĺım
n→∞

µ (Cn) = 0.

Demostración. Como el espacio (X,Σ, µ) es σ-finito, existe una sucesión {Xk}∞k=1 de con-
juntos medibles disjuntos dos a dos tales que µ (Xk) <∞ para todo k ∈ N y

X =
∞⋃
k=1

Xk.
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Por hipótesis, existe un conjunto medible F que es no atómico para µ. En particular,
µ(F ) > 0 y por esta razón debe existir k0 ∈ N tal que

0 < µ (F ∩Xk0) <∞.

Entonces, por la parte (a) de la Proposición 1.2.22, el conjunto C1 = F ∩Xk0 es no atómico
y satisface (1). De aqúı que la parte (c) de la Proposición 1.2.22 implica la existencia de
un conjunto no atómico C2 ⊆ C1 tal que

µ (C2) ≤ 1
2µ (C1) .

Luego, aplicando de manera recursiva esta misma propiedad, se obtiene la sucesión {Cn}
de conjuntos no atómicos tales que se satisfacen las propiedades (2) y (3). Además, por
construcción, también se tiene que

µ (Cn) ≤ 1
2n−1µ (C1)

y con esto se obtiene la propiedad (4). Esto demuestra el resultado.

Un ejemplo que ilustra perfectamente el teorema anterior, es el método de la bisección o
también el método de encajes de Cantor.

Ejemplo 1.2.24. En el espacio de medida (R,M ,m), es posible considerar los intervalos
{(n, n+ 1]}∞n=1, los cuales da una partición numerable del conjunto R; aśı que este espacio
es σ-finito. Una sucesión que cumple con las propiedades del teorema anterior se puede
definir de la siguiente manera: sea C1 = (0, 1] y para n ∈ N se considera

Cn+1 =
(

0, 1
2n
]
.

De esta manera, Cn+1 ⊂ Cn, m(Cn) = 1
2n−1 , m(Cn+1) = 1

2m(Cn) y también se cumple

ĺım
n→∞

m(Cn) = ĺım
n→∞

1
2n−1 = 0.

Esto culmina el ejemplo.

Se finaliza esta sección con el siguiente resultado el cual establece cierta continuidad de
la medida en caso de tenerse conjuntos no atómicos, su demostración utiliza el Lema de
Zorn y debido a que este hecho no será usado en las demostraciones de nuestros resultados,
solamente se incluye su enunciado y la referencia por completitud..

Teorema 1.2.25. [1, Corolario 1.12.10., p. 56] Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito
y suponga que E es un conjunto no atómico de µ. Entonces, para todo numero real r con
0 < r < µ(E), existe un subconjunto medible Er de E tal que µ (Er) = r.
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1.3. Espacios Lp(X,Σ, µ)
Los resultados que se han obtenido en esta investigación tratan sobre las propiedades del
operador multiplicación actuando sobre los espacios Lp(X,Σ, µ). Por esta razón, en esta
sección se presentan las definiciones y principales resultados referentes a estos espacios
que serán de gran utilidad para los caṕıtulos siguientes. En esta sección, (X,Σ, µ) denota
un espacio de medida σ-finito, el espacio de todas las clases de equivalencia de funciones
medibles sobre X se denota por L0(X), donde la relación de equivalencia esta definida
como la igualdad de funciones µ-c.t.p. sobre X.

1.3.1. Funciones esencialmente acotadas
Definición 1.3.1. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida y f una función medible. Para
cada M > 0, se define EM = {x ∈ X | |f(x)| > M}, que es medible. El conjunto

A = {M > 0 | µ (EM) = 0} = {M > 0 | |f(x)| ≤M µ−c.t.p.}

El supremo esencial de f , denotado por ess sup f o ‖f‖∞, está definido por

‖f‖∞ = ess sup f = ı́nf(A),

Con la convención ı́nf ∅ =∞.

Definición 1.3.2. Se define L∞(X,Σ, µ), llamado el conjunto de las funciones esencial-
mente acotadas por

L∞(X,Σ, µ) = {f : X → R es una función medible y ‖f‖∞ <∞}

Ya que la expresión L∞(X,Σ, µ) es muy larga, se simplificará como L∞(X) para hablar
de las funciones esencialmente acotadas. Se menciona además que (L∞(X), ‖·‖∞) es un
espacio de Banach.

1.3.2. Espacios de Lebesgue con p ≥ 1
Definición 1.3.3. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y p un número real positivo. La
función medible f : X → R se dice que pertenece al espacio pre Lebesgue Lp(X,Σ, µ) si

‖f‖p =
(∫

X
|f |p dµ

) 1
p

<∞

esto es,

Lp(X,Σ, µ) =
{
f : X → R es una función medible y

∫
X
|f |p dµ <∞

}
.

Algunas veces se usara la notación: Lp(X).
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Se define la relación f ∼ g si y sólo si f = g µ-c.t.p sobre los elementos de Lp(X). ∼ es
una relación de equivalencia, donde la clase de equivalencia de f es

[f ] = {g ∈ Lp(X) | g ∼ f} .

Debido a que la integral de Lebesgue no distingue conjuntos de medida cero, se define la
norma de [f ] ∈ Lp(X)/ ∼ como ‖[f ]‖p = ‖g‖p para cualquier g ∈ [f ].

Definición 1.3.4. Se define el espacio de Lebesgue Lp(X) = Lp(X,Σ, µ) como el conjunto
de clases de equivalencia

Lp(X,Σ, µ) = {[f ] | f ∈ Lp(X,Σ, µ)]} ,

donde [f ] es la clase de equivalencia de f .

En la practica, se escribe f en vez de [f ] para efectuar los cálculos en Lp(X). También
hay que tener presente las siguientes desigualdades.

Teorema 1.3.5 (Desigualdad de Hölder). Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida, 1 ≤ p <

∞ y q el conjugado de p tal que 1
p

+ 1
q

= 1, haciendo q =∞ cuando p = 1. Si f ∈ Lp(X)
y g ∈ Lq(X), entonces el producto f · g pertenece a L1(X) y se cumple∫

X
|f · g| dµ = ‖f · g‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

Teorema 1.3.6 (Desigualdad de Minkowski). Para 1 ≤ p ≤ ∞ y f, g ∈ Lp(X) se cumple

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Definición 1.3.7. Una sucesión {fn} ∈ Lp(X) se dice que converge a f en Lp(X) si y
sólo si

ĺım
n→∞

‖fn − f‖p = 0.

Esto se puede escribir como, fn → f en Lp(X) o ĺımn→∞ fn = f en Lp(X). La sucesión
{fn} se dice convergente en medida sobre X a la función f si para cada η > 0, se cumple

ĺım
n→∞

µ ({x ∈ X | |fn(x)− f(x)| > η}) = 0.

Teorema 1.3.8 (Teorema de Riesz). [11, Teorema 4, p. 100] Si fn → f en medida sobre
X, entonces existe una subsucesión {fnk} que converge puntualmente c.t.p. sobre X a f .

Teorema 1.3.9. [6, Teorema 5, p. 123] Si {fn} es una sucesión de funciones en Lp(X)
que converge a f en Lp(X), entonces {fn} converge a f en medida.
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1.4. Descomposición atómica y funciones medibles
Se analizan ahora las propiedades de las funciones en Lp(X) cuando se descompone el
espacio en su parte atómica y no atómica.

Proposición 1.4.1. Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y f ∈ L0(X). Si A es
un átomo para µ entonces f es constante µ c.t.p. sobre A.

Demostración. Sea f ∈ L0(X) y A un átomo de µ. Se supone primero que

‖f · 1A‖∞ = ess sup |f · 1A| =∞,

entonces para cada r ≥ 0, el conjunto Fr = {x ∈ A | |f(x)| > r} tiene medida positiva.
por otro lado Fr ⊆ A, de esta manera µ ({x ∈ A | |f(x)| ≤ r}) = 0 para todo r ≥ 0 ya
que A es átomo, sin embargo,

ess inf |f · 1A| = sup{r ≥ 0 | µ ({x ∈ A | |f(x)| < r}) = 0} =∞

por lo tanto
∞ = ess inf |f · 1A| ≤ ess sup |f · 1A|

con lo cual µ ({x ∈ A | |f(x)| =∞}) = µ(A), es decir |f | es constante µ-c.t.p. en A.

Ahora, si ‖f · 1A‖∞ <∞, entonces se tiene∫
A
|f | dµ ≤ µ(A)‖f · 1A‖∞,

y para cada n ∈ N el conjunto

Gn =
{
x ∈ A | |f(x)| > ‖f · 1A‖∞ −

1
n

}
satisface µ(Gn) > 0. Todav́ıa más, para n > m se tiene la propiedad Gm ⊆ Gn. Luego,
como A es átomo y Gn ⊂ A, se puede escribir

µ(A) = µ(A \ Gn) + µ(Gn) = µ(Gn), ∀n ∈ N (1.4.14)

y de aqúı que µ(A \ Gn) = 0 para cada n ∈ N, es decir

µ
({
x ∈ A | |f(x)| ≤ ‖f · 1A‖∞ −

1
n

})
= 0.

En particular, esta última igualdad implica |f | = ‖f · 1A‖ µ-c.t.p sobre A, pues

{x ∈ A | |f(x)| < ‖f · 1A‖∞} =
∞⋃
n=1

(A \ Gn).

Además
µ(A)‖f · 1A‖∞ ≥

∫
A
|f | dµ =

∫
Gn
|f | dµ.
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Aśı que por la definición de Gn se obtiene∫
Gn
|f | dµ ≥

(
‖f · 1A‖∞ −

1
n

)
µ(Gn), ∀n ∈ N

que junto con la relación (1.4.14) da

µ(A)‖f · 1A‖∞ ≥
∫
A
|f | dµ ≥

(
‖f · 1A‖∞ −

1
n

)
µ(A) ∀n ∈ N

haciendo n→∞
µ(A)‖f · 1A‖∞ ≥

∫
A
|f | dµ ≥ ‖f · 1A‖∞µ(A)

con lo que
1

µ(A)

∫
A
|f | dµ = ‖f · 1A‖∞ = |f | µ-c.t.p. sobre A.

Finalmente, si A = A− ∪ A+, con A− = {x ∈ A | f(x) < 0} y A+ = {x ∈ A | f(x) ≥ 0},
la integral ∫

A
|f | dµ =

∫
A
f+ dµ+

∫
A
f− dµ

=
∫
A+
f+ dµ+

∫
A−
f− dµ

alguna de las integral de f+ o f−, es igual a cero, ya que A es un átomo y por esta razón
µ (A+) = 0 o bien µ (A−) = 0; de esta manera, f es constante µ-c.t.p. en A.

El valor de la contante de f en el átomo A se denota por la expresión

f(A) := 1
µ(A)

∫
A
f dµ (1.4.15)

Con esta notación, se puede descomponer cualquier función medible como se establece en
la siguiente proposición

Proposición 1.4.2. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición
atómica - no atómica

X = B ∪
( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Cada función f ∈ L0(X) se puede escribir como

f = f · 1B +
∞∑
k=1

f(Ak) · 1Ak µ− c.t.p.

Demostración. En efecto, como los conjuntos en la descomposición atómica - no atómica
son disjuntos dos a dos, se puede escribir

f = f · 1X = f · 1B∪(⋃∞k=1 Ak)

= f · 1B + f · 1(⋃∞k=1 Ak) = f · 1B +
∞∑
k=1

f(Ak) · 1Ak ,

donde la convergencia claro está es en casi todo X.
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Ahora se aprovecha esta descomposición de las funciones medibles para obtener otras
expresiones para la norma que serán más convenientes para establecer los resultados de
esta investigación.

Proposición 1.4.3. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición
atómica - no atómica

X = B ∪
( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Para cada f ∈ L∞(X) se tiene

‖f‖∞ = máx
{
‖f · 1B‖∞, sup

k∈N
|f(Ak)|

}
.

Demostración. Sea f ∈ L∞(X) y ‖f‖∞; entonces

µ ({x ∈ X | |f(x)| > ‖f‖∞}) = 0, ∀ k ∈ N

de manera que los subconjuntos {x ∈ Ak | |f(x)| > ‖f‖∞}, {x ∈ B | |f(x)| > ‖f‖∞} y
{x ∈ X | |f(x)| > ‖f‖∞} tienen medida nula. Por tanto ‖f · 1B‖∞ ≤ ‖f‖∞, además
‖f · 1Ak‖∞ ≤ ‖f‖∞para todo k ∈ N.
En particular,

sup
k∈N
‖f · 1Ak‖∞ ≤ ‖f‖∞,

y ya que f · 1Ak = f(Ak) · 1Ak se tiene que

sup
k∈N
‖f · 1Ak‖∞ = sup

k∈N
|f(Ak)| ≤ ‖f‖∞.

Como consecuencia,

máx
{
‖f · 1B‖∞, sup

k∈N
|f(Ak)|

}
≤ ‖f‖∞.

Para establecer la otra desigualdad, sea

f ∗ = ‖f · 1B‖∞1B +
∞∑
k=1
|f(Ak)|1Ak

de esta manera |f | ≤ f ∗ c.t.p. y por esta razón, también se ve que ,

máx
{
‖f1B‖∞, sup

k∈N
|f(Ak)|

}
∈ {M ≥ 0 | |f(x)| ≤M c.t.p.} ,

con lo cual
‖f‖∞ ≤ máx

{
‖f · 1B‖∞, sup

k∈N
|f(Ak)|

}
.

Aśı
‖f‖∞ = máx

{
‖f · 1B‖∞, sup

k∈N
|f(Ak)|

}
,

concluyendo la demostración.
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Proposición 1.4.4. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición
atómica - no atómica

X = B ∪
( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Para cada f ∈ Lp(X) con 1 ≤ p <∞ se tiene

‖f‖pp =
∫
B
|f |p dµ+

∞∑
k=1
|f(Ak)|pµ(Ak).

Demostración. Sea f ∈ Lp(X) con 1 ≤ p <∞ y

X = B ∪
( ∞⋃
k=1

Ak

)

la descomposición atómica - no atómica de X. Como los conjuntos en esta descomposición
son medibles y disjuntos dos a dos, entonces por el Teorema 1.1.25, se tiene∫

X
|f |p dµ =

∫
B
|f |p dµ+

∞∑
k=1

∫
Ak

|f |p dµ. (1.4.16)

Pero, para cada k ∈ N, el conjunto Ak es un átomo de X y ya se ha visto que f es
constante µ c.t.p. en Ak, es decir f = f(Ak) en Ak µ-c.t.p. y de esta manera∫

Ak

|f |p dµ =
∫
Ak

|f(Ak)|p dµ = |f(Ak)|pµ(Ak).

Finalmente

‖f‖pp =
∫
B
|f |p dµ+

∞∑
k=1

∫
Ak

|f |p dµ =
∫
B
|f |p dµ+

∞∑
k=1
|f(Ak)|pµ(Ak).

Esto culmina la demostración.

Como consecuencia inmediata e importante, se tiene.

Corolario 1.4.5. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición atómica
- no atómica

X = B ∪
( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Para cada f ∈ Lp(X) con 1 ≤ p <∞ se tiene

ĺım
k→∞

∫
Ak

|f |p dµ = ĺım
k→∞
|f(Ak)|pµ(Ak) = 0.

Demostración. En efecto, si f ∈ Lp(X), entonces la serie en (1.4.16) es convergente; aśı
que por el criterio del término n-ésimo se obtiene

ĺım
k→∞

∫
Ak

|f |p dµ = ĺım
k→∞
|f(Ak)|pµ(Ak) = 0

que era lo que se queŕıa mostrar.
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1.5. Operadores lineales en espacios de Banach
Se finaliza este caṕıtulo mencionando las notaciones, definiciones y resultados de un cur-
so de análisis funcional que se usaron en los siguientes caṕıtulos. Más exactamente, lo
referente a operadores lineales y sus propiedades.

Aún cuando en secciones anteriores se ha hablado de espacios de Banach, se recuerda
brevemente esta noción. Un espacio vectorial X sobre un campo K se dice normado si se
puede definir una función ‖ · ‖ : X → R tal que para cada x, y ∈ X y cada α ∈ K se
cumple que

[N1 ] ‖x‖ ≥ 0, y, ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0,

[N2 ] ‖αx‖ = |α|‖x‖,

[N3 ] ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

El número real no negativo ‖x‖ se llama la norma de x. Un espacio normado se denota
por el par (X, ‖ · ‖). Una sucesión {xn} de vectores en X se dice convergente, si existe
x ∈ X tal que xn → x; es decir, si para cada ε > 0 se puede encontrar N ∈ N tal que
n ≥ N implica que ‖xn − x‖ < ε. Se dice que la sucesión {xn} es de Cauchy en X si para
cada ε > 0, existe N ∈ N tal que n,m ≥ N implica ‖xn − xm‖ < ε. Un espacio normado
(X, ‖ · ‖) se dice de Banach (o completo) si toda sucesión de Cauchy en X es convergente
en X.

Se recuerda que si X y Y son espacios normados sobre el campo K, entonces una función
T : X → Y que satisface T (αx+ y) = αTx+ Ty para todo x, y ∈ X y α ∈ K se llama un
operador lineal. Además, si existe una constante positiva c tal que

‖Tx‖ ≤ c‖x‖

para todo x ∈ X, entonces se dice que este operador es continuo o acotado y en tal caso,
el número

‖T‖ = sup {‖Tx‖ | ‖x‖ ≤ 1} (1.5.17)
se le llama la norma de T . Otras cantidades equivalentes son:

‖T‖ = sup{‖Tx‖ | ‖x‖ = 1}

= sup
{
‖Tx‖
‖x‖

| x 6= 0
}

= ı́nf {c > 0 | ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ para todo x ∈ X} .

El conjunto de las transformaciones lineales y continuas que aplican el espacio normado
X en el espacio normado Y se denota por B(X, Y ) y éste resulta un espacio vectorial
normado con la norma de los operadores definido en (1.5.17); de hecho, es conocido que
si Y es un espacio de Banch, entonces B(X, Y ) es un espacio de Banach.

A continuación se establece cuando la inversa de un operador continuo es también continuo.
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Teorema 1.5.1 (Teorema del operador inverso). [5, p. 91;12.5] Si X y Y son espacios
de Banach y T : X → Y es un operador lineal acotado que es biyectivo, entonces T−1 es
acotado.

El rango del operador T : X → Y se denota por T (X) y su núcleo por Ker (T ); de manera
que y ∈ T (X) si existe x ∈ X tal que y = Tx; mientras que x ∈ X pertenece a Ker (T ) si
Tx = 0. Se observa que el operador T es inyectivo o 1 − 1 si y sólo si Ker (T ) = {0}. Se
dice que el operador T : X → Y tiene rango cerrado si T (X) = T (X). En este trabajo será
de interés averiguar cuando cierto operador tiene rango cerrado; por eso, es conveniente
tener presente el siguiente resultado:

Teorema 1.5.2. Sean X, Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). El operador T es 1− 1
y tiene rango cerrado si y sólo si existe una constante δ > 0 tal que

‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ (1.5.18)

para todo x ∈ X.

Un operador T : X → Y que satisface la relación (1.5.18) se le suele llamar acotado
inferiormente (“bounded below”) o acotado lejos del cero.

La investigación desarrollada en este trabajo de grado trata sobre un criterio para la
compacidad del operador multiplicación actuando sobre espacios Lp(X); por esta razón,
es pertinente recordar la definición de operadores compactos y algunas de sus propiedades.

Definición 1.5.3. [8, Definición 8.1-1, p. 405] Sean X y Y espacios normados. Un ope-
rador lineal T : X → Y es llamado compacto si T si para todo subconjunto acotado M
de X, la imagen T (M) es un compacto relativo, esto es, la clausura T (M) es compacta.

Equivalentemente, se puede decir que el operador continuo T : X → Y es compacto si para
cada sucesión acotada {xn}, la sucesión de las imágenes {Txn} contiene una subsucesión
convergente. Todo operador compacto es continuo; claramente el operador nulo siempre
es compacto, mientras que el operador identidad I : X → X será compacto si y sólo si
dim(X) <∞. Este hecho se puede escribir de la siguiente manera:

Teorema 1.5.4. [8, Teorema 2.5-5, p. 80] Si un espacio normado X tiene la propiedad
que la bola cerrada unitaria M = {x : ‖x‖ ≤ 1} es compacta, entonces X es de dimensión
finita.

El conjunto de los operadores compactos de X en Y se denota por B0(X, Y ), y en el caso
que Y = X, se escribe B0(X) = B0(X,X). Se tiene que B0(X, Y ) es un subespacio lineal
y cerrado de B(X, Y ); esto último significa que si {Tn} ⊆ B0(X, Y ) y T ∈ B(X, Y ) es
tal que ‖Tn − T‖ → 0, entonces T ∈ B0(X, Y ).

De hecho, también se tiene la siguiente propiedad



28 1 Preliminares

Teorema 1.5.5. [14, Teorema 7.4, p. 298] Si T es un operador compacto en B(X, Y )
cuyo rango es un subespacio completo de Y , entonces dimT (X) <∞.

Y resulta que el espacio de los operadores compactos es un ideal en el sentido de la siguiente
proposición.

Proposición 1.5.6. Sean X, Y y Z espacio de Banach.

1. Si K ∈ B0(X, Y ) y A ∈ B(Y, Z), entonces AK ∈ B0(X,Z).

2. Si K ∈ B0(X, Y ) y A ∈ B(Z,X), entonces KA ∈ B0(Z, Y ).

Entre los operadores compactos destacan aquellos que tiene rango de dimensión finita.

Definición 1.5.7. Sean X, Y espacios de Banach. Un operador T : X → Y se dice que
tiene rango finito si T (X) es de dimensión finita.

El conjunto de todos los operadores de rango finito se denota por B00(X, Y ) y ciertamente
B00(X, Y ) ⊆ B0(X, Y ).

Un caso especial de operadores lineales ocurre cuando el espacio de llegada es el campo
K. Los elementos del conjunto X∗ = B(X,K) se llaman funcionales lineales y acotados y
X∗ se llama el espacio dual de X. Por lo discutido anteriormente, es claro que

Teorema 1.5.8. Si X es un espacio normado, X∗ es un espacio de Banach.

Con la introducción de este espacio de funcionales se puede definir la convergencia débil
de la siguiente forma: Una sucesión {xn} en X se dice que converge débilmente a x ∈ X
si para todo f ∈ X∗ se cumple que f (xn)→ f(x). En particular, para los espacios Lp(X)
se tiene:

Teorema 1.5.9 (Teorema de Representación de Riesz). Sea (X,Σ, µ) un espacio de me-
dida σ-finito y T un funcional lineal en Lp(X), (1 ≤ p < ∞), entonces existe una única
función g ∈ Lq(X) tal que

T (f) =
∫
X
fg dµ, ∀ f ∈ Lp(X).

Además, se cumple
‖T‖ = ‖g‖q,

donde q es el exponente conjugado de p; esto es, 1
p

+ 1
q

= 1.

Como consecuencia importante, se tiene el siguiente aserto que será de gran utilidad en
la obtención de uno de los resultados principales de esta investigación.
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Corolario 1.5.10. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida y 1 ≤ p < ∞ y q = p/(p − 1)
con la convención q = +∞ si p = 1. Una sucesión de funciones {fn} en Lp(X) converge
débilmente a f ∈ Lp(X) si

ĺım
n→∞

∫
X
fng dµ =

∫
X
fg dµ

para toda g ∈ Lq(X).

Se finaliza esta sección recordando el concepto de espacio cociente. Si X es un espacio de
Banach y Z es un subespacio de X, se define la relación en X

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z.

Entonces ∼ es de equivalencia en X y el conjunto cociente por esta relación se llama el
espacio cociente, el cual se denota por X/Z. Los elementos de este espacio se escriben
como x+Z con x ∈ X. En particular, si Z es un subespacio cerrado de X, entonces X/Z
es un espacio normado con la relación

‖x+ Z‖ = ı́nf {‖x+ z‖ | z ∈ Z} .

Se estará interesado en calcular esta norma en el caso que el espacio de Banach sea
B(X, Y ), el subespacio cerrado sea B0(X, Y ) y el elemento sea un operador multiplicación.
En tal caso, se le llamará la norma esencial.



2 Operador Multiplicación actuando
entre dos espacios Lp(X)

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito, u ∈ L0(X), el espacio de las funciones
medibles con dominio X, y para p ≥ 1, sea Lp(X) el espacio de las funciones medibles
p-integrables definidos anteriormente. Se define el operador lineal Mu : Lp(X) → L0(X)
como

Muf(x) := u(x)f(x), ∀x ∈ X, ∀ f ∈ Lp(X).

Dicho operador recibe el nombre operador de multiplicación. Cuando el operador de mul-
tiplicación tiene como conjunto de llegada Lq(X) donde q ≥ 1, es decir, Mu : Lp(X) →
Lq(X) se denomina operador de multiplicación de Lp(X) en Lq(X).

En este caṕıtulo se establecerán condiciones para que el operador de multiplicación de
Lp(X) en Lq(X) con śımbolo u y p, q ≥ 1 sea continuo (acotado). También se busca
determinar la norma del operador, y establecer condiciones para que el operador de mul-
tiplicación tenga rango cerrado, haciendo distinción de los valores de p, q ≥ 1, además se
establecerán propiedades del śımbolo del operador u ∈ L0(X) y de la descomposición del
espacio de medida (X,Σ, µ) σ-finito en su parte atómica y no atómica; estudiada en el
caṕıtulo anterior (ver Teorema 1.2.20).

2.1. Sobre los multiplicadores de Lp(X)
Esta sección está dedicada a caracterizar todas las funciones u ∈ L0(X) que definen un
operador multiplicación acotado o continuo desde Lp(X) hasta Lq(X), donde 1 ≤ p, q ≤
∞; en otras palabras, se trata de describir el conjunto

M (Lp(X), Lq(X)) = {u ∈ L0(X) |Mu : Lp(X)→ Lq(X) es continuo } ,

el cual se conoce en la literatura como el espacio de los multiplicadores de Lp(X) a Lq(X).
Esto se hará en tres casos: p = q, q < p y p < q, los cuales se distribuyen como subsecciones.

2.1.1. Continuidad, caso p = q

Primero se analiza el caso p = q; se va a demostrar que

M (Lp(X), Lp(X)) = L∞(X).
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Este hecho se puede ver en un contexto más general en [13].

Teorema 2.1.1. Sea 1 ≤ p <∞. La función u ∈ L0(X) define un operador multiplicación
acotado Mu de Lp(X) en Lp(X) si y sólo si u ∈ L∞(X). Además, ‖Mu‖ = ‖u‖∞.

Demostración. Se supone primero que 1 ≤ p < ∞ y que Mu : Lp(X) → Lp(X) es un
operador acotado. Se observa que el resultado es evidente si ‖u‖∞ = 0 pues en este caso
se tiene el operador nulo, aśı que se va a suponer que ‖u‖∞ > 0. Para toda f ∈ Lp(X)
con ‖f‖p = 1, se cumple la siguiente desigualdad(∫

X
|uf |pdµ

)1/p
≤ ‖Mu‖.

Para cada n ∈ N, se define el conjunto

En =
{
x ∈ X | |u(x)| > ‖u‖∞ −

1
n

}
.

Se observa que si m > n entonces Em ⊆ En, y la definición de supremo esencial implica
que µ (En) > 0 y ĺım

n→∞
µ(En) = 0. De esto ultimo, existe k ∈ N, tal que µ(Ek) < ∞, y se

puede considerar la función f = µ(Ek)−
1
p1Ek . Entonces

‖f‖pp =
∫
X
|f |p dµ =

∫
Ek

1
µ(Ek)

1Ek dµ = 1

y de esta manera,

‖Mu‖p ≥ ‖u · f‖pp
=

∫
X
|uf |p dµ

≥
∫
Ek

|uf |p dµ

=
∫
Ek

|u|p|f |p dµ

>
(
‖u‖∞ −

1
k

)p ∫
Ek

|f |p dµ

=
(
‖u‖∞ −

1
k

)p
.

Tomando limite cuando k →∞

‖Mu‖p ≥ ĺım
k→∞

(
‖u‖∞ −

1
k

)p
= ‖u‖p∞, (2.1.1)

es decir u ∈ L∞(X).

Se procede a demostrar el rećıproco. Si u ∈ L∞(X), entonces por propiedad del supremo
esencial,

|u(x)| ≤ ‖u‖∞ µ-c.t.p.
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Si f ∈ Lp(X) es cualquier función con ‖f‖p = 1, entonces por la monotońıa de la integral,∫
X
|uf |p dµ ≤ ‖u‖p∞

∫
X
|f |p dµ

≤ ‖u‖p∞ .

Aśı ‖Muf‖p ≤ ‖u‖∞ para toda función f ∈ Lp(X) con ‖f‖p = 1; lo cual significa que

‖Mu‖ = sup {‖Mu(f)‖p | f ∈ Lp(X) y ‖f‖p = 1} ≤ ‖u‖∞ . (2.1.2)

Finalmente, de las relaciones (2.1.1) y (2.1.2) se concluye que

‖Mu‖ = ‖u‖∞,

lo cual demuestra el teorema.

El resultado anterior provee una herramienta para construir operadores acotados y no
acotados en Lp(X). El hecho que u ∈ L∞(X) es esencial; esto se puede evidenciar en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.2. Sea (R,M ,m) el espacio de medida σ-finito y considere el operador de
multiplicación Mu con śımbolo u(x) = x2 actuando en L1(R). Es claro que ‖u‖∞ = ∞.
Además, si f(x) = x−21[1,∞)(x) entonces

∫
R
|f(x)| dx =

∫ ∞
1

1
x2 dx = ĺım

a→∞
−1
x

∣∣∣∣∣
a

1
= 1,

es decir, f ∈ L1(R) y ‖f‖1 = 1. Por otro lado Mu f /∈ L1(X) pues,

‖Muf‖1 =
∫
R
|u(x)f(x)| dx =

∫ ∞
1

x2 1
x2 dx =

∫ ∞
1

1 dx =∞.

Como es bien sabido,
‖Mu‖ = sup {‖Mu f‖1 | ‖f‖1 = 1}

por tanto ‖Mu‖ = ∞, es decir, el operador de multiplicación Mu, en este caso, no es
acotado de L1(R) en śı mismo.

El siguiente ejemplo muestra la importancia del teorema anterior, exhibiendo un operador
acotado y calculando la norma de éste.

Ejemplo 2.1.3. Con las mismas condiciones del ejemplo previo, se considera el operador
de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = (1 + x2)−1 actuando en L1(R). Por el teorema
anterior y dado que

sup
x∈R
|u(x)| = 1,

se concluye que la norma del operador es ‖u‖∞ = ‖Mu‖ = 1, es decir, es un operador
acotado de L1(R) en si mismo.
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Como aporte adicional se enuncia y demuestra un caso no considerado en el Teorema
2.1.1, es decir p = q =∞.

Proposición 2.1.4. La función u ∈ L0(X) define un operador multiplicación acotado Mu

de L∞(X) en L∞(X) si y sólo si u ∈ L∞(X). Además, ‖Mu‖ = ‖u‖∞.

Demostración. Sean u, f ∈ L∞(X) con ‖f‖∞ = 1 y ‖u‖∞ > 0. Por propiedades del
supremo esencial,

‖u · f‖∞ ≤ ‖u‖∞‖f‖∞ = ‖u‖∞
de esta manera,

‖Muf‖ = sup {‖u · f‖∞ | ‖f‖∞ = 1} ≤ ‖u‖∞.

Por otro lado, suponga que Mu es un operador acotado; para todo f ∈ L∞(x) con ‖f‖∞ =
1, se satisface la siguiente desigualdad

‖u · f‖∞ ≤ ‖Mu‖

sin embargo, 1X ∈ L∞(X) y además ‖1X‖∞ = 1, entonces

‖u · 1X‖∞ = ‖u‖∞ ≤ ‖Mu‖

Esto muestra la veracidad del primer caso. Además, la norma del operador de multiplica-
ción Mu : L∞(X)→ L∞(X) está dado por ‖Mu‖ = ‖u‖∞.

2.1.2. Continuidad, caso p > q

Ahora se analiza el caso cuando el exponente del espacio de llegada es menor que el
exponente del espacio de partida. Se va a demostrar que

M (Lp(X), Lq(X)) = Lr(X),

donde p, q y r son números mayores o iguales a 1 y satisfacen la relación

1
p

+ 1
r

= 1
q
.

El resultado que aqúı se presenta se debe a Takagi y Yokouchi [13].

Teorema 2.1.5. Sean p, q ∈ R tales que 1 ≤ q < p <∞. La función u ∈ L0(X) induce un
operador multiplicación Mu de Lp(X) en Lq(X) si y sólo si u ∈ Lr(X), donde 1

p
+ 1

r
= 1

q
.

Además, en este caso, Mu es un operador acotado de Lp(X) a Lq(X) y si norma está dada
por ‖Mu‖ = ‖u‖r.

Demostración. Se supone que 1 ≤ q < p <∞ y que r ∈ R satisface

1
p

+ 1
r

= 1
q
.
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Se supone ahora que Mu : Lp(X)→ Lq(X) es un operador lineal acotado y sean p′, q′, r′ >

1, tales que
1
q

+ 1
q′

= 1, 1
r

+ 1
r′

= 1, 1
p

+ 1
r

= 1
q
. (2.1.3)

Se considera el funcional lineal φ en Lr
′(X) definido por la función u ∈ L0(X), donde

1
r

+ 1
r′

= 1. Entonces

φ(f) =
∫
X
uf dµ, (2.1.4)

para cada f ∈ Lr′(X). Se va a demostrar que este funcional es continuo o acotado. Con
este fin, para cada f ∈ Lr′(X), posible definir las funciones

f1(x) =

 |f(x)|
r′
p , si f(x) 6= 0

0, e.o.c,
, f2(x) =


f(x)
f1(x) , si f(x) 6= 0

0, e.o.c.

De esta manera, la definición de f2 dice que f admite la factorización f = f1 · f2. Se
va a establecer que f1 ∈ Lp(X) y que f2(X) ∈ Lq′(X). En efecto, se tiene las siguientes
igualdades:

‖f1‖pp =
∫
X
|f1|p dµ

=
∫
X

∣∣∣∣|f | r′p ∣∣∣∣p dµ
=

∫
X
|f |r

′
dµ

= ‖f‖r
′

r′ <∞

pues f ∈ Lr′(X); mientras que

‖f2‖q
′

q′ =
∫
X
|f2|q

′
dµ

=
∫
X

∣∣∣∣∣ ff1

∣∣∣∣∣
q′

dµ

=
∫
X

∣∣∣∣∣ f|f | rp
∣∣∣∣∣
q′

dµ

=
∫
X
|f |q

′(1− r
′
p

)dµ; (2.1.5)

pero de las expresiones (2.1.3)

r′

p
+ r′

r
= r′

q
, 1 + r′

r
= r′
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se obtiene, restando las dos expresiones, que

1− r′

p
= r′ − r′

q

= r′
(

1− 1
q

)

= r′

q′
. (2.1.6)

Luego, sustituyendo la expresión (2.1.6) en (2.1.5), se puede ver que

‖f2‖q
′

q′ =
∫
X
|f |q

′(1− r
′
p

)dµ

=
∫
X
|f |q

′( r
′
q′ )dµ

=
∫
X
|f |r′dµ

= ‖f‖r′r′

con lo cual f2 ∈ Lq
′(X) pues f ∈ Lr

′(X). Todav́ıa más, también se ha establecido que
‖f‖r

′

r′ = ‖f2‖q
′

q′ = ‖f1‖pp. Ahora, con la factorización f = f1 · f2, se puede escribir

|φ(f)| =
∣∣∣∣∫
X
ufdµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
X
uf1 · f2dµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
X

(Muf1) f2dµ
∣∣∣∣ ;

y como f1 ∈ Lp(X) y Mu aplica Lp(X) en Lq(X), se tiene que Mu(f1) ∈ Lq(X) y dado
que f2 ∈ Lq

′(X), por la desigualdad de Hölder, se obtiene

|φ(f)| ≤
(∫

X
|Muf1|q dµ

) 1
q
(∫

X
|f2|q

′
dµ
) 1
q′

= ‖Mu (f1)‖q ‖f2‖q′
≤ ‖Mu‖ ‖f1‖p ‖f2‖q′

= ‖Mu‖ ‖f‖
r′
p

r′ ‖f‖
r′
q′
r′

= ‖Mu‖ ‖f‖
r′
p

+ r′
q′

r′ .

Finalmente, usando la relación (2.1.6) se puede escribir

|φ(f)| ≤ ‖Mu‖ ‖f‖
r′
p

+ r′
q′

r′

= ‖Mu‖ ‖f‖
r′
p

+1− r
′
p

r′

= ‖Mu‖ ‖f‖r′ .
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Esto muestra que el funcional φ es acotado en Lr
′(X) y que ‖φ‖ ≤ ‖Mu‖; pero por el

teorema de representación de Riesz, φ es acotado en Lr
′(X) si y sólo si existe v ∈ Lr(X),

tal que
φ(f) =

∫
vfdµ, (2.1.7)

para todo f ∈ Lr′(X). Aśı que de las expresiones (2.1.7) y (2.1.4) se concluye que v = u, µ-
c.t.p. y por tanto u ∈ Lr(X), teniéndose además que ‖Mu‖ ≥ ‖φ‖ = ‖u‖r. Esto demuestra
la primera implicación.

Ahora se va a demostrar el rećıproco. Se supone que u ∈ Lr(X); se va a demostrar que
Mu aplica Lp(X) en Lq(X) de manera continua. Entonces para cada función f ∈ Lp(X),
se puede escribir

‖Mu(f)‖qq =
∫
|uf |q dµ =

∫
|u|q |f |q dµ.

Ahora bien, como 1
p

+ 1
r

= 1
q
, entonces q

p
+ q

r
= 1 y por lo tanto p

q
y r

q
son números

conjugados. Más aún, como la función u ∈ Lr(X) y f ∈ Lp(X), entonces |u|q ∈ L
r
q (X) y

|f |q ∈ L
p
q (X). Aśı que por la desigualdad de Hölder, se puede escribir

‖Mu(f)‖qq ≤
(∫

(|u|q)
r
q dµ

) q
r
(∫

(|f |q)
p
q dµ

) q
p

= ‖u‖qr ‖f‖
q
p <∞,

con lo cual ‖Mu(f)‖q ≤ ‖u‖r ‖f‖p, Mu : Lp(X)→ Lq(X) es continua y es tal que ‖Mu‖ ≤
‖u‖r. Esto culmina la demostración del teorema.

Como antes, el teorema anterior provee una herramienta para construir operadores aco-
tados y no acotados desde Lp(X) a Lq(X) cuando q < p; a continuación se presentan
ejemplos en los cuales se evidencia la importancia de dicho teorema y sus condiciones.

Ejemplo 2.1.6. Considérese (R,M , µ) el espacio de medida σ-finito con

µ(E) = m(E) + #(E ∩ N),

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera el
operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = x2 actuando en L 7

2 (R). Por el teorema
anterior, ya que p = 7

2 y considerando q = 3
2 el valor de r se puede determinar por la

ecuación:
1
r

= 1
q
− 1
p

= 1
3
2
− 1

7
2

= 2
3 −

2
7 = 8

21 = 1
21
8
,

de esta manera r = 21
8 > 1

‖u‖ 21
8

=
(∫

R
|x2|

21
8 dµ

) 8
21

=∞,
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es decir u /∈ Lr(X) y el operador Mu : L 7
2 (R) → L

3
2 (R) no es acotado; de hecho, si se

considera la función f(x) = x−21[1,∞)(x), entonces f ∈ L
7
2 (R); aśı que normalizando y

definiendo f1(x) = ‖f‖−1
7
2
f(x) se tiene ‖f1‖ 7

2
= 1 y de esta manera,

‖Muf1‖ =
(∫

R
|x2‖f‖−1

7
2
x−21[1,∞)|

3
2 dµ

) 2
3

=
(∫ ∞

1
‖f‖

3
2
7
2
dx+

∞∑
k=1
‖f‖

3
2
7
2

) 2
3

=∞

lo cual ciertamente dice que con este śımbolo el operador Mu de L 7
2 (R) en L

3
2 (R) no es

acotado.

Ejemplo 2.1.7. Considérese (R,M , µ) el espacio de medida definido en el ejemplo an-
terior y el operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = e−x1[0,∞)(x) actuando en
L

7
3 (R). Por el teorema anterior, para q = 6

5 , este operador multiplicación es continuo en
L

6
5 (R) si u ∈ Lr(R), donde el valor de r esta dado por

1
r

= 1
q
− 1
p

= 1
6
5
− 1

7
3

= 5
6 −

3
7 = 17

42 = 1
42
17
.

esto es, r = 42
17 > 1. En efecto, en este caso

‖u‖ 42
17

=
(∫

R
|e−x1(0,∞)(x)| 42

17 dµ
) 17

42

=
(∫ ∞

1
e−

42
7 x dx+

∞∑
k=1

e−
42
7 k

) 17
42

=
(

17
42 + 1

e
42
17 − 1

) 17
42

.

Esto muestra que u ∈ L
42
17 (R) y el operador Mu : L 7

3 (R) → L
6
5 (R) es un operador de

multiplicación con norma dada por ‖Mu‖ = ‖u‖ 42
17

.

El Teorema 2.1.5 deja en claro que el valor de p debe ser finito y mayor que uno, sin
embargo, el resultado también se puede demostrar cuando el valor de p = ∞, el cual se
presenta a continuación. Este caso no es considerado por Takagi y Yokouchi en [13].

Proposición 2.1.8. Sea 1 ≤ q < ∞ y u ∈ L0(X), la función u induce un operador de
multiplicación Mu de L∞(X) en Lq(X) si y sólo si u ∈ Lq(X), además es continuo y
‖Mu‖ = ‖u‖q.

Demostración. Se supone primero que u ∈ Lq(X) y sea f ∈ L∞(X) con ‖f‖∞ = 1. De
esta manera

‖Muf‖qq =
∫
X
|u · f |q dµ ≤ ‖f‖q∞

∫
X
|u|q dµ = ‖u‖qq <∞

por tanto, Muf ∈ Lq(X), aśı que es un operador multiplicación de L∞(X) en Lq(X),

‖Mu‖ = sup {‖Muf‖q | ‖f‖∞ = 1} ≤ ‖u‖q

es decir Mu es un operador acotado de L∞(X) en Lq(X).
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Por otro lado, si se supone que Mu : L∞(X) → Lq(X) es un operador de multiplicación
acotado, entonces para toda f ∈ L∞(X) tal que ‖f‖∞ = 1 se cumple

‖Muf‖q ≤ ‖Mu‖.

En particular, 1X ∈ L∞(X) y ‖1X‖∞ = 1 por lo cual∫
X
|u|q dµ =

∫
X
|Mu1X |q dµ = ‖Mu1X‖qq ≤ ‖Mu‖q

esto muestra que u ∈ Lq(x) y además ‖Mu‖ = ‖u‖q. Esto culmina la demostración del
resultado.

Ejemplo 2.1.9. Considérese (R,M , µ) el espacio de medida σ-finito con

µ(E) = m(E) + #(E ∩ N)

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera el
operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = x−11R\{0} actuando en L∞(R) y q > 1.
La función constante f(x) = 1 satisface ‖f‖∞ = 1, sin embargo,

‖Muf‖qq dµ =
∫
R\{0}

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣q dx =∞.

De igual manera la condición u ∈ Lq(X) es necesaria y suficiente para que el operador
multiplicación sea continuo.

Cambiando el śımbolo por u(x) = x−11R\(−1,1) y usando el resultado previo para q > 1, se
concluye que el operador Mu es continuo y la norma del operado esta dado por

‖Mu‖ = ‖u‖q =
(

2
q − 1 + 2

∞∑
k=1

1
kq

) 1
q

.

2.1.3. Continuidad, caso p < q

Ahora se analiza el caso cuando el exponente del espacio de llegada es mayor que el
exponente del espacio de partida. En este caso, el resultado que se obtiene también se debe
a Takagi y Yokouchi [13] y se escribe en término de la descomposición atómica - no atómica
(véase Teorema 1.2.20). Se recuerda que para el espacio (X,Σ, µ) con descomposición
atómica - no atómica

X = B ∪
( ∞⋃
n=1

An

)
, (2.1.8)

En primer lugar, se establece el siguiente lema que será de gran ayuda en la demostración
del teorema principal de esta subsección.

Lema 2.1.10. Sean 1 ≤ p < q < ∞ y E ∈ Σ no atómico. Entonces existe una función
f0 ∈ Lp(X) tal que ∫

E
|f0|q dµ =∞.
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Demostración. Sea a un número real, tal que 0 < a < µ(E). Como E es no atómico,
entonces de la Proposición 1.2.25, existe E1 ∈ Σ tal que µ(E1) = a

2 , y de esta manera
tomando ahora E \ E1, que también es no atómico, existe E2 ∈ Σ tal que µ(E2) = a

22 .
Note que E1 ∩ E2 = ∅. Tomando el conjunto E \ (E1 ∪E2) continuando con este proceso,
es posible obtener una colección de conjuntos medibles {Ei}∞i=1 disjuntos dos a dos, tales
que µ(En) = a

2n . Considérese la función

f0 =
∞∑
k=1

1
µ(Ek)

1
q

1Ek .

se afirma que f0 ∈ Lp(X), se tiene

∫
X
|f0|p dµ =

∫
X

∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

1
µ(Ek)

1
q

1Ek

∣∣∣∣∣∣
p

dµ

y como los conjuntos {Ek}∞k=0 son disjuntos dos a dos, se puede escribir

∫
X
|f0|p dµ =

∫
X

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ 1
µ (Ek)

1
q

1Ek

∣∣∣∣∣∣
p

dµ

=
∫
X

∞∑
k=1

1
µ (Ek)

p
q

1Ek dµ

=
∞∑
k=1

∫
X

1
µ (Ek)

p
q

1Ek dµ

=
∞∑
k=1

µ (Ek)
µ (Ek)

p
q

=
∞∑
k=1

[µ (Ek)]1−
p
q .

Ya que p < q, entonces p
q
< 1, es decir 1− p

q
> 0; además µ (En) = 1

2n ,

∫
X
|f0|p dµ =

∞∑
k=1

µ (Ek)1− p
q

=
∞∑
k=1

(
a

2k
)1− p

q

= a1− p
q

∞∑
k=1

(
1

2(1− p
q )

)k
<∞,

ya que la expresión anterior corresponde a una serie geométrica. Aśı se concluye que
f0 ∈ Lp(X).
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Ahora se va a demostrar que f0 /∈ Lq(X). En efecto, se tiene que

∫
X
|f0|q dµ =

∫
X

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ 1
µ (Ek)

1
q

1Ek

∣∣∣∣∣∣
q

dµ

=
∫
X

∞∑
k=1

1
µ (Ek)

q
q

1Ek dµ

=
∞∑
k=1

∫
X

1
µ (Ek)

1Ek dµ

=
∞∑
k=1

µ (Ek)
µ (Ek)

=
∞∑
k=1

1 =∞,

con lo cual f0 /∈ Lq(X) y el lema queda demostrado.

Ejemplo 2.1.11. Sea (R,M,m) el espacio de Lebesgue y considere f(x) = x−
1
2 1(0,1](x).

f ∈ L1(R), sin embargo, f /∈ L2(R). Similarmente, si g(x) = x−11[1,∞)(x) entonces
g ∈ L2(R), pero g /∈ L

1
2 (R); estos ejemplos muestran que Lp(R) ( Lq(R) ya sea 1 ≤ p <

q <∞ o 1 ≤ q < p <∞.

De igual manera se puede establecer el mismo resultado del lema previo para el caso
q =∞, el cual se muestra a continuación.

Lema 2.1.12. Supongamos 1 ≤ p <∞ y E ∈ Σ no atómico. Entonces existe una función
f0 ∈ Lp(X) tal que

‖f0‖∞ =∞.

Demostración. Sea a un número real, tal que 0 < a < µ(E). Como E es no atómico,
entonces de la Proposición 1.2.25, existe una E1 ∈ Σ tal que µ(E1) = a

(
1− 1

2

)
, y de

esta manera tomando ahora E \ E1, que también es no atómico, existe E2 ∈ Σ tal que
µ(E2) = a

(
1
2 −

1
22

)
. Note que E1 ∩ E2 = ∅ y tomando el conjunto E \ (E1 ∪ E2) y

cintinuamdo con ese proceso, se concluye que es posible obtener una colección de conjuntos
medibles {Ei}∞i=1 disjuntos dos a dos, tales que

µ(En) = a
( 1

2n−1 −
1
2n
)
.

Considérese ahora la función
f0 =

∞∑
k=1

k1/p · 1Ek .

Entonces, se tiene ∫
X
|f0|p dµ =

∫
X

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

k1/p · 1Ek

∣∣∣∣∣
p

dµ
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y como los conjuntos {Ek}∞k=1 son disjuntos dos a dos, se puede escribir
∫
X
|f0|p dµ =

∫
X

∞∑
k=1

∣∣∣k1/p · 1Ek
∣∣∣p dµ =

∫
X

∞∑
k=1

k1Ek dµ

=
∞∑
k=1

∫
X
k1Ek dµ =

∞∑
k=1

kµ(Ek)

=
∞∑
k=1

ka
( 1

2k−1 −
1
2k
)

= 2a.

Por otro lado,

µ
(
{x ∈ X | |f0(x)| > k1/p}

)
=

∞∑
i=k+1

µ
(
{x ∈ X | |f0(x)| = i1/p}

)

=
∞∑

i=k+1
µ (Ei)

=
∞∑

i=k+1
a
( 1

2i−1 −
1
2i
)

= ĺım
m→∞

m∑
i=k+1

a
( 1

2i−1 −
1
2i
)

= ĺım
m→∞

a
( 1

2k −
1

2m
)

= a

2k

de esta manera, cuando k →∞

ĺım
k→∞

µ
(
{x ∈ X | |f0(x)| > k1/p}

)
= 0,

aśı que ‖f0‖∞ =∞.

Ejemplo 2.1.13. Considerando la función f(x) = x−
1

2p1(0,1](x), se tiene que f ∈ Lp(R)
con p ≥ 1, sin embargo, f /∈ L∞(R). Ahora si se considera la función g(x) = 1R(x)
entonces g ∈ L∞(R) y sin embargo, g /∈ Lp(R) para p ≥ 1. Estos ejemplos muestran que
Lp(R) ( L∞(R) y L∞(R) ( Lp(R).

Ahora se va a demostrar el resultado principal de esta subsección.

Teorema 2.1.14. Sean 1 ≤ p < q < ∞ y que u ∈ L0(X). El operador multiplicación
Mu aplica el espacio Lp(X) en Lq(X) si y sólo si el śımbolo u satisface las siguientes dos
condiciones:

(a) u(x) = 0, µ-c.t.p. sobre B.

(b) sup
n∈N

|u(An)|s
µ(An) <∞, donde 1

q
+ 1

s
= 1

p
,
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donde los conjuntos B y An satisfacen la igualdad (2.1.8); en este caso, la norma del
operador acotado Mu viene dada por

‖Mu‖ = sup
n∈N

|u(An)|
µ(An) 1

s

.

Demostración. Suponga queMu es un operador multiplicación acotado de Lp(X) en Lq(X)
con p < q. Primero se mostrara que (a) se cumple, si supone que la condición (a) no se
satisface, es decir

µ ({x ∈ B | |u(x)| > 0}) 6= 0.
Entonces, existe δ > 0 tal que el conjunto

Bδ = {x ∈ B | |u(x)| > δ}

tiene medida positiva es decir, µ (Bδ) > 0. Dado que Bδ es no atómico, por el Lema 2.1.10,
existe f0 ∈ Lp(X) talque

∫
Bδ
|f0|q dµ =∞. De esta manera

∞ =
(
δq
∫
Bδ

|f0|q dµ
) 1
q

=
(∫

Bδ

δq |f0|q dµ
) 1
q

≤
(∫

Bδ

|u|q |f0|q dµ
) 1
q

= ‖Mu (f0)‖q
≤ ‖Mu‖ ‖f0‖p ,

lo cual es una contradicción, ya que ‖Mu‖ <∞ y ‖f‖p <∞. Por lo tanto

µ ({x ∈ B | |u(x)| > 0}) = 0

aśı u(x) = 0, µ-c.t.p. sobre B.

Ahora se va a demostrar el item (b); acordando que el supuesto es que Mu es un operador
multiplicación acotado de Lp(X) en Lq(X) con p < q. Para cada n ≥ 1 se consideran las
funciones en Lp(X)

fn = 1
µ(An)

1
p

1An ,

donde {An} es la sucesión de átomos en la expresión (2.1.8). Se tiene que

‖fn‖pp =
∫
X
|fn|p dµ

=
∫
X

∣∣∣∣∣∣ 1
µ (An)

1
p

1An

∣∣∣∣∣∣
p

dµ

=
∫
X

1
µ (An)1An dµ

= 1.
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Además, por definición de la norma de un operador, se tiene que

‖Mu‖ = sup
{
‖Mu(f)‖p | ‖f‖p ≤ 1, f ∈ Lp(X)

}
.

En particular, para cada n ∈ N, se cumple que

‖Mu‖ ≥ ‖Mu (fn)‖q

=
(∫

X
|ufn|q dµ

) 1
q

=
∫

X
|u|q

∣∣∣∣∣∣ 1
µ (An)

1
p

1An

∣∣∣∣∣∣
q

dµ


1
q

=
(∫

An

1
µ (An)

q
p

|u|q dµ
) 1
q

=
(

1
µ (An)

q
p

∫
An
|u|q dµ

) 1
q

=
(

1
µ (An)

q
p

|u(An)|q µ (An)
) 1
q

=
(

1
µ (An)

q
p
−1 |u (An)|q

) 1
q

,

donde en la penúltima ĺınea se ha usado el hecho que la función medible u es constante
c.t.p. en cada átomo (véase Proposición 1.4.1). Ahora bien, como 1

q
+ 1

s
= 1

p
, se tiene

también que q
s

= q
p
− 1, y por esta razón

‖Mu‖ ≥
(
|u (An)|q

µ (An)
q
s

) 1
q

= |u (An)|
µ (An)

1
s

.

Esto es,
|u (An)|
µ (An)

1
s

< ‖Mu‖ ,

para todo n ≥ 1 y de esta manera

‖Mu‖ ≥ sup
n∈N

|u (An)|
µ (An)

1
s

(2.1.9)

esto demuestra la condición (b) y la implicación directa está lista.

Ahora se va a demostrar el rećıproco. Se supone que las condiciones (2.1.3) y (2.1.5)
se cumplen y se va a demostrar que el operador Mu aplica Lp(X) en Lq(X) de manera
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continua. Con este fin, para cualquier f ∈ Lp(X) tal que ‖f‖p ≤ 1, se puede usar la
Proposición 1.4.2 y se puede escribir

‖Muf‖qq =
∫
X
|uf |q dµ

=
∫
B
|uf |q dµ+

∞∑
n=1

∫
An
|uf |q dµ.

Por la condición (a), se tiene que u = 0, µ-c.t.p. en B y por esta razón, se obtiene que

∫
X
|uf |q dµ =

∞∑
n=1

∫
An
|uf |q dµ. (2.1.10)

Pero la función |uf |q es medible, aśı que por la Proposición 1.4.1, esta función es constante
en cada átomo y entonces se cumple que∫

An
|uf |q dµ = |(uf) (An)|q µ (An) = |u (An)|q |f (An)|q µ (An) .

Luego, sustituyendo en la expresión (2.1.10)

∫
X
|uf |q dµ =

∞∑
n=1
|u (An)|q |f (An)|q µ (An)

=
∞∑
n=1
|u (An)|

sq
s |f (An)|q µ (An) µ (An)

q
s

µ (An)
q
s

=
∞∑
n=1

|u (An)|
µ (An)

q
s

sq
s

|f (An)|q µ (An)1+ q
s

=
∞∑
n=1

(
|u (An)|s

µ (An)

) q
s

|f (An)|q µ (An)1+ q
s . (2.1.11)

Ahora, por la condición (b),

|u (An)|s

µ (An) ≤ sup
n∈N

|u (An)|s

µ (An) = L.

Ya que 1
q

+ 1
s

= 1
p
, entonces 1 + q

s
= q

p
, comparando con la ecuación (2.1.11)

∫
X
|uf |q dµ =

∞∑
n=1

(
|u (An)|s

µ (An)

) q
s

|f (An)|q µ (An)1+ q
s

≤
∞∑
n=1

L
q
s |f (An)|q µ (An)

q
p

= L
q
s

∞∑
n=1

(|f (An)|p µ (An))
q
p . (2.1.12)
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Pero por la Proposición 1.4.4 y la hipótesis ‖f‖p ≤ 1, se tiene

1 ≥ ‖f‖pp

=
∫
B
|f |p dµ+

∞∑
n=1
|f (An)|p µ (An)

≥
∞∑
n=1
|f (An)|p µ (An) . (2.1.13)

En particular, para todo n ≥ 1, se cumple que |f (An)|p µ (An) ≤ 1 y como q
p
> 1, entonces

(|f (An)|p µ (An))
q
p ≤ |f (An)|p µ (An) .

Luego, usando las desigualdades (2.1.12) y (2.1.13), se concluye que

∫
X
|Muf |q dµ ≤ L

q
s =

(
sup
n∈N

|u (An)|s

µ (An)

) q
s

= sup
n∈N

|u (An)|q

µ (An)
q
s

<∞. (2.1.14)

Por tanto Mu es un operador lineal acotado de Lp(X) en Lq(X). Además, por las expre-
siones (2.1.9) y (2.1.14), también se concluye que la norma del operador esta dada por la
relación

‖Mu‖ = sup
n∈N

|u (An)|
µ (An)

1
s

.

Esto culmina la demostración.

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, se puede obtener el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.1.15. Suponga que 1 ≤ p < q <∞ y que X es no atómico. El operador cero
es el único operador multiplicación de Lp(X) en Lq(X).

Demostración. Suponga que existe una función u 6= 0, µ-c.t.p. de forma que Mu es un
operador de multiplicación acotado, con lo cual µ({x ∈ B | u(x) 6= 0}) 6= 0. Aśı existe
δ > 0 tal que el conjunto Xδ = {x ∈ X | |u(x)| > δ} tiene medida positiva es decir,
µ(Xδ) > 0. Dado que Xδ es no atómico, por el Lema 2.1.10, existe f0 ∈ Lp(X) tal que∫
Bδ
|f0|q =∞. De esta manera

∞ =
(
δq
∫
Bδ

|f0|q
) 1
q

=
(∫

Bδ

δq|f0|q
) 1
q

≤
(∫

Bδ

|u|q|f0|q
) 1
q

= ‖Mu(f)‖q
≤ ‖M‖‖f‖p
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claramente es una contradicción ya que ‖Mu(f)‖q <∞ y ‖f‖p <∞, por lo tanto

µ ({x ∈ B | u(x) 6= 0}) = 0,

es decir u = 0 c.t.p. sobre X.

El Teorema 2.1.14 provee una herramienta para construir operadores acotados y no aco-
tados desde Lp(X) a Lq(X) cuando q > p, como se muestra a continuación.

Ejemplo 2.1.16. Considérese (R,M , µ) el espacio de medida σ-finito con

µ(A) = m(A) + #(A ∩ N),

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera el
operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = 2−x1N(x) actuando en L

4
3 (R). Se

puede observar que u = 0 sobre B = R \ N (conjunto no atómico). Además se tiene

sup
n∈N

|u (An)|s

µ (An) <∞, 1
s

= 1
p
− 1
q
,

donde los átomos son An = {n} con µ(An) = 1, si q = 7
2 el valor de s es

1
s

= 1
4
3
− 1

7
2

= 13
28 = 1

28
13

de esta manera s = 28
13 en efecto.

sup
n∈N

|u (An)|
28
13

µ (An) = sup
n∈N

|2−n| 28
13

1 = 1
2 28

13
,

y por tanto Mu : L 4
3 (R)→ L

7
2 (R) es un operador de multiplicación y la norma del operador

es ‖Mu‖ = 1
2 .

A continuación se presentan dos ejemplos en los cuales se evidencia la necesidad de las
condiciones (a) y (b) del Teorema 2.1.14, respectivamente.

Ejemplo 2.1.17. Considérese (R,M , µ) el espacio de medida σ-finito con

µ(A) = m(A) + #(A ∩ N),

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. Se considera ademá el
operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = e−|x| actuando en L1(R). Entonces para
la función f(x) = x−

1
3 1(0,1](x), se puede usar su función normalizada f1(x) = ‖f‖−1

1 f(x)
y entonces ‖f1‖1 = 1. Sin embargo, si q = 3,

‖Muf1‖3 =
(∫

R

∣∣∣‖f‖−1
1 e−|x|x−

1
3 1(0,1](x)

∣∣∣3 dµ) 1
3

=
(∫ 1

0

(
‖f‖−1

1

)3 1
x
e−3x dx+

(
‖f‖−1

1

)3
e−1

) 1
3

= ∞
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con lo cual, en este caso, el operador Mu no aplica el espacio L1(R) en L3(R). Esto
evidencia la importancia de la condición u = 0 µ-c.t.p. sobre B (conjunto no atómico),
donde el conjunto no atómico en este caso es

B = (−∞, 0] ∪
( ∞⋃
n=1

(n− 1, n)
)
.

Ejemplo 2.1.18. Considerando el espacio de medida del ejemplo anterior (R,M , µ), el
operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = (1 + x2)1N(x) actuando en L1(R), si
q = 3 y tomando la función medible g1(x) = ‖g‖−1

1 g(x), donde g(x) = (1 + x2)−1, se tiene
que ‖g1‖1 = 1 y también

‖Mug1‖3 =
( ∞∑
k=1
‖g‖−3

1

) 1
3

=∞.

Se observa que en este caso, el valor de s es 3
2 ya que,

1
s

= 1
1 −

1
3 = 2

3 = 1
3
2

y que para n ∈ N los átomos son An = {n} y µ(An) = 1. De esta manera

sup
n∈N

|u (An)|
µ (An)

1
s

= sup
n∈N

n =∞

y se ve la necesidad de la condición (b) del Teorema 2.1.14.

De manera adicional se propone la siguiente proposición basando en el resultado del Teo-
rema 2.1.14, el cual considera el caso ∞ = q > p > 1; la siguiente proposición no esta
incluida en el estudio realizado por Takagi y Yokouchi en [13].

Proposición 2.1.19. Se supone que 1 ≤ p <∞ y que u ∈ L0(X). El operador Mu aplica
el espacio Lp(X) en L∞(X) de manera continua si y sólo si el śımbolo u satisface las
siguientes dos condiciones:

(a) u(x) = 0, µ-c.t.p. para todo x ∈ B.

(b) sup
n∈N

|u(An)|
µ(An)

1
p

<∞

donde los conjuntos B y An satisfacen la igualdad (2.1.8). En este caso, la norma del
operador Mu viene dada por

‖Mu‖ = sup
n∈N

|u(An)|
µ(An)

1
p

.
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Demostración. Supóngase Mu es un operador acotado de Lp(X) en L∞(X) y que la con-
dición (a) no se satisface, es decir, existe δ > 0 para el cual el conjunto

Bδ = {x ∈ B | |u(x)| > δ}

tiene medida positiva. Entonces por el Lema 2.1.12, existe f0 ∈ Lp(X) tal que f0(x) = 0
para todo x ∈ X \ Bδ, ‖f0‖p = 1 y ‖f0‖∞ =∞. De esta manera

∞ = δ‖f0‖∞ ≤ ‖Mu‖

y se llega a una contradicción al hecho que Mu : Lp(X) → L∞(X) es acotado. Por tanto
u = 0 µ-c.t.p sobre B.

Por otro lado, por la Proposición 1.4.3, para cada f ∈ L∞(X),

‖u · f‖∞ = máx
{
‖f · 1B‖∞, sup

k∈N
|(u · f)(Ak)|

}
≤ ‖Mu‖.

Como u = 0 µ-c.t.p. sobre B entonces, considerando la función fk = µ(Ak)−
1
p1Ak , se

obtiene
‖u · fk‖∞ = sup

k∈N
|(u · fk)(Ak)| = sup

k∈N

|u(Ak)|
µ(Ak)

1
p

es decir
sup
k∈N

|u(Ak)|
µ(Ak)

1
p

<∞. (2.1.15)

Esto muestra la primera implicación.

Ahora se va a demostrar el rećıproco. Se supone ahora que las condiciones (a) y (b) se
satisfacen, de esta manera para toda f ∈ Lp(X) con ‖f‖p = 1 se tiene que

∞∑
k=1
|f(Ak)|pµ (Ak) < 1.

En particular, |f(Ak)|pµ (Ak) ≤ 1 y aśı |f(Ak)| ≤ µ (Ak)−
1
p . Además

‖u · f‖∞ = sup
k∈N
|(u · f)(Ak)| ≤ sup

k∈N

|u(Ak)|
µ(Ak)

1
p

,

por lo tanto
‖Mu‖ ≤ sup

k∈N

|u(Ak)|
µ(Ak)

1
p

. (2.1.16)

De las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16), se concluye

‖Mu‖ = sup
k∈N

|u(Ak)|
µ(Ak)

1
p

.

Esto culmina la demostración del teorema.
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Ejemplo 2.1.20. Considerando el mismo espacio de medida σ-finito (R,M , µ) del ejem-
plo anterior, con µ(A) = m(A) + #(A ∩ N) formada por la medida Lebesgue de R y la
medida de conteo para N, el operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = x actuan-
do en L1(R), y la función medible f(x) = 1

3 |x− 2|− 1
2 1(2,3](x). Se puede ver que ‖f‖1 = 1,

sin embargo

‖Muf‖∞ = ess sup
∣∣∣∣∣ x

3
√
x− 2

1(2,3](x)
∣∣∣∣∣ =∞

es decir, el operador Mu no aplica el espacio L1(R) en L∞(R), evidenciando la importancia
de la condición (a) de la Proposición 2.1.19.

Ejemplo 2.1.21. Considerando el mismo espacio de medida (R,M , µ) definido anterior-
mente, el operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = x3 actuando en L

11
2 (R), y

la función medible f(x) = x−
1
x
−21N(x). Se puede ver que f ∈ L

11
2 (R), aśı que escogiendo

f1(x) = ‖f‖−1
11
2
f(x), se puede ver que ‖f1‖ 11

2
= 1, sin embargo

‖Muf1‖∞ = ess sup
∣∣∣∣x3 · ‖f‖−1

11
2
x−

1
x
−21N(x)

∣∣∣∣ = ess sup
∣∣∣∣‖f‖−1

11
2
x−

1
x

+11N(x)
∣∣∣∣ =∞.

De esta manera, éste operador Mu no aplica el espacio L
11
2 (R) en L∞(R), es decir, la

condición (b) de la Proposición 2.1.19 es fundamental.

Ejemplo 2.1.22. Considerando el mismo espacio de medida (R,M , µ) definido en el
ejemplo anterior. El operador de multiplicación Mu con śımbolo u(x) = 2−x1D(x) donde
D = {2n | n ∈ N} y actuando en L1(R), de esta manera u ∈ L1(X), además u(x) = 0
µ-c.t.p. en B = (−∞, 0] ∪ (⋃∞n=1(n− 1, n)) (conjunto no atómico), por otro lado

sup
k∈N

|u(Ak)|
µ(Ak)p

. = máx
{

0, sup
x∈D

1
2x

}
= 1

4

esto muestra que el operador Mu : L1(R)→ L∞(R) es un operador de multiplicación, aśı
es acotado y la norma del operador es ‖Mu‖ es 1

4 .

2.2. Operador multiplicación con rango cerrado
Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito. En esta sección se van a caracterizar todos
los śımbolos u ∈ L0(X) que definen operador de multiplicación con rango cerrado Mu que
aplican un espacio Lp(X) en un espacio Lq(X) con 1 ≤ p, q ≤ ∞. Este estudio se hará en
varias etapas según si p < q, p = q o p > q. Se hará especial énfasis en el caso que uno de
esos parámetros sea igual a ∞. No solamente se darán los detalles de los resultados que
aparecen en el art́ıculo de Takagi y Yokouchi [13], sino que también se darán ejemplos
ilustrativos y se agregarán los casos que no fueron considerados por los autores antes
citados.
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La clave de los resultados que se presentan en esta sección es considerar la restricción de
Mu a cierto subespacio cerrado de Lp(X); por tal razón se recuerda que cada G ∈ Σ define
un espacio de medida σ-finito (G,ΣG, µG), llamado espacio de medida relativo a G, en el
cual la sigma álgebra ΣG se define por

ΣG = {E ∩G | E ∈ Σ},

y la medida (relativa o restringida) se define por

µG(E) = µ(E ∩G)

donde E ∈ ΣG (véase el Comentario 1.1.8). Luego, cada G ∈ Σ permite definir el espacio
Lp(G) como

Lp(G) = {f · 1G | f ∈ Lp(X)} ,

el cual es un espacio de Banach con la norma

‖f‖Lp(G) = ‖f · 1G‖Lp(X) .

Observe que si h ∈ Lp(G) entonces h ∈ Lp(X) y h = h·1G. De hecho, Lp(G) es justamente
el rango del operador multiplicación con śımbolo 1G actuando sobre el espacio Lp(X). Se
observa que si f ∈ Lp(G), entonces existe una sucesión {fn} ∈ Lp(G) tal que

ĺım
n→∞

‖fn − f‖p = 0.

Luego, por el Teorema 1.3.9, se tiene que fn → f en medida y consecuentemente, por el
Teorema de Riesz 1.3.8, existe una subsucesión {fnk} de {fn} tal que fnk → f puntual-
mente µ-c.t.p. sobre X. De esta manera

µ ({x ∈ X | |fnk(x)− f(x)| 6= 0}) = 0.

Esto muestra que f ∈ Lp(G), y por tanto Lp(G) es un subespacio cerrado de Lp(X); en
particular, Lp(G) es un subespacio completo de Lp(X).

También será conveniente considerar la restricción del śımbolo u al subconjunto medible
G; más precisamente, para u ∈ L0(X), se define el śımbolo uG por

uG(x) = u(x) · 1G(x), (2.2.17)

con x ∈ X. Abusando del lenguaje, se dirá que uG es la restricción de u al conjunto G.
Finalmente, también se considera el conjunto

Su = {x ∈ X | u(x) 6= 0} ,

el cual claramente es un elemento de Σ pues u ∈ L0(X). Con estas notaciones y defini-
ciones, se tiene el siguiente resultado el cual establece una relación entre operadores de
multiplicación con śımbolo u con rango cerrados entre Lp(X) y Lq(X) y los operadores
de multiplicación con śımbolos uG actuando entre Lp(G) y Lq(G).
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Lema 2.2.1. Sea u ∈ L0(X), G ∈ Σ y sea uG la función definida en (2.2.17). Se supone
además que para 1 ≤ p ≤ ∞ y 1 ≤ q ≤ ∞, se cumple que Mu ∈ B (Lp(X), Lq(X)). Si
Mu : Lp(X) → Lq(X) tiene rango cerrado, entonces MuG : Lp(G) → Lq(G) tiene rango
cerrado. Además, si G ⊆ Su, entonces el operador MuG : Lp(G)→ Lq(G) es inyectivo.

Demostración. En primer lugar, se observa que si Mu es un operador de multiplicación
de Lp(X) en Lq(X), entonces MuG es un operador de multiplicación de Lp(G) en Lq(G),
ya que para f ∈ Lp(G) se cumple que

‖MuG(f)‖Lq(G) = ‖uG · f‖Lq(G) = ‖u · 1G · f‖Lq(G)

≤ ‖u · 1G · f‖Lq(X)

≤ ‖Mu‖ ‖1G · f‖Lp(X)

= ‖Mu‖ ‖f‖Lp(G) ,

donde se ha usado que 1G·f ∈ Lp(X). Esto muestra lo afirmado, incluso, como es esperado,
que ‖MuG‖ ≤ ‖Mu‖.

Se supone ahora que el operador Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene rango cerrado; se va a mostrar
que MuG : Lp(G) → Lq(G) tiene rango cerrado. Con este fin, sea h ∈ MuG(Lp(G)).
Entonces, h ∈ Lq(G) ⊆ Lq(X) y por definición de clausura, se puede encontrar una
sucesión {hn}∞n=1 ⊆MuG(Lp(G)) tal que

‖hn − h‖Lq(G) → 0.

Por definición de la norma en Lq(G), se puede escribir

‖hn · 1G − h · 1G‖Lq(X) = ‖(hn − h) · 1G‖Lq(X) = ‖hn − h‖Lq(G) → 0,

lo cual significa que la sucesión {hn · 1G} converge a h · 1G en Lq(X).

Ahora, el hecho que hn ∈MuG(Lp(G)) permite encontrar fn ∈ Lp(G) tal que

MuG (fn) = uG · fn = hn;

luego, como uG = u · 1G, se tiene que

hn · 1G = u · (fn · 1G)

y como fn ·1G ∈ Lp(X), se puede decir que hn ·1G ∈Mu (Lp(X)) y realmente {hn · 1G} es
una sucesión convergente de Mu (Lp(X)) el cual, por hipótesis, es un subespacio cerrado
de Lq(X). Se concluye entonces que h · 1G ∈Mu (Lp(X)) y por tanto, se puede encontrar
f ∈ Lp(X) tal que

h · 1G = Mu(f) = u · f.

Luego, como h ∈ Lq(G), se tiene que h = h · 1G y se puede escribir

h = h · 1G = (u · 1G) · (f · 1G) = uG · (f · 1G) ,
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lo que significa que h = MuG (f · 1G) y como f ·1G ∈ Lp(G), realmente se ha concluido que
h ∈MuG (Lp(G)) lo que demuestra que MuG (Lp(G)) es un subespacio cerrado de Lq(G).

Finalmente, si se supone que G ⊆ Su y se tiene f ∈ Ker (MuG), entonces f ∈ Lp(G) y

MuG(f) = uG · f = 0 (µ - c.t.p. en G),

esta última relación implica que f = 0 µ-c.t.p. en G ya que para todo x ∈ G, se cumple que
u(x) 6= 0. Por otro lado, el hecho que f ∈ Lp(G) implica que f = 0 fuera del conjunto G. Se
concluye entonces que f = 0 µ-c.t.p. en X y esto muestra que el operador multiplicación
MuG : Lp(G)→ Lq(G) es inyectivo o 1− 1. Esto culmina la demostración del lema.

El hecho que el operador restricto sea inyectivo en los subconjuntos de Su es de gran
interés ya que es un hecho muy conocido que un operador inyectivo tendrá rango cerrado
si y sólo si es acotado inferiormente. Con esto en mente, se tiene el resultado principal de
esta sección el cual será de gran utilidad para la obtención de las caracterizaciones en los
distintos casos de p y q.

Teorema 2.2.2. Sea u ∈ L0(X) y sea uSu su restricción al subconjunto Su ∈ Σ. Se supone
además que para 1 ≤ p ≤ ∞ y 1 ≤ q ≤ ∞ se cumple que Mu ∈ B (Lp(X), Lq(X)). El
operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lq(X) tiene rango cerrado si y sólo si existe una
constante δ > 0 tal que ∥∥∥MuSu

h
∥∥∥
Lq(Su)

≥ δ‖h‖Lp(Su), (2.2.18)

para toda función h ∈ Lp(Su).

Demostración. Se supone primero que el operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lq(X)
tiene rango cerrado. Por el lema anterior (Lema 2.2.1), se tiene que el operador MuSu

:
Lp(Su) → Lq(Su) tiene rango cerrado y es inyectivo; aśı que por Teorema 1.5.2 se tiene
que este último operador es acotado inferiormente y eso justamente significa que existe
δ > 0 tal que ∥∥∥MuSu

h
∥∥∥
Lq(Su)

≥ δ‖h‖Lp(Su),

para toda función h ∈ Lp(Su), lo cual muestra la primera implicación.

Se supone ahora que existe una constante δ > 0 tal que∥∥∥MuSu
h
∥∥∥
Lq(Su)

≥ δ‖h‖Lp(Su),

para toda función h ∈ Lp(Su). Entonces, por el Teorema 1.5.2, el operador multiplicación
MuSu

: Lp(Su)→ Lq(Su) es inyectivo y tiene rango cerrado; es decir, MuSu
(Lp(Su)) es un

subespacio cerrado de Lq(Su); en particular, es un subespacio completo.

Se va a demostrar que Mu (Lp(X)) = MuSu
(Lp(Su)). En efecto, si h ∈ Mu (Lp(X)),

entonces existe f ∈ Lp(X) tal que

h = Mu(f) = u · f.
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Luego, h(x) = 0 µ-c.t.p. sobre X \ Su y por esta razón,

h = (u · 1Su) · (f · 1Su) = uSu · (f · 1Su) .

Esto significa que h = MuSu
(f · 1Su) y aśı h ∈ MuSu

(Lp(Su)). Esto muestra la inclusión
Mu (Lp(X)) ⊆MuSu

(Lp(Su)).

Por otra parte, si h ∈MuSu
(Lp(Su)), entonces existe g ∈ Lp(Su) tal que

h = MuSu
(g) = uSu · g = u · 1Su · g.

Luego, como 1Su · g ∈ Lp(X), se concluye que h = Mu (1Su · g) y esto muestra que
MuSu

(Lp(Su)) ⊆Mu (Lp(X)). Esto culmina la demostración del lema.

2.2.1. Rango cerrado, caso p = q

El Teorema 2.2.2 establece que el operador de multiplicación Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene
rango cerrado si y sólo el operador MuSu

: Lp(Su)→MuSu
(Lp(Su)) ⊆ Lq(Su) tiene inversa

continua. Aśı que como consecuencia del Teorema 2.1.1, el siguiente resultado es esperado.

Teorema 2.2.3. Se supone que u ∈ L0(X) y que para 1 ≤ p < ∞ se cumple que Mu

pertenece al espacio B (Lp(X)). El operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) tiene
rango cerrado si y sólo si existe una constante δ > 0 talque

|u(x)| ≥ δ (2.2.19)

para casi todo x ∈ Su.

Demostración. Se supone primero la existencia de δ > 0 tal que la condición (2.2.19) se
cumple. Entonces, para cualquier h ∈ Lp(Su) se cumple que∥∥∥MuSu

(h)
∥∥∥
Lp(Su)

= ‖uSu · h‖Lp(Su) ≥ δ ‖h‖Lp(Su) ;

aśı que por el Lema 2.2.2 se puede concluir que el operador Mu : Lp(X) → Lp(X) tiene
rango cerrado.

Rećıprocamente, si se supone que el operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) tiene
rango cerrado, entonces por el Teorema 2.2.2, MuSu

: Lp(Su) → MuSu
(Lp(Su)) tiene

inversa continua; pero la inversa de este operador es otro operador multiplicación con
śımbolo v el cual satisface que

v(x) = 1
uSu(x) , para x ∈ Su

v(x) = 0 para x ∈ X \ Su. Se va a usar un argumento similar al de la demostración del
Teorema 2.1.1 para mostrar que v ∈ L∞(Su) ⊆ L∞(X). Se tiene

‖Mv(g)‖Lp(Su) ≤ ρ ‖g‖Lp(Su) (2.2.20)
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para algún ρ > 0 y para toda función g ∈MuSu
(Lp(Su)). En particular, considerando los

conjuntos
En =

{
x ∈ Su | |v(x)| > ‖v‖∞ −

1
n

}
con n ∈ N, se puede ver, por definición del supremo esencial, que µ (En) > 0 y que la
función definida por

g = uSu
1En

µ (En)
1
p

pertenece a MuSu
(Lp(Su)) pues

∫
Su

 1En
µ (En)

1
p

p dµ = 1,

es decir, g = uSu · h con h = 1En
µ(En)

1
p
∈ Lp(Su). De hecho, también se tiene que

‖Mv(g)‖Lp(Su) = ‖v · g‖Lp(Su) =

∥∥∥∥∥∥
(

1
uSu

)
·

uSu 1En
µ (En)

1
p

∥∥∥∥∥∥
Lp(Su)

= 1.

Aśı que por la desigualdad (2.2.20) se obtiene

1
ρ
≤ ‖g‖Lp(Su) =

(∫
Su
|g|pdµ

) 1
p

=
(∫

En
|uSu|

p 1En
µ (En)dµ

) 1
p

≤ 1
‖v‖∞ −

1
n

(∫
En

1En
µ (En)dµ

) 1
p

= 1
‖v‖∞ −

1
n

,

donde se ha usado la definición del conjunto En y con esto, se puede escribir

‖v‖∞ ≤ ρ+ 1
n

;

y como n ∈ N es arbitrario, realmente se concluye que

‖v‖∞ ≤ ρ.

Esto muestra que v ∈ L∞(Su) ⊆ L∞(X). De aqúı que se ha encontrado una constante
positiva ρ tal que

1
|uSu(x)| = |v(x)| ≤ ρ

para casi todo x ∈ Su; lo cual es lo mismo que decir que existe δ > 0 tal que

|u(x)| ≥ δ

para casi todo x ∈ Su pues u = uSu en casi todo Su. Esto culmina la demostración del
Teorema.
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Ejemplo 2.2.4. Sea el espacio de medida de Lebesgue (R,M ,m) y el operador de mul-
tiplicación Mu con śımbolo

u(x) = x2 + 1
x2 + 21R\Q(x).

Se puede observar que ‖u‖∞ = 1 y por esta razón, éste operador Mu aplica L1(R) en śı
mismo. En este caso, Su = R \Q y también se tiene que |u(x)| ≥ 1

2 para todo x ∈ Su por
lo cual, el resultado anterior dice que, en este caso, Mu un operador de multiplicación con
rango cerrado.

Ejemplo 2.2.5. Sea el espacio de medida de Lebesgue (R,M ,m) y el operador de multi-
plicación Mu con śımbolo u(x) = e−|x|. Ya que ‖u‖∞ = 1, este operador aaplica el espacio
L

17
5 (R) en śı mismo. Sin embargo, dado que Su = R y

ı́nf {δ > 0 | |u(x)| > δ µ-c.t.p. Su} = 0,

se concluye que este operador multiplicación Mu no tiene rango cerrado.

2.2.2. Rango cerrado, caso p > q

Ahora se usará el Teorema 2.1.5 (continuidad, caso p > q) y el Teorema 2.2.2 para ca-
racterizar los operadores multiplicación Mu : Lp(X) → Lq(X) que tienen rango cerrado
con la condición p > q. Destaca el hecho que, en este caso, coinciden con los operadores
multiplicación que tienen rango de dimensión finita (rango finito). El resultado que se
tiene es el siguiente:

Teorema 2.2.6. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición atómica

X = B ∪
( ∞⋃
i=1

An

)
,

donde {An}∞n=1 son átomos de µ y B es un conjunto no atómico. Se supone que u ∈ L0(X)
y que para 1 ≤ q < p ≤ ∞ se cumple que Mu ∈ B (Lp(X), Lq(X)). Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(a) Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene rango cerrado.

(b) Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene rango finito.

(c) u(x) = 0 µ-c.t.p. en B, y el conjunto Nu = {n ∈ N | u(An) 6= 0} es finito.

Demostración. Si u = 0 µ-c.t.p. sobre X no hay nada que mostrar pues en este caso se
tiene el operador nulo, con lo cual Mu (Lp(X)) = {0} y claramente se cumplen las tres
proposiciones (a), (b) y (c). Aśı que se puede suponer que u no es la función nula en
L0(X). Se demostrará que (a)⇒ (c), (c)⇒ (b) y que (b)⇒ (a).
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(a)⇒(c) Se supone que el operador Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene rango cerrado con p > q.
En primer lugar, se va a demostrar que u(x) = 0 µ-c.t.p. en B. Con este fin, se supone
que esto no es cierto, es decir, que

µ ({x ∈ B | u(x) 6= 0}) > 0.

Se observa que
{x ∈ B | u(x) = 0} =

∞⋂
n=1

{
x ∈ B | |u(x)| ≤ 1

n

}
,

y por esta razón, debe existir δ > 0 tal que

µ ({x ∈ B | |u(x)| ≥ δ}) > 0.

Se define el conjunto medible

G = {x ∈ B | |u(x)| ≥ δ}

y se considera la función v ∈ L0(G) tal que

v(x) = 1
u(x)

para x ∈ G y v(x) = 0 para x ∈ X \G. Entonces µ(G) > 0 y v no es la función nula (en
G). Además,

‖v‖∞ = ess sup {|v(x)| | x ∈ G} ≤ 1
δ
<∞

pues para x ∈ G se tiene
|v(x)| = 1

|u(x)| ≤ δ

por definición de G. Aśı que por el Teorema 2.1.1 se tiene que el operador multiplicación
Mv : Lq(G)→ Lq(G) es continuo o acotado. Se va a demostrar que

Mv (Lq(G)) ⊆ Lp(G).

Se observa que, en virtud del Lema 2.2.1, el operador multiplicación MuG : Lp(G)→ Lq(G)
es acotado, inyectivo (pues G ⊆ Su) y tiene rango cerrado. Además se tiene que el operador
Mv es la inversa de MuG .

Para cada E ∈ ΣG con µG(E) <∞ se puede definir la función

hE(x) = 1
u(x)1E(x)

con x ∈ G. Entonces∫
G
|hE(x)|p dµG =

∫
G

∣∣∣∣∣ 1
u(x)1E(x)

∣∣∣∣∣
p

dµG ≤
1
δp
µ(E) <∞
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y de esta manera hE ∈ Lp(G). Consecuentemente, MuG (hE) ∈ Lq(G) lo que significa que

1E = (u · 1G) 1
u

1E = uG · hE ∈ MuG (Lp(G))

y como toda función simple es combinación lineal finita de caracteŕısticas, se puede escribir

{ψ ∈ Lq(G) | ψ es una función simple} ⊆MuG (Lp(G)) .

Luego, como el conjunto de la izquierda es denso en Lq(G) y el rango MuG (Lp(G)) es
cerrado, se obtiene

Lq (G) = {ψ ∈ Lp(G) | ψ es una función simple} ⊆ MuG (Lp (G)) .

Con esto, se ha demostrado que el operador multiplicación MuG : Lp(G) → Lq(G) es
biyectivo y por tanto su operador inverso Mv : Lq(G)→ Lp(G) es también continuo y por
el Teorema 2.1.14, esto ocurre si el śımbolo v es igual a cero en casi toda parte de la parte
no atómica de G; pero resulta que por definición, G es un subconjunto de medida positiva
del conjunto no atómico B; aśı que G es no atómico y por tanto v = 0 en casi todo G,
esto es una contradicción y por tanto u = 0 en casi todo B.

Ahora se va a demostrar que el conjunto Nu = {n ∈ N | u(An) 6= 0} es finito. Ya que
u(x) 6= 0 µ-c.t.p. sobre X y u = 0 en casi todo B, se debe tener u(x) 6= 0 µ-c.t.p. sobre
X \ B. Luego, debe existe k ∈ N tal que u(Ak) 6= 0. De esta manera, el conjunto Nu es
no vaćıo y además, en este caso,

Su =
⋃

n∈Nu
An.

En particular, µ(Su) > 0 y por el argumento usado en la parte anterior, cambiando G

por Su y considerando w = 1
u(x) con x ∈ Su en vez de v, se obtiene que el operador

Mw : Lq(S) → Lp(S) es acotado y biyectivo; aśı que por el ı́tem (b) del Teorema 2.1.14,
se tiene que w ∈ Lr(Su) y

sup
n∈N

|w(An)|r
µ(An) <∞,

donde 1
p

+ 1
r

= 1
q
. Sin embargo, si hacemos

b = sup
n∈Nu

|w(An)|r
µ(An) = sup

n∈Nu

1
|u(An)|rµ(An) ,

entonces
b ≥ 1
|u(An)|rµ(An)

para todo n ∈ Nu, y de esta manera también se puede escribir

|u(An)|r µ(An) ≥ 1
b
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para todo n ∈ Nu. Con lo cual,

∑
n∈Nu

1
b
≤

∑
n∈Nu

|u(An)|rµ(An) =
∑
n∈Nu

∫
An
|u|r dµ ≤

∫
X
|u|r dµ

pero el operador Mu : Lp(X)→ Lq(X) es continuo, aśı que por el Teorema 2.1.5, se puede
escribir que u ∈ Lr(X) con 1

p
+ 1

r
= 1

q
, y por esta razón

∑
n∈Nu

1
b
<∞

hecho que ocurre solamente siNu es finito. Esto culmina la demostración de la implicación.

(c)⇒(b) Se supone ahora que u(x) = 0 µ-c.t.p. sobre B y que Nu es finito; se va a
demostrar que el operador Mu : Lp(X) → Lq(X) tiene rango de dimensión finita. En
primer lugar, se observa que

Su = {x ∈ X | u(x) 6= 0} =
⋃

n∈Nu
An.

Se considera el conjunto
B = {1An | n ∈ Nu} .

Entonces B es un conjunto linealmente independiente, pues si
m∑
k=1

ck1Ank = 0 (µ-c.t.p. X),

entonces integrando sobre cualquier Anj , con j = 1, 2, · · · ,m, se obtiene

cjµ
(
Anj

)
= 0,

lo cual implica que cj = 0 pues Anj es un átomo. También será de utilidad, considerar el
subespacio Z de Lq(X) definido por

Z = {g ∈ Lq(X) | g = 0 c.t.p. sobre X \ Su} .

Se observa que para cada n ∈ Nu, se cumple que 1An ∈ Lq(X) pues µ (An) < ∞.
Además, para x ∈ X \ An, se tiene que 1An(x) = 0, y como An ⊆ Su, se puede ver que
X \ Su ⊆ X \ An y aśı B ⊂ Z. Luego, cualquier combinación lineal de elementos B

pertenece a Z. Vamos a ver que B es una base para Z.

En efecto, si se supone que f ∈ Z entonces f ∈ Lq(X) y en particular, f es medible; aśı
que f es constante en cada átomo An. Luego, si definimos, cn = f (An), se puede ver que

f =
∑
n∈Nu

cn1An , µ-c.t.p.
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Con esto, se puede concluir que Z es un espacio de dimensión finita.

Finalmente, si h ∈Mu(Lp(X)), entonces h ∈ Lq(X) y existe f ∈ Lp(X) tal que h = u · f .
En particular, h(x) = 0 para casi todo x ∈ X \Su y de aqúı que h ∈ Z. Esto muestra que
Mu(Lp(X)) ⊆ Z y por tanto, Mu(Lp(X)) es un espacio de dimensión finita. Esto culmina
la demostración de la implicación.

(b)⇒(a) Esta implicación es directa ya que es un hecho conocido que todo operador con
rango de dimensión finita es de rango cerrado. Esto es consecuencia del hecho que todo
espacio normado de dimensión finita es un espacio de Banach.

Como consecuencia de la demostración del Teorema 2.2.6, más exactamente de la im-
plicación (a)⇒(c) al demostrar que es u = 0 µ-c.t.p. sobre B, se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 2.2.7. Sean 1 ≤ q < p < ∞ y X es no atómico. El operador cero es el único
operador multiplicación de Lp(X) en Lq(X) con rango cerrado.

Corolario 2.2.8. Bajo las condiciones del Teorema 2.2.6, si Mu : Lp(X)→ Lq(X) es de
rango cerrado, entonces la restricción del śımbolo u con respecto a Su, tiene la propiedad
ess inf |u|Su| > 0.

Ya que Su = ⋃
n∈Nu An esta compuesta de átomos entonces u|Su 6= 0 y constante µ-c.t.p.

sobre cada An ⊆ Su, de esta manera el conjunto {|u|Su (An)| | n ∈ Nu} es finito y por
tanto posee mı́nimo, de esta manera

ı́nf {|u|Su (An)| | n ∈ Nu} = ess inf |u| > 0

Ejemplo 2.2.9. Considerando el mismo espacio de medida (R,M , µ) σ-finito con

µ(A) = m(A) + #(A ∩ N)

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N. El operador de
multiplicación Mu : L3(R)→ L1(R) con śımbolo

u(x) = ex1(−∞,0](x),

tiene la propiedad que u ∈ L
3
2 (R) y por esta razón, es un operador de multiplicación

acotado. Sin embargo, este operador de multiplicación Mu no tiene rango cerrado, debido
a que la condición u(x) = 0 µ-c.t.p. no se satisface, ya que

µ ({x ∈ R | |u(x)| > 0)}) = µ((−∞, 0]) > 0.

Ejemplo 2.2.10. Considerando el mismo espacio de medida (R,M , µ) definido anterior-
mente, el operador de multiplicación Mu : L4(R)→ L

5
3 (R) con śımbolo

u(x) = x−11N(x),



60 2 Operador Multiplicación actuando entre dos espacios Lp(X)

tiene la propiedad que u ∈ L
3
2 (R) y por esta razón, este operador de multiplicación es

acotado. Sin embargo, el conjuntoNu = N; esto se debe para cada n ∈ N el valor u(An) > 0
y cada átomo es de la forma An = {n}.

Ejemplo 2.2.11. Retomando el espacio de medida (R,M , µ) definido anteriormente, el
operador de multiplicación Mu : L7(R)→ L

7
4 (R) con śımbolo

u(x) = x−11D(x),

con D = {5, 7, 11, 53} satisface que u ∈ L
7
3 (R), y por tanto el operador de multiplicación

es acotado y tiene rango cerrado. El conjunto Nu es {5, 7, 11, 53}, dado que u(An) > 0
para n ∈ D además u(x) = 0 µ-c.t.p. en B = (∞, 0] ∪ (⋃∞n=1(n− 1, n)).

2.2.3. Rango cerrado, caso p < q

Ahora se centra la atención en el caso p < q. Se usará el respectivo resultado de continuidad
y el Teorema 2.2.6 para demostrar el siguiente:

Teorema 2.2.12. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito con descomposición atómica

X = B ∪
( ∞⋃
i=1

An

)
,

donde {An}∞n=1 son átomos de µ disjuntos dos a dos y B es un conjunto no atómico. Se
supone que u ∈ L0(X) y que para 1 ≤ p < q ≤ ∞ se cumple que Mu ∈ B (Lp(X), Lq(X)).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene rango cerrado.

(b) Mu : Lp(X)→ Lq(X) tiene rango finito.

(c) El conjunto Nu = {n ∈ N | u(An) 6= 0} es finito.

Demostración. Si u = 0 µ-c.t.p. sobre X no hay nada que mostrar pues en este caso,
Mu(Lp(X)) = {0} y claramente tiene rango cerrado. Aśı que se va a suponer que u no es
la función nula. Las demostraciones (c)⇒(b)⇒(a), son iguales al Teorema 2.2.6. Se va a
demostrar la implicación (a)⇒(c)

(a)⇒(c) Por la condición (a) del Teorema 2.1.14, se puede decir que u(x) = 0 µ-c.t.p.
sobre B. Luego, como u no es la función nula, existe k ∈ N talque u(Ak) 6= 0. De esta
manera el conjunto Nu es no vaćıo y además se cumple que

Su =
⋃

n∈Nu
An.

En particular, µ (Su) > 0 y, al igual que se mostró en el Teorema 2.2.6, se puede definir el
śımbolo w como

w(x) = 1
u(x)
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para x ∈ Su y w(x) = 0 en X \ Su. De aqúı que el operador Mw : Lq (X) → Lp (X) es
acotado y por el Teorema 2.1.5 se debe tener que w ∈ Lr(X) donde 1

p
+ 1

r
= 1

q
y además

b = sup
n∈N

|u(An)|r
µ(An) = sup

n∈N

1
µ(An)
|u(An)|r

= sup
n∈N

1
|w(An)|rµ(An) <∞.

Luego, para cada n ∈ N, se tiene que

b ≥ 1
|w (An) |rµ (An)

y de esta manera

|w(An)|r µ(An) ≥ 1
b
.

para cada n ∈ Nu. Se concluye entonces que

∑
n∈Nu

1
b
≤

∑
n∈Nu

|w(An)|rµ(An) =
∑
n∈Nu

∫
An
|w|r dµ ≤

∫
X
|w|r dµ <∞

y esto solamente ocurre si Nu es finito. Esto culmina la demostración del resultado.

Al igual que en el caso p > q, se obtiene el siguiente resultado, el cual se sustenta de igual
manera.

Corolario 2.2.13. Si Mu : Lp(X) → Lq(X) es de rango cerrado con p < q, entonces la
restricción del śımbolo u con respecto a Su, tiene la propiedad ess inf |u|Su| > 0.

Ejemplo 2.2.14. Retomando el Ejemplo 2.1.16 (R,M , µ) el espacio de medida σ-finito
con

µ(E) = m(E) + #(E ∩ N)

formada por la medida Lebesgue de R y la medida de conteo para N, el operador de
multiplicación Mu : L 4

3 (R)→ L
7
2 (R) con śımbolo

u(x) = 2−x1N(x)

satisface que u = 0 c.t.p. sobre B (conjunto no atómico) y

sup
n∈N

|u (An)|s

µ (An) <∞

donde s = 28
13 , y la norma del operador es ‖Mu‖ = 1

2 . Este operador de multiplicación no
tiene rango cerrado, ya que el conjunto Nu = N, dado que para todo n ∈ N, u(An) > 0 y
cada átomo es de la forma An = {n}.
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Ejemplo 2.2.15. Sea (R,M , µ) es espacio de medida definido anteriormente, el operador
de multiplicación Mu : L2(R)→ L7(R) con śımbolo

u(x) = (x+ 8)−11Q∩[−7,π](x)

tiene la propiedad que u = 0 µ-c.t.p. en

B = (∞, 0] ∪
( ∞⋃
n=1

(n− 1, n)
)

y además también se tiene que

sup
n∈N

|u (An)|s

µ (An) <∞,

ya que #(Nu) = 3. Más exactamente, los átomos son {1}, {2} y {3}, por lo tanto este
operador de multiplicación es acotado y tiene rango cerrado.



3 Compacidad y la norma esencial del
operador de multiplicación Mu

En este caṕıtulo se darán los argumentos de los resultados que se han obtenidos en esta
investigación (véase [2]). Se trata de un nuevo criterio para la compacidad del operador
multiplicación actuando sobre los espacios Lp(X) y una estimación de la norma esencial
de este operador. El caṕıtulo se completa con la primera sección donde se dan los detalles
del criterio que se conoce sobre la compacidad de este operador, el cual fue obtenido por
R.K. Singh y A. Kumar en [12].

3.1. Compacidad del operador multiplicación en Lp(X)
En esta sección se dan los detalles de los resultados obtenidos por Singh y Kumar [12] sobre
la compacidad del operador multiplicación actuando en los espacios Lp(X); de hecho, los
resultados que se presentan en esta sección son un poco más general ya que los autores
antes citados obtuvieron sus resultados en L2(X). Como antes, se asume que (X,Σ, µ) es
un espacio de medida σ-finito; la clave de los resultados de esta sección está en considerar
el siguiente conjunto:

Zu
ε = {f ∈ Lp(X) | f(x) = 0 µ-c.t.p. sobre X \Xu

ε } ,

donde ε > 0 es fijo y
Xu
ε = {x ∈ X : |u(x)| > ε} .

Entonces Zu
ε satisface la siguiente propiedad:

Proposición 3.1.1. Se asume que (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito y que p ≥ 1.
Para cada ε > 0 el conjunto Zu

ε es un subespacio cerrado de Lp(X).

Demostración. Se fija ε > 0. En primer lugar, se va a ver que el conjunto Zu
ε es un espacio

vectorial. Se observa que Zu
ε 6= ∅ ya que la función nula esta en Zu

ε . Ahora, si f, g ∈ Lp(X)
y α ∈ R, entonces para cada x ∈ X \ Xu

ε se cumple

α f(x) + g(x) = α(0) + 0 = 0

con lo cual α f + g ∈ Zu
ε , y aśı Zu

ε es un subespacio de Lp(X).
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Ahora se va a mostrar que Zu
ε es un conjunto cerrado de Lp(X). Con este fin, sea f ∈ Zu

ε ;
entonces existe una sucesión {fn} ∈ Zu

ε tal que

ĺım
n→∞

‖fn − f‖p = 0.

Luego, por el Teorema 1.3.9, se tiene que fn → f en medida y consecuentemente, por el
Teorema de Riesz 1.3.8, existe una subsucesión {fnk} de {fn} tal que fnk → f puntual-
mente µ-c.t.p. sobre X. De esta manera

µ ({x ∈ X | |fnk(x)− f(x)| 6= 0}) = 0.

Esto muestra que f ∈ Zu
ε , y por tanto Zu

ε es un conjunto cerrado de Lp(X). Esto culmina
la demostración de la proposición.

Como una consecuencia importante de la proposición anterior se tiene el siguiente resul-
tado que fue establecido por Singh y Kumar [12] para el caso p = 2.

Teorema 3.1.2. Sea u ∈ L∞(X). El operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) es
compacto si y sólo si para cada ε > 0, el espacio Zu

ε tiene dimensión finita. .

Demostración. Se supone primero que el operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X)
es compacto. Si u es la función nula (c.t.p), entonces no hay nada que mostrar; aśı que se
va a suponer que la función u no es nula al menos en un conjunto de medida positiva.

Sea ε > 0 cualquiera. Entonces Zu
ε es un subespacio cerrado de Lp(X), con lo cual, el

operador inclusión iZuε : Zu
ε → Lp(X) es continuo o acotado.

Ahora se considera el operador M̂u = Mu ◦ iZuε : Zu
ε → Lp(X), el cual se puede ver como

la restricción del operador Mu al subespacio cerrado Zu
ε . Este operador M̂u es compacto,

pues es un hecho conocido que la composición de un operador continuo con un compacto
da como resultado un operador compacto (véase Proposición 1.5.6 en los preliminares).
Todav́ıa más, este operador M̂u es inyectivo, pues si f ∈ Zu

ε con f 6= 0 µ-c.t.p. y se tiene
que M̂u(f) = 0 µ-c.t.p. en Lp(X), entonces existe F ⊆ Xu

ε tal que µ(F ) > 0 y f(x) 6= 0
µ-c.t.p. en F , además |u(x)| > ε para x ∈ F , con lo cual

u(x)f(x) 6= 0 µ- c.t.p. en F

contradiciendo el hecho que f ∈ KerMu, es decir KerMu = {0}.

Ahora se va a demostrar que el rango del operador M̂u = Mu ◦ iZuε : Zu
ε → Lp(X) es

justamente Zu
ε . En efecto, si g ∈ M̂u(Zu

ε ), entonces existe f ∈ Zu
ε tal que

g(x) = u(x)f(x),

para casi todo x ∈ X. En particular, para cada x ∈ X \ Xu
ε se cumple u(x)f(x) = 0 y

aśı g se anula en X \ Xu
ε , excepto posiblemente en un conjunto de medida cero; aśı que
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redefiniendo la función g en ese conjunto de medida cero, se puede suponer que g se anula
en todo X \Xu

ε y por tanto g ∈ Zu
ε . Esto demuestra que M̂u (Zu

ε ) ⊆ Zu
ε .

Ahora se va a establecer que Zu
ε ⊆ M̂u (Zu

ε ). Con este fin, para g ∈ Zu
ε , se considera la

función

f(x) =


g(x)
u(x) , x ∈ Xu

ε ,

0, x ∈ X \Xu
ε .

Claramente g = u ·f en X. Además, f(x) = 0 para cada x ∈ X \Xu
ε ; aśı que falta verificar

que f ∈ Lp(X). En efecto, como g ∈ Lp(X), se tiene
∫
X
|f |p dµ =

∫
Xu
ε

∣∣∣∣∣g(x)
u(x)

∣∣∣∣∣
p

dµ ≤ 1
εp

∫
Xu
ε

|g(x)|p dµ ≤ 1
εp
‖g‖pp <∞,

donde se ha usado el hecho que |u(x)| ≥ ε para cada x ∈ Xu
ε . Con esto queda establecido

que Zu
ε ⊆ M̂u (Zu

ε ).

En conclusión, el operador M̂u = Mu ◦ iZuε : Zu
ε → Zu

ε es compacto y biyectivo y esto
sólo ocurre, según el Teorema 1.5.5, si y sólo si el espacio Zu

ε tiene dimensión finita. Esto
demuestra la implicación directa.

Ahora se va a demostrar el rećıproco; se asume que para cada ε > 0, el espacio Zu
ε tiene

dimensión finita. Para cada n ∈ N, se considera la función śımbolo un = u·1Xu
1/n

. Entonces

‖un‖∞ ≤ ‖u‖∞ <∞

Aśı, cada operador Mun : Lp(X)→ Lp(X) es continuo o acotado. Aún más, por definición
de Xu

1/n se tiene que

‖u− un‖∞ =
∥∥∥u− u · 1Xu

1/n

∥∥∥
∞

=
∥∥∥u · 1X\Xu

1/n

∥∥∥
∞
≤ 1
n

pues |u(x)| ≤ 1
n

para todo x ∈ X \Xu
1/n. Esto demuestra que

ĺım
n→∞

‖u− un‖∞ = 0

y consecuentemente

ĺım
n→∞

‖Mun −Mu‖ = ĺım
n→∞

‖Mun−u‖ = ĺım
n→∞

‖u− un‖∞ = 0,

donde se ha usado el Teorema 2.1.1 en la segunda igualdad. Con esto se puede decir
que Mu : Lp(X)→ Lp(X) es el ĺımite de los operadores Mun . La conclusión entonces será
consecuencia del resultado comentado antes del Teorema 1.5.5 si se logra demostrar que los
operadores Mun : Lp(X)→ Lp(X) son compactos. De hecho, se va a establecer que estos
operadores Mun tienen rango de dimensión finita, demostrando que Mun (Lp(X)) = Zu

1/n,
el cual tiene dimensión finita por hipótesis.
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En efecto, si g ∈ Mun (Lp(X)) ⊆ Lp(X), entonces existe f ∈ Lp(X) tal que g = un · f
µ-c.t.p. en X. Luego, por la definición de un se tiene que g = u · 1Xu

1/n
· f µ-c.t.p. en X

y por definición de función caracteŕıstica, g = 0 para X \Xu
1/n, de donde g ∈ Zu

1/n. Esto
demuestra que Mun (Lp(X)) ⊆ Zu

1/n.

Por otra parte, si se tiene una función h ∈ Zu
1/n ⊆ Lp(X), entonces h(x) = 0 para todo

x ∈ X \Xu
1/n, con lo cual, definiendo la función

f(x) =


h(x)
u(x) , x ∈ Xu

ε ,

0, x ∈ X \Xu
ε ,

se concluye, como antes, que f ∈ Lp(X) y h = u ·f en X. Esto demuestra que la inclusión
Zu

1/n ⊆Mun (Lp(X)) es verdadera y la prueba del resultado está completa.

Se ilustra el resultado anterior con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.3. Se considera el espacio de medida ((0, 1),M,m), donde M es la σ-
álgebra de los subconjuntos Lebesgue-medibles de (0, 1) y m es la medida de Lebesgue.
Se considera la función medible u : (0, 1)→ R definida por

u(x) =
{

0, 0 < x < 1
2 ,

1, 1
2 ≤ x < 1,

cuya gráfica es

Figura 3.1.1: Śımbolo u

Se puede observar que ‖u‖∞ = 1 y por el Teorema 3.1.2, esta función u define un operador
multiplicación Mu ∈ B (Lp(0, 1)). Todav́ıa más, para ε > 0 se tiene que

Xu
ε = {x ∈ (0, 1) : |u(x)| > ε} =

 ∅, si ε ≥ 1,[
1
2 , 1

)
, si 0 < ε < 1.

Aśı que para 0 < ε < 1 se tiene que

Zu
ε =

{
f ∈ Lp(0, 1) : f(x) = 0 m-c.t.p. sobre

(
0, 1

2

)}
.
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Luego, para cada n ∈ N, se definen los conjuntos medibles

Bn =
(1

2 + 1
n+ 2 ,

1
2 + 1

n+ 1

)
.

Se tiene que m (Bn) > 0 para todo n ∈ N y que estos conjuntos son disjuntos dos a dos y
por esta razón, las funciones fn : (0, 1)→ R definidas por

fn(x) = 1Bn(x) =
{

0, x ∈ (0, 1) \Bn,

1, x ∈ Bn,

son linealmente independiente y como∫
(0,1)
|fn|p dm = m (Bn) = 1

n+ 1 −
1

n+ 2 > 0,

entonces para valores de ε ∈ (0, 1) se cumple que dim (Zu
ε ) =∞ lo cual significa que este

operador multiplicación Mu : Lp(0, 1)→ Lp(0, 1) no es compacto. �

Revisando el ejemplo anterior, se puede ver que el operador Mu : Lp(0, 1) → Lp(0, 1) no
es compacto porque la medida exterior de Lebesgue en (0, 1) no es atómica y la función
u no es la nula. De hecho el único operador multiplicación que es compacto en espacios
de medidas no atómico es justamente el operador nulo (véase Corolario 2 en [4] Castillo,
Rafeiro, Ramos-Fernández y Salas-Brown), tal como se muestra en el siguiente resultado.

Corolario 3.1.4. Se supone que (X,Σ, µ) es un espacio de medida no atómica, que u ∈
L∞(X) y que p ≥ 1. El operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) es compacto si y
sólo si u = 0 µ-c.t.p. (con lo cual Mu es el operador nulo).

Demostración. Se supone que el operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) es com-
pacto y que u 6= 0 µ-c.t.p., esto es ‖u‖∞ > 0. De esta manera, existe ε > 0, tal que
µ(Xu

ε ) > 0. De lo contrario, se tendŕıa que µ(Xu
ε ) = 0 para todo ε > 0 y de aqúı que

‖u‖∞ = ı́nf {ε ≥ 0 | µ ({x ∈ X | |u(x)| > ε}) = 0} = ı́nf {ε ≥ 0 | µ(Xu
ε ) = 0} = 0.

Por tanto ‖u‖∞ = 0, contradiciendo el hecho que u 6= 0 µ-c.t.p.

Según el Teorema 3.1.2, para este valor de ε > 0, se tiene que el espacio Zu
ε tiene dimensión

finita pues se está suponiendo que el operador Mu : Lp(X)→ Lp(X) es compacto.

Como µ es no atómica, existe E1 ⊂ Xu
ε medible tal que 0 < µ(E1) <∞, y por el Teorema

1.2.23, es posible construir una sucesión {En} de conjuntos medibles tales que En+1 ⊆ En
y µ (En+1 \ En) > 0. Luego, para cada n ∈ N, la función medible 1En pertenece a Zu

ε pues
ciertamente 1En ∈ Lp(X) y como además En ⊆ Xu

ε se puede ver que 1En(x) = 0 para
todo x ∈ Xu

ε .
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Ahora se va a establecer que la sucesión {1En} es linealmente independiente. En primer
lugar, se observa que para n,m enteros positivos distintos tales que n > m, se tiene que
0 < µ(En) < µ(Em) y que µ (Em \ En) > 0. Luego, si consideramos escalares c1, c2 tales
que

c11En + c21Em = 0, µ-c.t.p. (3.1.1)

entonces, integrando sobre Em \ En, se tiene que

0 =
∫
Em\En

c11En + c21Em dµ

= c2µ(Em \ En)

ya que µ(Em \ En) > 0, entonces c2 = 0. Sustituyendo c2 en (3.1.1), e integrando sobre
En, se obtiene

c1µ(En) = 0

y de esta manera c1, c2 = 0, esto muestra que 1En y 1Em son linealmente independientes.
Usando este argumento con cada cantidad finita de elementos de {1En} se concluye que
Zu
ε tiene una cantidad infinita de elementos linealmente independientes y por esta razón

dim (Zu
ε ) =∞. Esto es una contradicción y se tiene la prueba de la primera implicación.

Finalmente, si u = 0 µ-c.t.p., entonces Mu es el operador nulo, el cual es compacto. Esto
culmina la demostración del corolario.

La demostración del corolario anterior también permite concluir lo siguiente:

Corolario 3.1.5. Sea
X = B ∪

( ∞⋃
n=1

An

)
la descomposición de X en su parte atómica y no atómica, siendo B su parte no atómica
y sea Mu ∈ B(Lp(X)). Si el operador Mu : Lp(X)→ Lp(X) es compacto, entonces u = 0
en casi toda parte sobre B.

Demostración. Si ‖u · 1B‖∞ > 0, entonces existe ε > 0 tal que

µ ({x ∈ B : |u(x)| > ε}) > 0.

Luego, como X es σ-finito, existe un conjunto medible E1 ⊆ B tal que 0 < µ (E1) <∞ y se
puede construir la sucesión {En} que aparece en la demostración del Corolario 3.1.4. Con
esto, para este ε > 0, se establece que dim (Zu

ε ) =∞ y el operador Mu : Lp(X)→ Lp(X)
no es compacto.

Finalmente, también se tiene la siguiente consecuencia.

Corolario 3.1.6. Se supone que p ≥ 1 y que Mu ∈ B(Lp(X)) es un operador inyectivo.
Si el operador Mu : Lp(X)→ Lp(X) es compacto, entonces µ es una medida atómica.
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Demostración. Se supone que µ no es una medida atómica; es decir, se supone que X
contiene un subconjunto B que no es atómico. Por el Corolario 3.1.4 ya se sabe que u = 0
en casi todo B y por definición de conjuntos no atómicos se tiene que µ(B) > 0. Con lo
cual la función medible 1B no es la nula; pero satisfaces que

Mu (1B) = u · 1B = 0 (µ-c.t.p.)

Lo que significa que Ker (Mu) 6= {0} y por tanto este operador Mu no es inyectivo.

3.2. Un nuevo criterio para la compacidad
El Teorema 3.1.4 ciertamente caracteriza los śımbolos u ∈ L∞(X) que definen operadores
de multiplicación compactos en Lp(X); pero dicha caracterización depende en ver si el
espacio

Zu
ε = {f ∈ Lp(X) | f(x) = 0 µ-c.t.p. sobre X \Xu

ε } ,

tiene o no dimensión finita para cada ε > 0. En la práctica, establecer este hecho podŕıa ser
una tarea un poco dif́ıcil; por esta razón, en esta sección se aprovecha la descomposición
atómica de un espacio de medida para establecer otro criterio (véase [2]) el cual podŕıa
ser más fácil de verificar que la condición dada por Singh y Kumar [12].

El criterio que se ofrece y que es uno de los aportes o resultados principales de esta
investigación es el siguiente:

Teorema 3.2.1. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y completo con descomposi-
ción atómica

X = B ∪
( ∞⋃
i=1

An

)
,

donde {An}∞n=1 son átomos de µ y B es un conjunto no atómico. Se supone que u ∈ L∞(X)
y que p ≥ 1. El operador de multiplicación Mu : Lp(X)→ Lp(X) es compacto si y sólo si

‖u · 1B‖∞ + ĺım
k→∞
|u (Ak) | = 0. (3.2.2)

Demostración. Se supone que ‖u‖∞ 6= 0 µ-c.t.p. en X y

‖u · 1B‖∞ + ĺım
k→∞
|u (Ak) | = 0.

De esta manera u · 1B = 0 µ-c.t.p. en B. Por otro lado, para cada N ∈ N, se considera la
función

uN(x) =
N∑
k=1

u(Ak)1Ak(x), x ∈ X.

Se puede ver que para cada x ∈ X se cumple

|u(x)− uN(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1
u (Ak) 1Ak(x)

∣∣∣∣∣∣
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y como los átomos Ak son disjuntos dos a dos y la función u es constante en esos conjuntos,
se obtiene que

‖u− uN‖∞ = sup
k≥N+1

|u (Ak)| ,

aśı que la hipótesis implica que

ĺım
N→∞

‖u− uN‖∞ = ĺım
N→∞

sup
k≥N+1

|u (Ak)| = ĺım sup
N→∞

|u (AN)| = 0.

Todav́ıa más, uN ∈ L∞(X), ya que ‖u · 1N‖∞ ≤ ‖u‖∞ < ∞ y por el Teorema 2.1.1,
la función medible uN define un operador de multiplicación MuN ∈ B (Lp(X)). Aśı que
también se tiene

ĺım
N→∞

‖Mu −MuN‖ = ĺım
N→∞

‖Mu−uN‖ = ‖u− uN‖∞ = 0

lo cual significa que Mu es el ĺımite (uniforme) de los operadores MuN . Aśı que por el
comentario anterior al Teorema 1.5.5, es suficiente mostrar que cada operador MuN es
compacto; de hecho, se va a mostrar que cada operador MuN tiene rango de dimensión
finita.

Para tal fin, se fija N ∈ N y se toma g ∈MuN (Lp(X)), entonces existe f ∈ Lp(X) tal que
g = uN · f . En particular, se tiene que g = 0 en casi todo B ∪

(⋃∞
k=N+1 Ak

)
. También,

como g es medible, la Proposición 1.4.1 implica que esta función es constante en cada uno
de los átomos; por tal motivo, para cada k = 1, 2, · · · , N se puede definir ck = g (Ak) y
entonces se tiene que

g =
N∑
k=1

ck 1Ak ,

esto es, g es combinación lineal de las funciones {1A1 ,1A2 , · · · ,1AN} los cuales son lineal-
mente independientes pues los Ak son disjuntos dos a dos y tienen medidas positivas. Se
puede suponer que u (Ak) 6= 0 para k = 1, 2, · · · , N , pues g vale cero en los átomos donde
u se anula. Luego, con esta condición, para cada k = 1, 2, · · · , N , las funciones

hk = 1
u (Ak)

1Ak

pertenece a Lp(X) pues µ (Ak) <∞ y además

1Ak = uN · hk

en casi todo X; lo cual significa que 1Ak ∈MuN (Lp(X)) y por tanto

MuN (Lp(X)) = gen ({1Ak : k = 1, 2, · · · , N}) .

Esto es, dim (MuN (Lp(X))) < ∞ y los operadores MuN son compactos. En conclusión el
operador Mu : Lp(X)→ Lp(X) es un operador compacto.
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Ahora se va a mostrar el rećıproco. Se supone que el operador Mu : Lp(X) → Lp(X) es
un operador compacto y que

‖u · 1B‖∞ + ĺım
k→∞
|u (Ak) | > 0 (3.2.3)

esto quiere decir que ‖u · 1B‖∞ > 0 o ĺım
k→∞
|u (Ak) | > 0.

Si ‖u · 1B‖∞ > 0, entonces por definición del supremo esencial, para ε0 = 1
2‖u · 1B‖∞, se

cumple que
µ(Bu

ε0) = µ({x ∈ B | ‖u(x)‖ > ε0}) > 0.

Luego, como el conjunto B es no atómico entonces Bu
ε0 es un conjunto no atómico y por

lo tanto, el Teorema 1.2.23, dice que es posible obtener una sucesión de subconjuntos de
Bu
ε0 , {Bn}∞n=1 tales que

Bn+1 ⊂ Bn y µ(Bn \ Bm) > 0 para todo m > n.

De esta manera, se puede considerar el conjunto {1Bn}∞n=1 ⊂ Zu
ε0 , el cual es un conjunto

linealmente independiente. Por el Teorema 3.1.2 el espacio Zu
ε0 tiene dimensión finita lo

cual es una contradicción y de esta manera ‖u · 1B‖∞ = 0.

Similarmente, si ĺım
k→∞
|u (Ak) | > 0, entonces existe ε1 > 0 y una subsucesión {Ank}∞k=1

de {An} tal que |µ(Ank)| > ε1 para todo k ∈ N. Luego, el conjunto
{
1Ank

}∞
k=1
⊂ Zu

ε1 ,
es linealmente independiente por que los átomos tiene medidas positivas y son disjuntos
dos a dos. Pero por el Teorema 3.1.2 el espacio Zu

ε1 tiene dimensión finita lo cual es una
contradicción y de esta manera ĺım

k→∞
|u (Ak) | = 0.

Esto muestra el resultado deseado.

Se ilustra el uso del teorema anterior con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Se consideran los espacios de medidas ((0, 1),M ,m) y (N, ℘(N),#) y se
define X = (0, 1) ∪ N,

Σ = {C ∪D : C ∈M ∧ D ∈ ℘(N)} ,

es una σ-álgebra de subconjuntos de X y para F = C ∪D ∈ Σ con C ∈M y D ∈ ℘(N)
se puede definir

µ(F ) := m(C) + #(D).

Entonces (X,Σ, µ) es un espacio de medida con parte no atómica B = (0, 1) y siendo sus
átomos los unitarios An = {n} con n ∈ N. Según el Teorema 3.2.1, la función

u1(x) =
{

0, x ∈ (0, 1),
1
x
, x ∈ N,
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cuya gráfica es

Figura 3.2.2: Śımbolo u1

define un operador multiplicación Mu1 que es compacto en Lp(X) para cualquier p ≥ 1.
Mientras que el operador Mu2 definido por el śımbolo

u2(x) =
{

0, x ∈ (0, 1),
x−1
x
, x ∈ N,

cuya gráfica es

Figura 3.2.3: Śımbolo u2

no es compacto en Lp(X) pues

ĺım
k→∞
|u2 (Ak)| = 1 6= 0.

En la Sección 3.4 se verá que “tan lejos” está el operador Mu2 de la clase B0 (Lp(X)) de
los operadores compactos en Lp(X).
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3.3. Operadores Multiplicación en Lp(X) con rango de
dimensión finita

La clave de la demostración del Teorema 3.2.1 fue considerar las funciones uN las cuales se
pueden ver como las restricciones del śımbolo u a la unión de los primeros N átomos. Estas
funciones uN solamente son distintas de cero en una cantidad finita de átomos y por esta
razón definen operadores multiplicación MuN : Lp(X)→ Lp(X) con rango finito; es decir,
tales que dim (MuN (Lp(X))) < ∞. El objetivo de esta sección es caracterizar aquellos
śımbolos u ∈ L∞(X) que definen un operador multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) con
rango finito. El resultado que se ha obtenido en esta investigación es el siguiente:

Teorema 3.3.1. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y completo con descomposi-
ción atómica

X = B ∪
( ∞⋃
n=1

An

)
,

donde {An}∞n=1 son átomos de µ y B es un conjunto no atómico. Se supone que u ∈ L∞(X)
y que p ≥ 1. El operador de multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) tiene rango finito si y
sólo si ‖u · 1B‖∞ = 0 y N = {n ∈ N : u (An) 6= 0} es finito.

Demostración. Se supone primero que el operador de multiplicación Mu : Lp(X)→ Lp(X)
tiene rango finito. En particular, por el Teorema 3.1.2, este operador también es compacto
y por el Corolario 3.1.5 se obtiene que u = 0 en casi todo B; con lo cual ‖u · 1B‖∞ = 0.
Luego, falta mostrar que N = {n ∈ N : u (An) 6= 0} es finito.

Se supone entonces que N no es finito; entonces existe una sucesión de átomos {Ank}
∞
k=1

tales que u (Ank) 6= 0 para todo k ∈ N. El conjunto de las funciones medibles
{
1Ank

}
es linealmente independiente, ya que los átomos son disjuntos dos a dos, tienen medida
positiva y son elementos de Lp(X) pues los átomos tienen medida finita. Además, para
cada k ∈ N, la función hk = 1

u(Ank)
1Ank también pertenece a Lp(X) y se cumple que

1Ank = u · hk, µ- c.t.p. sobre X,

y esto muestra que span
{
1Ank : k ∈ N

}
⊆ Mu (Lp(X)), contradiciendo que el operador

de multiplicación Mu : Lp(X)→ Lp(X) tiene rango finito. Se concluye entonces que N es
finito y se tiene lista la prueba de la implicación directa.

Se va a demostrar ahora el rećıproco. Se supone que ‖u · 1B‖∞ = 0 y que

N = {n ∈ N : u (An) 6= 0}

es finito, se va a mostrar que el operador de multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) tiene
rango finito. Sin perder generalidad, se puede suponer que N = {1, 2, · · · , N}, para algún
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N ∈ N. Para cada h ∈ Ran (Mu) se puede encontrar f ∈ Lp(X) tal que h = u · f . Luego,
por hipótesis se puede ver que ‖h · 1B‖∞ = 0 pues u = 0 µ-c.t.p. sobre B y también

h (Ak) = 0, ∀ k = N + 1, N + 2, · · ·

pues justamente u (Ak) = 0 para esto valores de k. De aqúı que, por la Proposición 1.4.2,
la función h se puede escribir en la forma

h = h · 1B +
∞∑
k=1

h · 1Ak =
N∑
k=1

h · 1Ak

=
N∑
k=1

h (Ak) · 1Ak =
N∑
k=1

ck 1Ak ,

donde ck = h (Ak) para todo k = 1, 2, · · · , N ; es decir, h es combinación lineal de las
funciones {1A1 ,1A2 , · · · ,1AN}. Todav́ıa más, como u (Ak) 6= 0 para k = 1, 2, · · · , N y los
átomos tiene medidas finitas, se cumple que gk = 1

u(Ak)1Ak ∈ L
p(X) y, por esta razón,

1Ak = u · gk

también es un elemento de Mu (Lp(X)). Con esto se concluye que

Mu (Lp(X)) = span {1A1 ,1A2 , · · · ,1AN} .

En particular, dim (Mu (Lp(X))) = N , lo cual completa la demostración del resultado.

Ejemplo 3.3.2. Se considera el espacio de medida (X,Σ, µ) definido en el Ejemplo 3.2.2.
La función

u1(x) =
{

0, x ∈ (0, 1),
1
x
, x ∈ N,

define un operador multiplicación Mu1 : Lp(X) → Lp(X) compacto que no tiene rango
finito ya que

N = {n ∈ N : u1 (An) 6= 0} = N

no es un conjunto finito.

3.4. La norma esencial del operador multiplicación en
Lp(X)

En esta sección se presenta el otro aporte que se obtuvo en este trabajo de investigación
(véase [2]) y que trata sobre una estimación de la norma esencial del operador multiplica-
ción con śımbolo u actuando sobre el espacio Lp(X) con p ∈ (1,∞). Se recuerda que para
una función medible u ∈ L∞(X), la norma esencial de Mu se denota y define por

‖Mu‖e = ı́nf {‖Mu −K‖ : K ∈ B0 (Lp(X))} ,
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donde B0 (Lp(X)) denota el espacio de todos los operadores compactos en Lp(X). Geométri-
camente, ‖Mu‖e mide la distancia deMu a la clase B0 (Lp(X)) de los operadores compactos
en Lp(X). El resultado que se ha obtenido es el siguiente.

Teorema 3.4.1. Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ-finito y completo con descomposi-
ción atómica

X = B ∪
( ∞⋃
i=1

An

)
,

donde {An}∞n=1 son átomos de µ y B es un conjunto no atómico. Se supone que u ∈ L∞(X)
y que 1 < p <∞. Existe una constante C(p) > 0, que depende sólo de p, tal que

C(p)
(
‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

N→∞
|u(AN)|

)
≤ ‖Mu‖e ≤ ‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

N→∞
|u (AN)| . (3.4.4)

Demostración. Primero se va a establecer la cota superior en (3.4.4). Para cada N ∈ N,
se considera la función medible

uN =
N∑
I=1

u(Ak)1Ak .

Como antes, uN ∈ L∞(X) pues ‖uN‖∞ ≤ ‖u‖∞ y además uN(x) = 0 para todo x ∈
B ∪

(⋃∞
k=N+1 Ak

)
. Por esta razón, se puede escribir

‖uN · 1B‖∞ + ĺım
k→∞
|uN(Ak)| = 0,

aśı que el Teorema 3.2.1 implica que el operador MuN : Lp(X) → Lp(X) es compacto.
Luego, por definición de normal esencial de Mu, para todo N ∈ N se cumple que

‖Mu‖e ≤ ‖Mu −MuN‖
= ‖u− uN‖∞

= máx
{
‖(u− uN) · 1B‖∞, sup

n∈N
|(u− uN)(An)|

}
≤ ‖u · 1B‖∞ + sup

n≥N+1
|uN(An)|,

donde se ha usado la Proposición 1.4.3. Por tanto, tomando ĺımite cuando N → ∞, se
obtiene

‖Mu‖e ≤ ĺım
N→∞

(
‖u · 1B‖∞ + sup

n≥N+1
|uN(An)|

)
= ‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

N→∞
|uN(An)|.

Esto da la cota superior de ‖Mu‖e en (3.4.4).

Ahora se va a establecer la cota inferior ‖Mu‖e. Para ello se consideran dos casos, depen-
diendo del valor de ‖u · 1B‖∞:
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Caso I. Si ‖u · 1B‖∞ > 0, por definición del supremo esencial para ε0 = 1
2‖u · 1B‖∞ se

tiene que

µ
(
Bu
ε0

)
:= µ ({x ∈ B | |u(x)| > ε0}) = µ

({
x ∈ X | |u(x)1Bε0 (x)| > ε0

})
> 0.

Como B es no atómico, Bu
ε0 es un conjunto no atómico y, por tanto, el Teorema 1.2.23,

permite construir una sucesión de subconjuntos medibles de Bu
ε0 , {Bn}∞n=1, tal que µ(B1) <

∞,
Bn+1 ⊆ Bn y µ(Bn \ Bm) > 0 para todo m > n

además µ (Bn) → 0 cuando n → ∞. Se considera entonces la sucesión de funciones
medibles {fn}∞n=1 definidas por

fn = 1
‖1Bn‖p

1Bn + 1
‖1An‖p

1An .

Se tiene que

‖fn‖p =
(∫

X
|fn|p dµ

) 1
p

=
(∫

X

1
‖1Bn‖

p
p
1Bn dµ+ 1

‖1An‖
p
p
1An dµ

) 1
p

=
(

1
‖1Bn‖

p
p
‖1Bn‖pp + 1

‖1An‖
p
p
‖1An‖pp

) 1
p

= 2
1
p ,

es decir, fn ∈ Lp(X) para todo p > 1. Se mostrará que para p > 1, la sucesión {fn}
converge débilmente a la función nula. Con este fin, sea g ∈ Lq(X) cualquiera, entonces
para cada n ∈ N se tiene∣∣∣∣∫

X
g · fndµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|g · fn|dµ

=
∫
X
|g| · | fn|dµ

=
∫
X
|g| ·

(
1

‖1Bn‖p
1Bn + 1

‖1An‖p
1An

)
dµ

≤
∫
X
|g| · 1
‖1Bn‖p

1Bndµ+
∫
X
|g| · 1
‖1An‖p

1Andµ;

aśı que por la desigualdad de Hölder,
∣∣∣∣∫
X
g · fndµ

∣∣∣∣ ≤ ‖g · 1Bn‖q
∥∥∥∥∥ 1
‖1Bn‖p

1Bn

∥∥∥∥∥
p

+ ‖g · 1An‖q
∥∥∥∥∥ 1
‖1An‖p

1An

∥∥∥∥∥
p

= ‖g · 1Bn‖q + ‖g · 1An‖q.
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Ya que ‖g‖qq se puede escribir como
∫
B
|g|q dµ+

∞∑
k=1

∫
Ak

|g|q dµ,

Por el Corolario 1.4.5
ĺım
k→∞
‖g · 1Ak‖qq = ĺım

k→∞

∫
Ak

|g|qd µ = 0.

También, por el Teorema 1.1.26 (continuidad de la integral),

ĺım
n→∞

‖g · 1Bn‖q = 0.

Esto muestra que
ĺım
n→∞

∣∣∣∣∫
X
g · fn dµ

∣∣∣∣ = 0, (3.4.5)

y como el espacio dual de Lp(X) se puede identificar con Lq(X) se concluye entonces que
fn → 0 débilmente.

Se considera ahora cualquier operador compacto K : Lp(X)→ Lp(X); se mostrará que

ĺım
n→∞

‖K(fn)‖p = 0.

Con este fin, se supone lo contrario; suponga que existe ε1 > 0 y una subsucesión {fnk}∞k=1
de {fn}∞n=1, tal que

‖K(fnk)‖p ≥ ε1, ∀k ∈ N. (3.4.6)

Como K es un operador compacto, pasando a otra subsucesión, si es necesario, se puede
suponer que existe h ∈ Lp(X) de tal forma que

ĺım
k→∞
‖K(fnk)− h‖p = 0. (3.4.7)

Se debe ver que h es la función nula. En efecto, si T es cualquier funcional lineal acotado
no nulo en Lp(X), entonces la composición TK también es un funcional lineal acotado.
De esta manera

T (h) = T
(

ĺım
k→∞

K(fnk)
)

= ĺım
k→∞

TK(fnk) = 0

pues ya se hab́ıa establecido que fn converge débilmente a cero. Se tiene entonces que
T (h) = 0 para todo funcional lineal acotado en Lp(X) y esto ocurre si y sólo si h es la
función nula; aśı que sustituyendo en (3.4.7) se obtiene

ĺım
k→∞
‖K(fnk)‖p = 0.

lo cual es una contradicción con (3.4.6) y, por tanto, es valido afirmar que

ĺım
n→∞

K(fn) = 0, ∀K ∈ B0 (Lp(X)) . (3.4.8)
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Se procederá ahora a estimar ‖Mu(fn)‖p,

‖Mu(fn)‖pp =
∫
X
|u|p · |fn|p dµ

=
∫
X
|u|p ·

(
1

‖1Bn‖
p
p
1Bn + 1

‖1An‖
p
p
1An

)
dµ

=
∫
X
|u|p · 1

‖1Bn‖
p
p
1Bn dµ+

∫
X
|u|p · 1

‖1An‖
p
p
1An dµ

= 1
‖1Bn‖

p
p

∫
Bn
|u|p dµ+ 1

‖1An‖
p
p

∫
An
|u|p dµ

Ya que Bn ⊆ Bu
ε0 , para todo n ∈ N, entonces para cada x ∈ Bn, se cumple que

|u(x)| > ε0 = 1
2‖u · 1B‖∞

y de esta manera

‖Mu(fn)‖pp ≥
1

‖1Bn‖
p
p

∫
Bn

(1
2‖u · 1B‖∞

)p
dµ+ 1

‖1An‖
p
p

∫
An
|u|p dµ

≥ 1
‖1Bn‖

p
p

(1
2‖u · 1B‖∞

)p
µ(Bn) + 1

‖1An‖
p
p
|u(An)|pµ(An)

≥ 1
2p‖u · 1B‖

p
∞ + |u(An)|p.

Por tanto se determina

‖Mu(fn)‖p ≥
( 1

2p‖u · 1B‖
p
∞ + |u(An)|p

) 1
p

. (3.4.9)

Pero para a, b ∈ R y p > 1, se cumple la siguiente desigualdad

(|a|p + |b|p)
1
p ≥ 1

2(|a|+ |b|);

aśı que sustituyendo en (3.4.9) se obtiene

‖Mu(fn)‖p ≥
1
2

(1
2‖u · 1B‖∞ + |u(An)|

)
≥ 1

22 (‖u · 1B‖∞ + |u(An)|) . (3.4.10)

También para cada n ∈ N y cada operador K ∈ B0(Lp(X)), se puede usar la definición
de la norma de un operador y se obtiene

‖Mu −K‖ ≥
∥∥∥∥∥(Mu −K)

(
1
‖fn‖p

fn

)∥∥∥∥∥
p

;

aśı que por la desigualdad triangular se cumple que

‖Mu −K‖ ≥
1
‖fn‖p

∣∣∣‖Mu (fn)‖p − ‖K (fn)‖p
∣∣∣ ,
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y entonces, por la relación (3.4.10), se llega a la estimación

‖Mu −K‖ ≥
1
‖fn‖p

∣∣∣∣ 1
22 (‖u · 1B‖∞ + |u(An)|)− ‖K (fn)‖p

∣∣∣∣
= 1

21/p

∣∣∣∣ 1
22 (‖u · 1B‖∞ + |u(An)|)− ‖K (fn)‖p

∣∣∣∣ ,
donde se ha usado el hecho que ‖fn‖p = 2

1
p .

Finalmente, por definición de la norma esencial (es un ı́nfimo), para ε > 0, se puede
encontrar un operador compacto K ∈ B0 (Lp(X)) tal que

‖Mu‖e + ε ≥ ‖Mu −K‖

≥ 1
21/p

∣∣∣∣ 1
22 (‖u · 1B‖∞ + |u(An)|)− ‖K (fn)‖p

∣∣∣∣ .
Aplicando ĺım sup,

‖Me‖e + ε ≥ ĺım sup
n→∞

1
21/p

∣∣∣∣ 1
22 (‖u · 1B‖∞ + |u(An)|)− ‖K (fn)‖p

∣∣∣∣
≥ 1

2p
∣∣∣∣ 1
22

(
‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

n→∞
|u(An)|

)
− ĺım sup

n→∞
‖K (fn)‖p

∣∣∣∣
y por la relación (3.4.8) se obtiene

‖Me‖e + ε ≥ 2−2−p
(
‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

n→∞
|u(An)|

)
y como ε > 0 fue arbitrario, se concluye

C(p)
(
‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

n→∞
|u(AN)|

)
≤ ‖Mu‖e ≤ ‖u · 1B‖∞ + ĺım sup

n→∞
|u(AN)|.

Esto culmina la demostración en este caso.

Caso II. Si ‖u · 1B‖∞ = 0, entonces para cada n ∈ N, se define

fn = 1
‖1An‖p

1An .

Se observa que ‖fn‖p = 1 para todo n ∈ N. Como antes, se muestra que fn converge
débilmente a la función función nula y el argumento del Caso I establece que

ĺım
n→∞

K(fn) = 0,

para cada operador K ∈ B0(Lp(X)); pero ahora en este caso se obtiene

‖Mu −K‖ ≥
∣∣∣‖Mu (fn)‖p − ‖K (fn)‖p

∣∣∣ ,
con lo cual

‖Mu −K‖ ≥
∣∣∣|u(An)| − ‖K (fn)‖p

∣∣∣ ,
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aśı que aplicando ĺım sup se obtiene

‖Mu −K‖ ≥
∣∣∣∣ĺım sup
n→∞

|u(An)| − ĺım sup
n→∞

‖K (fn)‖p
∣∣∣∣ = ĺım sup

n→∞
|u(An)|.

Luego, por definición de la norma esencial, se concluye que

‖Mu‖e + ε ≥ ‖(Mu −K)‖ ≥ ĺım sup
n→∞

|u(An)|.

Por tanto, en este caso, se establece que

‖Mu‖e = ĺım sup
n→∞

|u(An)|

Esto culmina la demostración del teorema.

Ejemplo 3.4.2. Se considera el espacio de medida (X,Σ, µ) definido en el Ejemplo 3.2.2.
El operador Mu2 definido por el śımbolo

u2(x) =
{

0, x ∈ (0, 1),
x−1
x
, x ∈ N,

no es compacto en Lp(X) pues

ĺım
k→∞
|u2 (Ak)| = ĺım

k→∞

k − 1
k

= 1 6= 0.

También se puede ver que

‖u2 · 1B‖∞ = sup {|u2(x)| : x ∈ (0, 1)} = 0.

Por tanto, el Teorema 3.4.1, implica que

‖Mu2‖e = ‖u2 · 1B‖∞ + ĺım
k→∞
|u2 (Ak)| = 1;

es decir, para cualquier p > 1, el operador Mu2 : Lp(X) → Lp(X) está a una distancia 1
de la clase B0 (Lp(X)) con la métrica definida a través de la norma de operadores.



Conclusiones

A partir del trabajo de investigación realizado durante un año, se pudo llegar a las si-
guientes conclusiones:

1. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito, p, q ≥ 1 y p 6= q, los operadores de
multiplicación Mu : Lp(X)→ Lq(X) de rango cerrado son operadores de rango finito
(ver Teoremas 2.2.6 y 2.2.12) y por tanto son un tipo de operadores compactos, esto
se debe principalmente a la siguiente relación de contenencia B00 ⊆ B0.

2. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito y completo p ≥ 1, se logra establecer un
nuevo criterio para determinar cuando el operador de multiplicación Mu : Lp(X)→
Lp(X) es compacto, usando la descomposición atómica - no atómica del espacio de
medida (X,Σ, µ) (ver Teorema 3.2.1).

3. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito y completo, se logra establecer un nuevo
criterio para determinar cuando el operador de multiplicación Mu : Lp(X)→ Lp(X)
tiene rango finito, usando la descomposición no atómica y atómica del espacio de
medida (X,Σ, µ) (ver Teorema 3.2.1).

4. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito y p > 1, se logra estimar la norma
esencial del operador de multiplicación Mu : Lp(X) → Lp(X) usando las descom-
posición atómica y no atómica del espacio de medida (X,Σ, µ) (ver Teorema 3.4.1)
[2].





Problemas abiertos

1. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito y completo, p, q ≥ 1 con p 6= q.
Establecer criterios para saber cuando el operador de multiplicación Mu : Lp(X)→
Lq(X) es compacto.

2. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito y completo, y u ∈ L∞(X). Estimar o
determinar la norma esencial del operador de multiplicación Mu : L1(X)→ L1(X).

3. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finito, p, q ≥ 1 con p 6= q. Estimar o deter-
minar la norma esencial del operador de multiplicación Mu : Lp(X)→ Lq(X).

4. Extender los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3 a otros espacios de funciones,
como por ejemplo, Orlicz, Lorentz y el caso más general de cualquier espacio tipo
Köthe.
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