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Notacion

Se determina la siguiente notacion que sera valida en todo este trabajo

1.
supp(f) ={z € Q: f(z) # 0}
2.
| £l = sup | f(z) |
reR?

3. Se define la siguiente notaciéon de multi-indices, sea o € Z?, tal que
a = qy,...,ap, donde o; € Z,, paratodo 1 <i < nyax € R?tal que
T =T1y...9Tp

n
la| = Z Q;.
i=1

s Do o~

- aw?laach...ax%" :
w = aftey? gl

sea ¢ € C, entonces, se define ¢® = ¢*1¢*2 ... ¢ = clol,

sea (8 € Z., entonces

(5) = ()G ()

4. Se define el conjunto de las funciones continuas en un intervalo I C R?

(1)
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. De forma anéloga, se define el conjunto de las funciones continuas, en

I, cuyas n primeras derivadas son continuas, en [
C"(I).

Por lo tanto, el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables
se denotara por

c>(1).

. La bola abierta de centro a y radio r

D.(a)={x€eR:|z—a| <r}.

. Sea (x,) una sucesién se define

» El limite inferior de (z,), como

liminf z, = sup{inf{zy : k >n}:n >0} = lim (inf xk)
n—oo

n—oo \ k>n

» El limite superior de (z,), como

limsup z,, = inf{sup{zy : k > n}:n >0} = lim (sup [Ek)

n—o00 n—=00 \ k>n

Se notaré
supp(f) +supp(g) = {z + y[ = € supp(f) A y € supp(g)}
. El Laplaciano se notarda A, donde

d
0 f
Af(x) = ZZ1 022
Sea P(x1,- -+ ,x4) un polinomio en d-variables. Entonces se notard P(D)

el operador parcial diferencial obtenido de reemplazar: D; = % para
J
cada x; en la expresién polinomial de P(xy,--- ,x4). Por ejemplo, sea
& 3 0
P(z) = 23 + 2329 + 71, entonces P(D) = o3t 5205 T oo
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11. Se notard Py el conjunto de todos los polinomios de grado menor o
igual a d.

12. Sea (f,,) una sucesién de funciones, notara

fn=f

si f,, converge uniformemente a f.
13. Sea ¢, un sucesién:
» Si ¢, = ¢ en D, notard ¢, SN ©.
= Si g, = ¢ en S, notara ¢, i>g0.
s Si g, = ¢ en D', notara ¢, ggp.

» Sip, = ¢en S’ notard ¢, ima.
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Capitulo 1

Introduccion

I am sure that something must be found.

There must exist a notion of generalized functions

which are to functions what real numbers are to the rationals.
(G. Peano, 1912) [4]

Los siglos XIX y XX se caracterizaron por un impresionante desarrollo
del andlisis funcional, en particular a través del estudio de los espacios dua-
les. Asi, desde 1913 con la implementacién y demostracion de los teoremas
de representacién de Riesz se puede intuir el concepto de funciones generali-
zadas: el teorema de Riesz (2.22) demuestra que algunos funcionales pueden
ser representados por funciones ordinarias (obtienendo unos objetos “mas
generales” que las funciones) [7].

A pesar de la temprana intuicién del concepto de funciones generaliza-
das, estas no se desarrollaron hasta mediados del siglo XX debido a la falta
de motivacién y ciertos vacios en el entendimiento de los espacios duales.
Pero, las dificultades que se presentaban en la solucién de algunas ecuacio-
nes diferenciales impulsé una teoria que permitiria la bisqueda de soluciones
que no tuvieran que satisfacer la regularidad de la ecuacién planteada: las
distribuciones se desarrollaron en paralelo a la busqueda de soluciones “ge-
neralizadas” (o débiles).

Uno de los problemas que llevaron al desarrollo de las funciones generaliza-
das es el de la vibracion de cuerdas (planteado inicialmente por d’Alembert):
este podria tomarse como el primer ejemplo de utilizacion de soluciones ge-
neralizadas. El problema anterior generd controversia debido a la solucion

11
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que algunos matematicos utilizaron como las soluciones débiles, a traves de
funciones prueba.

Al estudio de este problema se sumé Lagrange, quien, ademéds de otros argu-
mentos, proporcioné uno de los conceptos centrales de las funciones prueba:
utilizar la integraciéon por partes para pasar el operador diferencial de la
“funcién desconocida” a la funcién prueba (esto permitira definir la derivada
para las funciones generalizadas) cuya regularidad es impuesta desde el inicio
(cabe resaltar que d’Alembert no estaba de acuerdo con la utilizacién de so-
luciones generalizadas). La ecuacién integro-diferencial, que se debe cumplir
para todas las funciones prueba, no supone diferenciabilidad de la solucién;
este método fue explicitamente formulado y aplicado por Wiener en 1926, y
es conocido como derivada débil.

A pesar que se evidenci6 la utilidad de las soluciones generalizadas estas tu-
vieron un largo tiempo de inactividad, pero volvieron a entrar en vigencia
gracias a las ecuaciones elipticas de Laplace y Poisson: Sobolev utilizd esta
herramienta para la solucién de ecuaciones hiperbdlicas y elipticas [9]. Mas
aun, Sobolev defini6 la solucién generalizada de la ecuacion de onda, como
una funcién u para la cual existe una sucesion u,, € C* de soluciones ordina-
rias y que converge en L' (x,y,t) a u. A esta definicién le debemos el enfoque
secuencial de solucién generalizada.

Asi, Sobolev establece las bases de las soluciones generalizadas, y prueba en
un ejemplo la aplicacion de dicho concepto, lo que marca el “renacimiento”
de este y el inicio de las funciones generalizadas [9, 12].

Posteriormente las funciones generalizadas tomarian el nombre de distribu-
ciones, nombre que les dio el matematico francés Schwartz, y que, debido
a la aceptacion y difusion de su teoria es el nombre utilizado actualmente
[8]. Al igual que en el caso de Sobolev, la motivacién para el desarrollo de
la teoria de las distribuciones por parte de Schwartz, se debié al estudio de
las soluciones débiles de ecuaciones diferenciales parciales. Pero a diferencia
de los trabajos anteriores, Schwartz contaba con un avance en el estudio del
andlisis funcional antes de utilizar esta herramienta en las aplicaciones. Asi,
inicialmente, Schwartz concibié las “distribuciones” como operadores, pero
gracias a los precedentes que habia establecido en la teoria de la dualidad
de los espacios de Banach, la de los espacios de Fréchet y a los beneficios de
trabajar con los espacios duales, Schwartz defini6 las distribuciones como un
funcional lineal continuo sobre un espacio vectorial de funciones (llamadas
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funciones prueba) [11].

A pesar de la importancia del trabajo de Schwarzt en el estudio de las
distribuciones, estas no fueron muy utilizadas, por el conocimiento de anali-
sis funcional previo necesario para desarrollar esta teoria. Por esta razodn, se
desarroll6 posteriormente el enfoque axiomdtico de las distribuciones. En este
enfoque se trabaja con un concepto “intuitivo” de las distribuciones: estas
son abordadas como las derivadas de funciones continuas usuales, donde la
derivacion es interpretada en un sentido muy general. Entre los precursores
de una nueva forma de estructurar las distribuciones, esta el matematico por-
tugués José Sebastiao e Silva, [3].

A pesar de la “sencillez” del enfoque axiomético este no es muy utilizado, el
desarrollo de la estructura de las distribuciones bajo los teoremas basicos del
andlisis funcional es particularmente interesante, pues permite la interdisci-
plinaridad entre diferentes areas de las matematicas entre las que se destacan
el andlisis de Fourier, las ecuaciones diferenciales parciales, la teoria de la me-
dida y por supuesto el andlisis funcional. Por esta razén, en este trabajo se
hara un estado del arte sobre la teoria de las distribuciones enfocandose en
sus aplicaciones en la transformada de Fourier, las convoluciones y las ecua-
ciones diferenciales, entre otras.

En los tres primeros capitulos se expondran las definiciones y propiedades
presentes en los principales espacios de distribuciones, de forma similar a lo
desarrollado en [13, 10]. Los capitulos 5,6 y 7 incluyen aplicaciones de las dis-
tribuciones en la transfromada de Fourier y las convoluciones, propiedades
que seran utilizadas en el capitulo 9 como herramientas para soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales y el calculo fraccionario, utilizando como
referencia lo desarrallado en [13, 10, 4]. Inicialmente se hard una breve des-
cripcién del enfoque axiomaético y de los teoremas necesarios para desarrollar
la estructura de las distribuciones.



14

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Preliminares

Debido a que el enfoque axiomatico no es muy conocido, se iniciara pre-
sentando los axiomas bajo los cuales José Sebastiao e Silva estructuro las
distribuciones [3].

2.1. Enfoque Axiomatico

A través de este modelo axiomatico, las distribuciones generalizan el con-
cepto de funcién, al igual que la nocién de ntimero real generaliza la nocion
de nimero racional. Uno de los objetivos princiaples de esta generalizacion
de las funciones es lograr la derivacion en condiciones mas generales que en
el analisis clasico. Una de las consecuencias de esto es darle explicacion a
algunos métodos del calculo operacional utilizados ampliamente por fisicos e
ingenieros.

Antes de definir los axiomas que sustentaran este enfoque de la teoria de
las distribuciones, es necesario observar que en C(I), donde I es un intervalo
de R, no siempre se puede efectuar la operacién de derivacion, sin embargo,
siempre es posible definir la primitiva de una funcién continua. Més aun, se
tiene la siguiente cadena

C'o>C*>---C™.
Asi, el objetivo es definir una cadena de la forma

Dy DDy DDy,

15
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donde D; designara el conjunto de las primeras derivadas (generalizadas) de
las funciones f € C y en general, Dy, el conjunto de las derivadas de orden k

de f € C, asi
D= |J Dn
REZ+

serd el conjunto de todas las distribuciones.

A partir de lo anterior, se derivan cuatro axiomas que seran la base de la
teoria [3]:

Axioma 1. Las distribuciones definidas en I, D, (1), forman un conjunto
que contiene al conjunto C(I) de las funciones continuas en 1.

Por lo tanto, toda funcién continua es una distribucion.

Axioma 2. La derivacion, D, es una aplicacion de D, en D, tal que, si
f € C*, entonces

Df=f,

donde f’ designa la derivada usual de f.

Axioma 3. Para todo F' € D, existen n € Z, y un f € C tales que
F=D"f.

Axioma 4. Sea f,g e Cyr € Z,, laigualdad D"f = D"g se cumple, si y
solosi f — g € P,.

Vemos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1 (Funciones con integrales indefinidas). Sea f una funcién con
integral indefinida en I (es decir f es integrable en cualquier intervalo com-
pacto de contenido en /) y a € I un punto arbitrario en I, la integral indefi-
nida de f con origen en el punto a es la funcién continua en I definida por
la féormula

(z) = / £Vt

Asi, lo méas natural (en particular para asegurar el cumplimiento del axioma
2) es definir: f = D® (donde D es la derivada en el sentido de las distribu-
ciones).

Considere la funcién (con integral indefinida en R)

H(m):{L x>0

0, =<0
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eligiendo a = 0 y definiendo

J(z) = /0 " H@dt,

se obtiene J(z) = x six > 0y J(z) = 0 si z < 0. Por lo tanto, hemos
identificado H, funcién escalonada de Heaviside, con la distribuciéon DJ, que
llamaremos distribucion de Heaviside .

La funcién H tiene una derivada H’ en el sentido clésico, definida en R\ {0}
(H'(z) = 0 para todo = # 0) la cual se identifica con la distribucién nula
(en R\ {0}), lamada distribucién de Dirac : D*J = §. De forma similar, se
definen las derivadas de la distribucién de Dirac: §*) = DF+2 ],

Definicién 2.2 (Grado de una Distribucién). Sea F' € Dy, tal que
F=D"f,

donde, f € Cy n € Z,. Se llamara el grado de la distribuciéon F' el menor
entero n tal que F' € D,,, asi mismo, D,, es el conjunto de las distribuciones
de grado n.

Observacién 2.3. Las distribuciones de grado 0 son las funciones continuas.

Ejemplo 2.4. La distribucion de Heaviside es de grado 1, mientras que 9
sera una distribucién de grado 2.

Asi, a partir de los axiomas anteriores, se construye una teoria mas sencilla
de las distribuciones y estos axiomas tienen resultados similares en el enfoque
que se tratara en este trabajo.

Vale la pena resaltar que tanto en el enfoque axiomatico como en el que se
tratard a continuacion, uno de los elementos centrales es la “funcién Delta
de Dirac”.

2.2. Delta de Dirac

Una de las primeras distribuciones en surgir fue la llamada “funcién ¢
de Dirac” (o “funcién impulso unitario”). Veamos una manera natural de
introducirla:

Suponga una distribucién de masa en R. Asi, a cada intervalo acotado,
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I C R se le asociara un nimero, no negativo, m(/), que representa la can-
tidad de masa contenida en dicho intervalo. En muchos casos practicos, es
importante que exista una funcién p, tal que

para cada intervalo acotado I. Bajo el supuesto que dicha funcién es continua
se tiene

(2.1)

., m x—ﬁ;x—i—ﬁ

Donde el valor de p(z) es llamado la densidad de la distribucién de masa en
el punto x. Consideremos ahora la distribucién de masa

1, 0el
m(l):{o, 0¢rI.

Suponga que la densidad para esta distribucién de masa existe y es continua,
se notard §(z). Entonces

b
/ d(x)dx =m([asb]) =1

siempre que a < 0 < b. Suponiendo la continuidad, la densidad 4(-) satisface
la ecuacién 2.1, por lo tanto

m[x—%;x+%]_{0, x#0
; =

d(z) = lim
oo, x=0.

h—0

Asi, se asumi6 la existencia de una funcién tal que

5(x) = {0’ 70 (2.2)

oo, x=0.
y para todo a,b € R con a <0 < b
b
/5@mx:L (2.3)

Observe que la ecuacién (2.2) define una funcién (pues a cada x € R le
asigna un unico d(x)). Sin embargo, la ecuacién (2.3) es una contradiccién de
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la definicién de la ecuacién (2.2) bajo cualquier teorfa aceptable de medida,
pues en particular, bajo la integral de Lebesgue

/abé(a:)dx:O

pues x = 0 tiene medida 0; pero esto contradice la ecuacién (2.3). Més aun, se
podria pensar en la “expansion” del concepto de integral, pero esta perderia
las propiedades bésicas de la integral (como la linealidad). Por la ecuacién
(2.2), se obtiene 26 = §, por lo tanto

/ab25(93)dx:/ab5(a:)dx: |

tomando como referencia (2.2), sin embargo, al suponer la linealidad en la

integral se obtendria
b b
/ 25(x) dx — 2/ 5(z) dx = 2.

Todo lo anterior sugiere que no existe la funcién de densidad § que satisfaga
las condiciones (2.3) y (2.2). A pesar de esto, los fisicos e ingenieros no paran
de construir esquemas para los cuales es indispensable considerar funciones
“generalizadas” como la funcién de Dirac o incluso sus derivadas: considere
el sistema compuesto por dos cargas eléctricas puntuales, ¢ y —q, ubicadas
en —h y h (de R) respectivamente. Se fija una distribucién de carga a la cual
se le atribuye la densidad

qé(x + h) — qd(x — h).

Ahora, al suponer que h — 0y ¢ — oo, de modo que 2¢gh tenga limite finito,
digamos p, entonces, la densidad de carga seria

Ifm {th‘s(‘” i h)z_h‘s(x - h)l = pd'(z).

h—0

Esta carga es llamada por los fisicos dipolo (eléctrico) de momento p (en el
origen). De forma andloga, se podria definir la segunda derivada §” como el
limite de un sistema de dos dipolos

. [(5’(:5 + hf)L - 5/(95)] _

h—0
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Asi, la utilizacion de la funcion de Dirac fue uno de los factores impulsores
de la teoria de las distribuciones.

Finalmente, para el desarrollo de los conceptos que se trataran a continua-
cion, es necesario tener en cuenta los siguientes teoremas basicos del andlisis
funcional, estos resultados se pueden encontrar en [2, 6]

2.3. Teoria Inicial

Para el desarrollo de la teoria de las distribuciones se tendran en cuenta
las siguientes definiciones y teoremas preliminares. Debido a que muchos de
estos se tratan en cursos de andlisis funcional, se hara referencia a los libros
mas reconocidos que se siguen en estos cursos y se obviard la demostracion
de estos teoremas.

Definicién 2.5 (Exponentes Conjugados). Sea p,q € [1;00), p,q se dicen
exponentes conjugados si

S+ =1
P q

Definicién 2.6. Se definen los espacios de Lebesgue LP, como los espacios
vectoriales normados sobre un espacio de medida (X, %, i), donde p € [1; 00)
como el espacio de todas las funciones medibles f que cumplen

[ 1 < o
X

Es decir
LP(X)={f: X = R|f esmedibley | f|" € L'(X)}

(donde L' son las funciones medibles y abolutamente integrables). En parti-
cular, se define: L* como el espacio de las funciones medibles f tales que

imf{a e R: u({r € X :|f(x)] > a}) =0} <
Esto es equivalente a

L¥(X)={f: X = R|fesmedibley3C : |f(z)| < Cenct.p}
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(donde c.t.p se refiere a en casi todo punto).
Se define una norma en LP como

110 = ( / Ifl”du)p

siempre que p < oo y en el caso de p = 0o, se define

|/l = nf{a e R:p({z € X - [f(2)] = a}) = 0}
Observacién 2.7. Lanorma | - | ;.. es equivalente a sup essg,cgay || = | - [ -

Definicién 2.8. Un operador lineal U*, en un espacio de Hilbert, H, se dice
el operador adjunto del operador lineal U si, para todo x,y € H, 3z € H tal
que

(z,Uy) = (U"z,y).

donde (-, -) es el producto interno.

Definicién 2.9. Un operador lineal U : H — H en un espacio de Hilbert,
H, se dice unitario si
Uv=0U0"=1

donde U* es el operador adjunto de U.

Definicién 2.10. Un operador U en un espacio de Banach X, se dice isométri-
co si para todo x € X, se tiene

Uz |y = l=lx

Definicién 2.11. Sea (X, X, 1) un espacio de medida, una funcién s se dice
simple siempre que

s(z) = Z biX B,
j=1

donde b; € R, para todo j, B; es medible y xp, su respectiva funcién carac-
teristica.

Definicién 2.12 (Funcional Sublineal). Un funcional lineal p en un espacio
vectorial X se dice sublineal si:
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1. es subaditivo
p(z +y) < p(z) +py)
para todo z,y € X,

2. es homogéneamente positivo
plaz) = ap(z)
paratodoa>0en Ry x € X.
Para la demostracién de los siguientes teoremas refierase a [2, 6].

Teorema 2.13. Sea (f,) una sucesion de funciones continuas en S, tales
que f, = f en S, entonces f es continua.

Observacion 2.14 (Regla de Pascal). Para todo m,k € Z,, tales que 1 <

-

Teorema 2.15. Sean f,g funciones derivables de orden m en x, entonces
(fg)(z) := f(x)g(z) es también derivable de orden m en x, mds aun

m - m m—
RCE N (I OrE
k=0
Para el caso de d > 1
Teorema 2.16 (Férmula de Leibniz). Sean f,g € C™(R?), entonces
« _
() =3 (5) @D
B<a b
donde B < «, st para todo 1 < j <d B; < «.
Teorema 2.17. L? es espacio de Banach.
Teorema 2.18 (Teorema de Rolle). Sea f un funcion tal que
1. f es continua en el intervalo cerrado |a;b].

2. f es derivable en el intervalo abierto (a;b).
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3. fla) = f(b) = 0.

Entonces, eziste un ¢ € (a;b) tal que: f'(c) = 0.

Teorema 2.19. Sea f una funcion con las siguientes propiedades:
1. f es continua en el intervalo cerrado |a;b.
2. f es derivable en el intervalo abierto (a;b).

Entonces, eziste un ¢ € (a;b) tal que

fla) = f(b)

floy = 12—

Enelcasod >1

Teorema 2.20 (Teorema del Valor Medio). Sea f : R — R una funcién
diferenciable, a,b € R?, entonces, existe un ¢ € R? tal que

f(0) = fla) = f(c) - (b—a),

donde <y es el gradiente de la funcion f y - denota el producto interno,

Vi) = (@ g @ gl @)

Oxy " " Oxs Oy

Teorema 2.21 (Teorema de Hahn-Banach). Sean X un espacio vectorial
real, p un funcional sublineal en X, f un funcional lineal definido en un
subespacio Z de X que satisface

f(x) < p(x)

para todo x € Z. .
Entonces f tiene una extension f de Z a X que satisface

f(z) < p(x)

para todo x € X y f(x) = f(z) para todo z € Z.
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Teorema 2.22 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea 1 < p < o0 y
¢ € (LP)*. Entonces existe una unica funcion v € L9 tal que

o(h = [ uf
para todo f € LP. Mds aun

luly, =110
La prueba de este teorema se puede encontrar en [2].

Teorema 2.23 (Desigualdad de Young). Sean a,b,p,q > 0 y p,q exponentes

congugados, entonces
a? bl
ab< —+ —
p q
Teorema 2.24 (Desigualdad de Hélder). Suponga f € LP(Q) y g € LI(Q),

donde p,q son exponentes conjugados y 1 < p < oco. Entonces fg € L'(Q) y

/ ol <1 F 1wl le

Lema 2.25 (Lema de Zorn). Sea A un conjunto parcialmente ordenado tal
que para cada cadena C' en A admite una cota superior en A (es decir existe
a € A tal que v < «, para todo x € C). Entonces, A admite un elemento
mazximo (exite un v € A tal que x € A y x > v implica v = x).

2.4. Algunos Resultados Sobre Integracion

Los siguientes teoremas se desarrollan bajo (X, 3, 1) un espacio de medi-
da. La demostracién de estos teoremas se puede encontrar en [5].

Definicién 2.26 (Funciéon Medible). Sean X,Y espacios de medida, una
funcién f se dice medible, si para todo conjunto medible A € Y, f71(A) € X
es medible.

Teorema 2.27 (De la Convergencia Monétona). Sea (f,) una sucesidon mondto-
na de funciones medibles, entonces existe f = lim f,, medible y

lm/h:/f
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Teorema 2.28 (Lema de Fatou). Sea (f,) un sucesion de funciones no ne-
gativas medibles, entonces

/Hm inf f,, <lim inf/fn.

Si (fn) es una sucesion de funciones medibles no positivas, entonces

/h’m sup f, < lim sup/fn.

Teorema 2.29 (Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (f,) una suce-
sion de funciones medibles tal que:

1. fo(x) = f(z) en c.t.p en X

2. Existe un funcion g integrable tal que para todo n, |f.(x)| < g(z) en
c.t.p en X.

Entonces f es integrable y [ f =1m [ f,.

Corolario 2.30. Sean (f,), f,g como el teorema anterior. Entonces
h’m/|fn—f|:0

El siguiente corolario es vélido, siempre que pu(X) < oo.

Corolario 2.31. Si |f.(z)| < M y f.(z) = f(x), entonces

JECEYEE!
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Capitulo 3

Distribuciones Sobre el Espacio
D

Antes de introducir las distribuciones, es necesario estudiar las llamadas
funciones prueba. Nos interesaremos inicialmente en el espacio D que da
origen a las distribuciones.

3.1. Funciones Prueba en D

4

Este espacio se compone de funciones “ que se comportan bien”, lo que
permitira en particular la definicién generalizada y de cualquier orden de la
derivada en el caso de las distribuciones.

Definicién 3.1. Sea Q C R%, un abierto, donde d € Z, se define C>() co-
mo el espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables, con soporte
compacto en 2.

Definicién 3.2. Sea (p,) CCX y ¢ € C°, se define ¢, N @ siempre que
1. Existe un compacto K C € tal que supp(¢,) C K, para todo n.
2. D%p, = D%p, para todo a € Z‘i, siempre que n — 00.
Por lo tanto, se define:

Definicién 3.3. D(2) = CX(Q?)

27



28 CAPITULO 3. DISTRIBUCIONES SOBRE EL ESPACIO D

Y asi se obtiene una definicién de convergencia en D(£2).
A través de lo anterior, se puede definir una sucesién de Cauchy en D(€2)
como sigue:

Definicién 3.4. Sea ¢, una sucesién en D(S2), esta se dice de Cauchy,
siempre que exista un compacto K tal que supp(p,) C K, para todo n y
| D*(¢n — ¥m) |, — 0, siempre que n, m — oo, para todo a € Z..

Se tiene ademas el siguiente resultado:
Teorema 3.5. D(R?) es completo.

Demostracion. Suponga (p,) C D(R?) sucesién de Cauchy, por lo tanto

[ on = @mlo =0
siempre que n,m — 0o. Es necesario demostrar Jp € D(RY) tal que
Pn 7 ¥
sl n — 00.

Observe que para todo z € R?

lon () = om(z)| < sup, [on(2) — om(@)| = | on — Om oo — 0
TEe

por lo tanto (¢, (z)) C R es una sucesién de Cauchy en un espacio completo;
para cada z € R existe ¢(z) € R tal que ¢, (z) — p(x). Més aun, p(x) = 0,
si x ¢ K C supp(g,); por lo tanto supp(p) C K. Basta demostrar que
¢ € C>*(R?).

En primer lugar veamos que ¢ es continua. Sabemos que para todo = € R?

1
lon(T) — om ()] < | Yn — Om ”oo < 56

siempre que n,m > N(e), asi, tomando m — oo,
1
[ou(®) — ol@)] < 3e

para todo n > N (e), asi € no depende de x y por lo tanto ¢, = ¢ en R.
Como (¢,) es continua, por el teorema 2.13 demostrado en los preliminares
¢ es continua. Como ademds, para todo z € R?

1
on(@) — pl2)] < 3¢
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en particular
lon — @l <€

siempre que n > N y por lo tanto ¢,, — ¢, con respecto a | - |,
Falta ver que ¢ es infinitamente diferenciable. Por la definicion de conver-
gencia en D(RY) se tiene, para todo 3 € Z%

siempre que n,m — oo. Por un argumento analogo al anterior, la sucesion
(DPp,(z)) C R converge a una funcién gg.
Suponga d = 1. Observe que por la igualdad

ou(@) = 0u(0) + / "o (t)dt

¢! — g1 en R haciendo n — oo se obtiene

go(z) = g0(0) + /OI g1(t)dt,

lo anterior es cierto, pues como ¢, € D, entonces, existe un M > 0, tal que

|l (z)] < M, para todo € R més aun, como ¢/, es compacto: [ ¢ (z)dx =
R

¢! (z) dx, donde K es un compacto y por lo tanto tiene medida finita, al

K
utilizar el corolario 2.31, se obtiene la igualdad. Por lo tanto, gy es conti-
nuamente diferenciable y ¢ = g1 (pues ¢/, € C.(R) y como este ultimo es
completo y ¢!, — g1, entonces g; € C.(R))

= %(t)dt)/ - ([ gl(t)dt)l — o(a)

Repitiendo el argumento anterior, se obtiene que

90() = n( Zso(” / /% dp

para todo 3 € Z, . Por lo anterior, gy es infinitamente diferenciable y D¢, =

9s-
Miés aun, D%, = g5 = Dg,

| D%, — DPgo ], —sup\so(ﬁ)() g9 ()] <.
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Lo anterior es cierto pues C. es completo con respecto a la norma |-|_
Asi, g9 = ¢ es continua e infinitamente diferenciable, y todas sus derivadas
DFgy = gz son continuas, por lo tanto se ha demostrado que » € D(R).

Veamos el caso d > 1, sea (p,) C D(R?) sucesiéon de Cauchy. Entonces,
para cada 3 € Z% la sucesién D”¢p, es una sucesién de Cauchy en C.(R?) y
por lo tanto converge a algin gs € C.(R?) (por una razén andloga al caso
anterior). Mas aun DPyp,, = g5

I Dﬁtpn — D'Bgo |l = sup \Dﬁwn — Dﬁg\ <€
zER4

siempre que n — oo, en particular para todo z € R
Ahora fije x5, 23, - , x4, por el mismo argumento utilizado en la demostra-
cién del caso anterior, se sabe que para todo 1 € Z

8ﬂ1 <Pn(I1,$27 7$d) — 98,0, )(l‘hxza de)
= aﬂlgo(ﬂﬁl,xm )
Considere la funcién xy — 851 fo(x1, 29, -+ ,x4), por un argumento andlogo

al anterior, se tiene

8628ﬁ1¢n<x1ax27 7Id) — 9(51,52, 7..,0)(1'1,372, e ,CCd)
= Gfiﬁfllgo(xl,xg,--- , Td)

para todo [y € Z, .
Con un procedimiento analogo, se define la funcion

Bi—
x> Oy 0D oy, @2y, T)
obteniendo
OO0 (1,2, Ta) =GBy, Ba 510 0) (T T2yt Ta)

- a:fz ' aﬂlgO(Il)x27”' 7'/L‘d)

para todo f3; € Z, .
Continuando dicho procedimiento, se obtiene

g5 = D" g

para todo 8 € ZL y ¢, —>90 -
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3.2. Espacio de las Distribuciones D’

La definicién de distribuciones sobre espacios como el definido anterior-
mente, D, permite que estos objetos “hereden” las buenas propiedades de las
funciones prueba. Asi, se define:

Definicién 3.6. Un funcional lineal F' : D — R se dice continuo si F'(¢,) —
F(¢), siempre que ¢, i)go. Dicho funcional lineal continuo es llamado dis-
n—oo

tribucién. El espacio de todas las distribuciones en D se notara D’.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.7. Sea u una funcién localmente integrable (v € L'(K), para
cada conjunto compacto K C R?). Entonces el mapa

F,:o— | ¢(x)u(r)dx

R4

es una distribucién.
Por las propiedades de la integral, claramente F}, es lineal.

Suponga (¢,) C D(R?) tal que ¢, NS
R = [ el ds
= /R lim ¢, (x)u(x) dx

d n

= lim [ @, (z)u(x)dx

n Rd

= lim F,(¢n)

Lo anterior es cierto, pues ¢, = ¢. Asi, F, € D'(R?).

Definicién 3.8 (Distribuciones Regulares y Singulares). Las distribuciones
de la forma

Fule) = [ uta)ole) i

son llamadas distribuciones regulares.
Mas aun, toda distribucién que no sea regular es llamada distribucién singu-
lar.
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Se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.9. Un funcional lineal F' en C° es distribucion si y solo si para
todo compacto K C ) existe una constante C' y un entero N tales que

[F@) < Cllelly

para todo ¢ € C°(K), donde

lelly= > 1Dl

[BI<N

Demostracion. <= Suponga ¢, N ©, con ¢,, ¢ € D(Q), veamos que F' es
continua, en el sentido definido anteriormente.

IF(en) = F(o)| = [Flen — o) < Cllgn —@lly =C > D%y — D,

IBI<N

Pero como por hipdétesis ¢, N ¢, | D*¢n — D% |, — 0, para todo «, es
decir

F(pn) — F(p)

siempre que n —> 00.
= Veamos la demostracion por contradiccién, suponga F' € D'(€2), tal que
F no cumple la desigualdad inicial. Luego, existe un Ky C €2 y una sucesién
(pn) C D(Ky), tal que

[E (i) > g llei ll;

para todo 7 € N.
Suponga f; = ¢;/F(p;), entonces

F(f5) = F(e;/ F(p5)) = F(e3)/ F(p5) = 1,

para todo j.
Sin embargo, para cualquier 5 € N,
| DP¢, |
| D7 fi o TIPS
’ |F(;)]
el

IN

[F (@)’
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para todo j > |3], pues

D%l < D 1D
181<j

lsll; — Mol

Lo anterior es vélido siempre que j > |f5|. Asi, considerando la hipétesis
inicial
1 - 1
(i)l dllesll;

Por lo tanto

| DP¢; . < 5 - .||| ei ll;
|F'(5)] [E(e)l  d el
Asi '
HDij||<3—>0

siempre que j — oQ.

Por lo tanto, f; i>0, lo que implica, F(f;) — 0. Lo anterior es una con-
tradiccién, pues por construccién, F'(f;) = 1, para todo j. Obteniendo asi el
resultado. ]

Observacién 3.10. Al cambiar la definicién inicial de || ¢ || por
— méx | D?
Il = mix| D%l

la prueba anterior es vélida.

Definicién 3.11 (Orden de una Distribucién). Si el entero N en el anterior
teorema puede ser escogido independientemente de K (K C ) compacto, tal
que ¢ € C°(K)), que contiene el soporte de F', entonces la distribucién se
dice de orden finito. EI menor N que cumpla dicha propiedad es llamado el
orden de F.

Antes de continuar, es necesario definir:

Definicién 3.12. Sea F' € D'(Q)) y G un abierto de R?. Se dice que F
desaparece en G si F(p) = 0, para todo ¢ € D(R?) con supp(y) C G.
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Sea W la union de todos los conjuntos abiertos en los cuales I’ desaparece;
entonces se define el soporte de ' como

supp(F) = W*
el complemento de W en RY.

Teorema 3.13. Suponga que F € D'(Q2) y supp(F) un compacto, entonces
F tiene orden finito. Mds aun, existe C' >0 y N € Z, tal que

[F@) < Clely
para todo ¢ € CX(Q). Ast, C no depende de ¢ o de supp(yp).

Demostracion. Suponga, F' € D'(2) y supp(F) compacto. Sea W el conjunto
abierto con supp(F) C Wy sea ¢ € C°, tal que » = 1 en W, esto se puede
asegurar por el teorema 5.13.

Asi, para cualquier ¢ € C2°, se tiene

Flp) = F(ye + (1 =¢)p) = F(p) + F((1 = 4)p)
Pero observe que, como (1 — )¢ = 0 en W y por lo tanto, F(p) = F (),
para todo ¢ € C2°(£2). Por el teorema 3.9, existe un ¢’ > 0y N € Z, tal que

[F (o) = [F(ev)| < C' et Il y

para todo ¢ € CX(Q2) (pues I es una distribucién), mas aun, aplicando la
férmula de Leibniz se obtiene

()l < Clledlly
= ') 1D,

[BI<N

= 'Y swp IDPo@)()

d
|8]<N TER

= Z sup
|BI<N TER?

3 (f)so(ﬁ_” (2)(x)

i<B

= 'Y sw (ﬁ)sﬂ)(w)w)(x)
B|<N 2ER?

= ') sup [pP(a)

d
18]<N *ER

= Clelly
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Para algun C' > 0 (donde C' = sup,pa« |¥(7)]), que depende de 1, pero no
depende de ¢ o de supp(yp), obteniendo el resultado. O

Observacién 3.14. El reciproco del teorema anterior no es cierto, en par-
ticular, suponga F'(z) = ¢ # 0, para todo x € R. Entonces supp(F') = R,
y por lo tanto no es compacto. Sin embargo, para cualquier compacto K y
cualquier ¢ € C2°, tenemos

< Jef diam K | ¢ |

F(g)] = ] [ vt ax

donde diam K = sup (d(z,y)). y por lo tanto F' tiene orden 0 pero su soporte
z,ye K
no es compacto.

Definicién 3.15. Para cualquier ¢ € C° y F' € D'(Q), el producto, Y F' es
el funcional lineal

VF o F(Yy), ¢ € D(Q)
Teorema 3.16. Para todo 1) € C°(R2), el producto Y F € D'(Q).

Demostracion. Sea ¢ € CX(Q), el producto ¥ € C°(2) y por lo tanto
WEF = F(g), con g = ¢y € D(Q) y como F estd definida en dicho espacio,

Y F estd bien definida. Suponga que @, 2, ¢ en D(Q), entonces, aplicando
la férmula de Leibniz para todo k € Zi,

Pl = 3 (7))@
+ T (5t @i

i<k

= [Drp(2)y(a)].
Por lo tanto ¢, BN w1y como F es distribucion, v F € D'(Q). ]

Observacién 3.17. Es necesario resaltar que no se puede definir correcta-
mente la multiplicacién entre distribuciones (de forma que el producto de
distribuciones sea a su vez distribucion), la definicién 3.15 es lo més cercano
a multiplicacién que se puede llegar en distribuciones (lo cual no resuel-
ve el problema totalmente): el producto de dos distribuciones arbitrarias no
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estd definido.
Veamos un ejemplo, se define la distribucion, ¢

entonces, en teoria se deberia definir

6 -m(p) =m(0)p(0)

sin embargo, no se puede definir m en x = 0. Observe que lo anterior es
valido para cualquier funcién discontinua.

Una vez definido el espacio de las distribuciones D', se estudiara otro
espacio interesante que permitird desarrollar nuevas propiedades.



Capitulo 4

Distribuciones Sobre el Espacio

S

Veamos las funciones de prueba definidas sobre el espacio de Schwartz

(S).

4.1. Funciones Prueba en §
Este espacio serd particularmente importante en el estudio de la trans-
formada de Fourier.

Definicién 4.1. Se notard C,(IR?) el espacio lineal de las funciones continuas
acotadas con valores en R

Teorema 4.2. Para todo d € Z,, C,(R?) es un espacio normado completo,
con respecto a la norma, |- | .

Demostracién. Sea (f,) C Cu(R?), sucesiéon de Cauchy. Observe que la de-
sigualdad |f(z)| < | f|. implica que la sucesién (f,(z)) C R es convergente
(pues es de Cauchy), para todo z € R?

(@) = fn(@)| < | foo = fin oo = 0

siempre que n,m — 00.
Suponga f(z) = lim f,(z), veamos que efectivamente, f € C,(R?) y que
n—oQ

" — — 0. Sea € > 0 dado, luego, 3N € Z. tal que
”f f”oo ) g0, + q
1
”fn_fm”oo<§€

37
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para todo n,m > N. Asi, para todo z € R,

i@ < [fvew(e) = fn ()] + [ fv ()] < %6 +1 /vl

Mas aun, haciendo k — oo

7)) < e+l

Y por lo tanto f es acotado en R?. Veamos ahora que f es continua

Fal) = )] < e

m—r0o0 2

1
@)= f@)] < e

lo anterior es vélido para todo = € R? siempre que n,m > N. Asi f, =
f v por el teorema 2.13 (demostrado en los preliminares), f es continua.
Asi queda demostrado que f € C,. Basta demostrar que | f, — f |, — 0,
como para todo x € R? se tiene la desigualdad |f,(x) — f(x)| < %¢, en

2
particular

1
up [ 1a(e) ~ f@) = Lo~ f 1 S ge <
z€R4
siempre que n > N. Por lo tanto f, — f con respecto a |- | . ]

Definicién 4.3. El espacio lineal de las funciones acotadas e infinitamente
diferenciables en R se notara C2°(R?), observe que

C(RY) C C,(RY)
A partir de lo anterior se define:

Definicién 4.4. El espacio S(R?) como el subespacio de C°(R?) que con-
tiene todas las funciones ¢ de R? tales que 2*D’p(z) es acotado en R? para

cada o, B € Z4.

Definicién 4.5. Se define la familia de normas para S(R%)

a’B - “ :
lell, s = sup [2°DPp(x)|
z€R4

d
para o, 3 € Z1.
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Se dice que los elementos de S(RY) decrecen rapidamente.

Definicién 4.6. Una sucesién (p,) C S(R?) converge a ¢ en S(R?) (¢, N ©)
si, para cada o, 8 € Z21

Il on —¢ll,z—0

Siempre que n — 0.

Definicién 4.7. La sucesién anterior se dice de Cauchy en S(R?), si

Ilon = @mllag — 0
siempre que n, m — oo, para cada a, 3 € Zi.
Teorema 4.8. S(RY) es completo.

Demostracion. La demostracion de este teorema es andloga a la demostraciéon
del teorema 3.5, por lo tanto se obviaran algunos detalles.

Suponga d = 1, (¢,) sucesiéon de Cauchy en S(R) y a, 8 € Z, fijos, pero
arbitrarios. Entonces, la sucesién D%, (z) es una sucesién de Cauchy, con
respecto a la norma | - |

0« | on — om ”S(R) = |l on—om |||a,6
= Sup |$aD590n($) - 1EO&D/BSDM(:E”
z€R

= |2°D’pu(2) — 2D’ () |

o *

Como (p,) C S(R) C CX(R) C Cu(R) y se demostro, en el Teorema 4.2 que
C.(R) era completo bajo la norma | - |, entonces la sucesién (¢,) converge
en C,(R) a una funcién g, . Veamos que z*DPg = g, 4

onla) = enl0) + [ il
0
Asi ¢!, = D', — go1 en Co(R) y haciendo n — oo

9o.0(7) = go,0(0) + /0”” o1 (t)dt

pues, utilizando un procedimiento andlogo al utilizado en el teorema 4.16,
¢! € L' asi, por el teorema de Lebesgue 2.29, se pueden cambiar la integral
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y el limite.Observe que gq 5 € Co(R), en particular para a =0; 8 =0;8 =1,
por lo tanto, go1 = gp, es continua y goo es continuamente diferenciable.
Repitiendo el argumento anterior, se obtiene que

xi—l
,son / / o) -+ dp

para todo 3 € N. Por lo anterior, go es infinitamente diferenciable y D8 Jgoo =

go?ﬁ'
Més aun, D%y, — go.g = D? go,0 uniformemente

| D¢, — DPg| . = sup pl(z) — ¢°(z)| < e
TEe

Mm

90,0( — SDn
=1

(como se cumple para el sup se cumple para todo x € R). Ademés
z€R

[2°Dn = 2D oo |0 = sup [#*(D"pn = DPgoo)|
Te

Pero como ¢, goo € Co(R), existe un A C R tal que
| 2*DPp, — 2°DPgoo |, = sup |2%(D g, — Do)
xre
< Ce

Siempre n — oco. Por lo tanto x*D?p,, — 2D g .
Por todo lo demostrado anteriormente se obtiene: goo € S(R) y por lo tanto

On s, go,0; obteniendo el resultado.

Sea, d > 1, (¢,) C S(R?) sucesién de Cauchy. Entonces, para cada «, § € Z4
la sucesién z%DPp,, es una sucesién de Cauchy en C,(R?) y por lo tanto con-
verge a algin g, 5 € C(R?) (por una razén analoga a lo demostrado anterior-
mente). Més aun 2*DP,, = g4.5, pues

| 2%DPp, — 2DPgo .. = sup |2%(DPp, — D%g)| < €
zeR

siempre que n — oo, en particular para todo x € R

Ahora fije xo,x3, -+ , x4, por el argumento anterior, se sabe que para todo
ay, b € Zy
18/81@71,(1:1’3:27 7xd) — g(ah 0, ),(,81707...70)(1‘1,1'2,"' ,l‘d)

= 1(9[3190 0(351,1’2, ,JUd)
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Considere la funcién g — 2107 f, (21, 22, -+, xq), se tiene
220022100 0 (21, T2, ,Ta) = Gar,am.0,0), (ﬂl,ﬁz,o,m,O)(fUla T, Ta)
= CE;QaEQ 10&90 0(2317 o, - 7Id)

para todo aw, B € Z, .
En general, se define la funcién

i—1 ﬂ@ 1
ZT; = X ( )am((z ). 185190”(1.171.27 ,[)L’d)
obteniendo
Iiaff' Ilaﬁlsf?n(ﬂl?l,xzy L Tq)
= Y(ar,az,,i,0,,0),(B1,82,+ ,B:,0,++ 0 )(xb Lo, axd)
= x?laf; e 18,8190 o(21, @2, -+, Tq)

para todo «;, 8; € Z.
Continuando dicho procedimiento, se obtiene

Ja,8 = -’EaDﬁgo,o

para todo «, 8 € Z%1 y ¢, —>g()70 en S(RY).
O]

4.2. Espacio de las Distribuciones Tempera-
das

Gracias a las propiedades del espacio S, las distribuciones temperadas
tendran resultados importantes en el andlisis de Fourier, veamos la defincion
de estos objetos matematicos:

Definicién 4.9. Los funcionales lineales continuos en S(R?) son llamados

distribuciones temperadas. El espacio lineal de las distribuciones temperadas
se nota S’(RY).

En resumen, T € S'(R%) si y solo si: T : S(R?) — R es lineal y ¢, — ¢,
implica T'(¢,) — T'(¢) en R.



42 CAPITULO 4. DISTRIBUCIONES SOBRE EL ESPACIO S

Ejemplo 4.10. Sea a € RY, se define §, el mapa en S(RY) dado por

da = o — @(a) (4.1)

Veamos que 4, € S'(R?).

Claramente, ¢, es lineal.

Suponga (¢,), ¢ € S(R?), tal que ¢, N v, luego
Oa(n) = enla) = @la) = da(¥),

siempre que n — 0Q.
Asi, se llamara “funcién” delta de Dirac (o distribucién de Dirac) en a € R?
a la distribucién 4, € S'(R?).

Observacion 4.11. Como T'(p,) — T(¢) = T(en —©) Y ©n N @ siy solo

. S . : : :
si (¢n — @) — 0, entonces un mapa lineal en S es continuo si y solo si es
continuo en 0 € S (lo anterior es vélido también para D').

Proposicion 4.12. Suponga T : S — S lineal y o, 3 € Zi, tal que

T < llellas
para todo p € S(RY). Entonces T € S'(RY).

Demostracion. Gracias a la observacion anterior, basta con demostrar la con-

tinuidad de 7" en 0. Pero, si ¢, — 0, entonces Il onllas—0

I onllo5 = sup [2%DPp,| = sup [z*D70] = 0.
z€Rd z€Rd

Por lo tanto
T ()l < llenllys — 0

siempre que n — co. Obteniendo el resultado. O
Para demostrar el reciproco, se introducira otra familia de normas en S.

Definicién 4.13. Para cada k,m € Z y ¢ € S(R?)

lolm= D, el (4.2)

|| <K;|B]<m
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Esta familia de normas en S tiene la propiedad de ser directa, es decir: para
todo (k',m'), (K", m"), existe (k,m), tal que

WA @ s [0 [} < T g

para todo ¢ € S(R?), mds aun cualquier (k,m) con k > max{k' k"} y
m > max{m',m"} serviré.

Observacién 4.14. |, — ¢|l, 5 — 0 para cada a,3 € Z9 si y solo si
lon — e Hkm — 0, para cada k,m € Z_.

lon=0lim= Y len—vllag— >, 0=0.

|| <K;|B]<m || <k;|B]<m

Por lo tanto un funcional lineal 7" en S(R?) es una distribucién temperada
si y solo si T'(¢,) — 0, siempre que | ¢, |, — 0, para todo k,m € Z..

Teorema 4.15. Sea T un funcional lineal en S(RY). T es una distribucién
temperada si y solo si, existen C' >0 y k,m € Z,, tales que;

TP < Cle
para todo p € S(R?).

Demostracion. <= Suponga que el acotamiento anterior existe, méas aun,
S
suponga ¢, — 0, entonces

T(en)l <Clenlm =0

siempre que n — oo, por lo tanto 1" es continua en 0 y por la observacion
4.11 se obtiene el resultado.

= Veamos la demostracién por contradiccién. Suponga T' € S'(R?) y el
acotamiento anterior no existe. Por lo tanto, para todo n € Z,, no se tiene

T <nlel,n

para algin ¢ € S(R?). Es decir, existe una sucesién (¢,) en S tal que

T@n)l > 1] Yn |,
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Suponga ¢, = ¥/ (n ¥y |,,), tal que [T(p,)| > 1. Sin embargo

|| 1/}71 ”k:,m

1
w7 S —
nlnl,, —

lonlm =

Siempre que n > max{k,m}. Por lo tanto, ¢, N 0; pero por construccion
|T ()| > 1, lo que es una contraccién, obteniendo asi el resultado. O

Proposicién 4.16. Sea g € L*(R?), entonces el mapa lineal

1,500 [ gla)ote) dx

en S(RY) define una distribucién temperada.

Demostracién. Para ¢ € S(R?), se tiene

<lglelele

|nwh{ﬂmmmw

lo anterior se tiene por la desigualdad de Holder (demostrada en los prelimi-
nares, teorema 2.24, que en este caso es igual a la de Cauchy-Schwartz).
Sin embargo

um@::/mwwmmX

snww/wmw
d 1
= ||90||00/< (1+$2‘)) ()| =g dx
’ jl_[l ! HZ:1(1+xi)
1
< —  dxydxy---dx
< 12 hoa Pl | iy e

= 7 K% ||0,0 | ||2d,0

2
< ¢l

pues
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1
-dx —/ / dx; - -dx
Rd Hk 0(1+:1:k) ¢ (14 z3%) 1—|—xd) ¢
1 1
= [ ——d ——dxy -+ [ ——d
AQ1+m>Xg@<r+%>X2 Agl+ﬁ>xd
_ oo vd _ (T ™\ _ 4
= (arctan(z)|>,) —<2 2> =n

observe que en este caso se puede utilizar el teorema de Fubinni, pues # <

;(1+z7)
= f(z), donde f € L'y por lo tanto 0 1

a2 © integrable.

1
[El
Lo que lleva al estimado

Ty <1 gl ™[0 lane

lo anterior es valido para todo ¢ € S(R?), por lo tanto, reemplazando ¢ por

la sucesién S(RY) D (¢n) 540, T es continua en 0 y utilizando la observacién
411, T € S'(RY). O

Teorema 4.17. Suponga g(x) (medible) tal que Im € Zy para el cual
H?Zl(l + 2%)""g(x) es acotado en R?. Entonces, el mapa

Ty:o— /g(m)gp(x) dx

es una distribucion temperada.

d

Demostracion. Sea p(x) = H(l + x?), por hipdtesis se tiene, para todo
j=1

¢ € S(RY)

l9(@)p(@)] = ple)""g(z)[p(x)"|¢(2)]
< Mp(z)"|p(2)]

Para algin M > 0. De lo anterior se puede concluir que g(z)¢(x) es integrable

[ la@yeta)lax < a1 [ pay o) ax



46 CAPITULO 4. DISTRIBUCIONES SOBRE EL ESPACIO S

por un procedimiento analogo al utilizado en el teorema 4.16, la integral
anterior es finita. As{ 7, estd bien definido en S(R?).
Veamos que efectivamente T, € S'(R?)

T,(p) < M / ple)"™ ()] dx
— M / pla)™ ()]

)‘p(ff)
1
< M m /—dX
| ||2d( +1),0 p(z)

dx

= M|y H2d(m+1),0 m

Lo anterior es vélido para todo ¢ € S(R?), por lo tanto reemplazando ¢ por

la sucesién S(R?) D (p,) =50, T, es continuo en 0 y por la observacion 4.11,
T, € S'(RY). O

Teorema 4.18 (Parte Principal Integral de Cauchy). El funcional

1 1
P (—) = lim —p(z)dx

z 0 Sjafze *
pertenece a S'(R).

Demostracién. Veamos que P (1) estd bien definido en S'(R). Sea ¢ € S(R),
entonces

asi W — 2¢'(0), siempre que z — 0, por lo tanto W es in-
tegrable en [0;00) (en x — oo se utiliza un procedimiento andlogo a la
demostracién del teorema 4.16) y P (%) esta bien definido.

Por las propiedades de la integral P (%) es lineal, por lo tanto, basta demos-
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trar que es continuo en §’(R). Sea z > 0

Por lo tanto

Como lo anterior se cumple para todo ¢ € S(R?), basta con reemplazar ¢

por la sucesién de S(R?) ¢, =50 y por la observacién 4.11 se obtiene el

resultado.

Definicién 4.19. Una sucesién (T,) € S'(R?) se dice convergente en S’'(R?),
si T, (¢) — T(p), para todo ¢ € S(RY). Se dice que T}, converge, en el sentido

p(x) = p(=x)

T

/1 p(x)

IN

IA

IA

de las distribuciones T, LT

Teorema 4.20. Sea g.(zv) =

0.

T _
2 +€2 )

A
|
n
=
e
5.
=

IN
i
.
3

— (=)

X

20¢ Lo +2lmel [ 5

2l llor +20 llo-

dx + /loo pla) — plze)

/0 2| ¢’ ||Oodx+/loo(|90($)| +le(=2))r—

> dx

1

47

]

s .
entonces T, — P (%), siempre que € —
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Demostracion. Suponga ¢ € S(R) y § > 0. Entonces

P(3) -1 =[P (5) - [ 5 0
[t g [ st e

x 2+ €2
[e%} 2 _ -
| [l ),
0 T2+€ x
"¢ pr) —p(-w) D O et )
= / 22 4 €2 x dX+/ x? + €2 x dx
0 5
5 o o 2 — o(—
S/ () — o x)'dx+/ e |elz) —e(=2)| o
0 x s 02 x

Mids aun, en el teorema anterior (4.18) se demostré que M — 2¢'(0),

() —¢(

siz — 0y por lo tanto:f(f ’ - —2) ) dx se puede hacer tan pequeno como

se quiera simplemente tomando ¢ suficientemente pequeno. Como ademas
M es integrable (como se demostrd en 4.18), implica que

IOOﬁ p(z)—p(=2)
5 62 T

En este punto vale la pena resaltar que la funcion definida en 4.20 es el
caso particular del nucleo de Poisson cuando d = 1. Se define el nicleo de
Poisson como

dx — 0, si € — 0. Obteniendo asi el resultado. O

Cql
(|y|2 + x2)(d+1)/2’

P(x,y) =

donde i
I'(57)
d+1 °

mT 2

Cq —
Teorema 4.21. Sea (p,) una sucesion de funciones en R tal que:

1. pu(z) >0, para todo x € R.

2. [ n(x)dx =1, para todo n.

3. Para cualquier a > 0, / on(r)dx — 0, siempre que n — o0
lz|>a

S . . s
Entonces p, — 6, siempre que n — oo (es decir T, —6).



4.2. ESPACIO DE LAS DISTRIBUCIONES TEMPERADAS 49

La sucesién anterior es llamada sucesion de Dirac [6].

Demostracion. Suponga ¢ € S(R), (con ¢ # 0); veamos que efectivamente,
[ en(x)¢(x) dx = 1(0), si n — co. Sea € > 0 fijo, para todo 1 > 0,

\ / ¢n<x>¢<x>dx—6w>\ _ ‘ [ ea@wta) - v ax
< /zson@)w(w)—w(mmx

+ [ o) te) - w0 dx
|z|>n
Fije > 0 tal que |[)(z) — ¢(0)| < i¢, para todo |z| < 1, entonces

/ " on(@) ) — () dx < e / " pula) dx

. 2
1 o
< 56/ on(T) dx
1
= —¢
2

para todo n. Mas aun, por hipdtesis, existe un N € Z,, tal que sin > N,

entonces
on(x)dx <
/|96|>77 49

Por lo tanto, para n > N, se puede estimar

/ on(@) [(2) — () dx < 2] 0] / ou() dx
|z|>n |z|>n
1
< —€
- 2
Asi, para todo n > N

[ entorvtoras—uio)| <«

obteniendo el resultado. O]
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Observacion 4.22. Al reemplazar el requerimiento (3) del teorema anterior

por
/ on(z)dx — 0
|lz—z0|>a

si n — oco. Se obtendria el resultado: ¢, N Oy -

Corolario 4.23. Sea ¢ > 0, g. = Entonces, g. 7oy, en S'(R),

i (z— :co) +e2°
st e — 0.

Demostracion. Observe que g.(z) > 0, paratodox € Ry [gc(x)dx=m

€ 1
¢ dx=e| ——d
/R(a:—a:o)2+62 * E/R(u)z—l—EQ Y

€ 1

SR .
€2 /R (u/e)? +1 “
€2 1

S
€2 /R ()24 1 v

= (arctan(x))|>, = g ——— =T

Por lo tanto para algiin a > 0,

/|x:c0|>ag€<m>dx = 2/ 7 _|_€2
= 2 [arctan ( ﬂ
= (5 — arctan ( ))

siempre que € — 0. Utilizando el teorema 4.21 para la sucesién % Je, se obtiene
el resultado. O

1
r—xo+i€”

, 1
mibp( >—m@0

T — X

Entonces

Teorema 4.24. Para € > 0, sea h, =

en 8'(R), si e — 0.



4.2. ESPACIO DE LAS DISTRIBUCIONES TEMPERADAS ol

Demostracion.

h(z) = 1 _ T — Tog— 1€

x—xo+ie (v —x0)®+ €

(x — ) i€

(x —x0)?2+ € (z—x0)®+€

S, p (L) _inb,
(x — z9)

en §'(R). Lo anterior utilizando, el corolario 4.23 y el teorema 4.20, siempre
que € — 0. (]
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Capitulo 5

Derivada y Propiedades de las
Distribuciones

Veamos las propiedades de los dos espacios definidos en los capitulos
anteriores.

5.1. Derivada de las Distribuciones

Considere la integral [ ¢'(z)¢(z)dx, donde ¢, 1) € S(R). Integrando por
partes

[e@e@dc = W@l - [ vl
— w(oe)p(o0) = d(-00)pl-0) — [ va)¢'(a) dx
= 0-0-— /w(m)go/(x) dx
- - [y @)
Utilizando la notacion de distribuciones
Ty(p) = ~T(¢).
Lo anterior lleva a la siguiente definicion:

23
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Definicién 5.1. Sea T' € S'(R?) (0 T € D'(RY)) y o € Z%. La derivada en
el sentido de las distribuciones D*T se define como

(D°T)(p) = (=1)*T(D*p) (5.1)
para todo ¢ € S(R?).

Observacion 5.2. En el caso de las distribuciones regulares (3.8), la derivada
en el sentido de distribuciones para este caso particular es equivalente a la
definicién de derivada débil

DT, () = / D*(g())p(x) dx = (~1)° / 9(2) D*(p(x)) dx
— (“1)°T,(D%).

Observe que, por la propiedades de S(R?), toda distribucién, T, siempre
tiene derivada en el sentido de las distribuciones (més aun de todos los 6rde-
nes). Veamos que la derivada de una distribucién es también distribucién.

Teorema 5.3. Para todo o € Z%, D* : S(R?) — S(R?) es continua. En
particular, para cualquier T € S'(RY), D°T € S'(R?).

El teorema anterior es vélido también para D'(R?).

Demostracion. Suponga @, Si0en S(R?), 7,0 € Z%, entonces

I D*enll,; = 127D°D%n |,
= 27D ¢, |
= llenll,sia
— 0

siempre que n — oo. Por lo tanto D* : S(R?) — S(R?) es continua (utili-
zando la observacién 4.11).

Suponga ahora que T' € S'(RY), DT est4 bien definido (pues todas las de-
rivadas pasan a la funcién prueba ¢ € S(R?)), es un mapa lineal en S(R?) y

si ©n N 0, entonces D%p, N 0; por lo tanto
DT(p,) = (=1)*IT(D%¢,) = 0

es decir DT € S'(R?), por la observacién 4.11. O
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Teorema 5.4. 1. Sea f € LL_(R)? tal que f es absolutamente continua
en x1 para casi todo & = (xg,x3, - ,q) y su derwada parcial %(m)
es igual a una funcién Lebesgue integrable g, € Li (R?) en c.t.p. En-

tonces, la derivada en distribuciones 86_951 € D'(RY) y la derivada parcial

usual aa—f (x) coinciden
Z1

of _of -
(9.731_81'1 -5

en c.t.p.

2. Sea f € L, .(R?) y aa—fl = g1 € Li,.(RY) la derivada en distribuciones
de f. Entonces, f es absolutamente continua en x, y tiene derivada

parcial usual aa—afcl = qg1(z) en c.t.p.

Los detalles de la siguiente demostracién se pueden encontrar en [8] y [1]

Demostracion. 1. Sea f € L} _(R?) absolutamente continua en 1, tal que
la derivada usual g—{l(a:) = ¢gi(z) en c.t.p. en RY, con g, € Li . Més
aun, para todo ¢ € D(RY), f% € LY(R?), asi C = g—gfl(go)

Iy
C=_f[=22
/ (5351)
Iy
= —(x)d
RGO

:/R/R(— Rf(xl,ﬁ)g—Z(xl,i)dxl) s - - - dxy
- /_Z (aéJ;Sf) (xl’:%)> - (g—i(xl,i)¢(xl,ﬁ)> dxl) di

(
(fgo(a:l,:%)|°°oo + /OO g1(x1,2)p(z1, ) dxl) dz
(

—0o0

01 (2)0() dxl) dxy sy pues o € D(RY)

I
s
=

8
~—
S
—
g

o,

"
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para todo ¢ € D(R?), por lo tanto

of _
al']_ _gl

en D'(RY).

2. Como g; € L (RY), se puede definir

fl(l’) = /xl gl(flai')dgl-

ai

Se obtienen las siguientes propiedades:

a) fi esta definida en c.t.p.

b) fi1 es absolutamente continua.

: Tl 7/\
/k“ (I)|dX < / /a1 |91(§ {E|d€dX

loc
g/ M = m(K)M
K

1
loc*

pues g1 € L
d) O f1 = g1(x) en c.t.p. pues

Oun f1(x) = 01, / " g6 d)de,

- / Oy g1 (61, 2)dE

= g1(x)
pues f1 es absolutamente continua.

Se define f = f; + Z, donde Z es una distribucién independiente de x1,
es decir
D, Z =0.

Pero como f, fi; son funciones, Z es funcién y por lo tanto

0y Z =0
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como funcién, asi Z es independiente de x; en c.t.p.
Por lo tanto, basta con modificar Z en un conjunto de medida 0 (con-
junto donde 0., Z # 0) para obtener que Z es absolutamente continua
en x1. De lo anterior, y como se definié f = f; + Z, f es absolutamente
continua en z;.

Obteniendo los resultados. ]

Observacién 5.5. Suponga que se tienen las hipdtesis del teorema 5.4, en
particular, si f y su derivada en distribuciones g; son funciones continuas en
Q) C R? entonces aa—xl(x) = ¢g1(z) en todo Q.

Ejemplo 5.6. Veamos algunas derivadas de distribuciones:

1. Considera la distribucion 9,

0,(¢) = =0a(¥') = —¢'(a).

g(x):{x’ x>0

0, <0

Entonces, T, € S'(R?), pues g € L}, (por el ejemplo 3.7), ademas

loc

To(p) = —To(#)

= /000 o(x)dx

_ / Z H(z)o(x) dx

donde
1, >0

H(‘r):{o 2 <0

es conocida como la funcion escalonada de Heaviside . En resumen, se
demostrd que
Tg’ =Ty
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Mas aun

Ty(p) = —Tu(y)

= ¢(0)
= 0(p)

por lo tanto Ty =0 y T,/ =Ty = 0. Asi se ditd que ¢’ = Hy ¢" = 9,
en el sentido de las distribuciones.

Observacion 5.7. Es necesario resaltar que a pesar que ¢ no es funcién, esta
es la segunda derivada (en el sentido de las distribuciones) de una funcién
continua, en particular g. Posteriormente se demostrara que toda distribuciéon
es una derivada (de un orden adecuado) de alguna funcién continua.

Mas aun se tiene el siguiente resultado:

Lema 5.8. Sea F € D'(R?) tal que supp(F) = {0}. Entonces, si ¢\)(0) = 0,
para todo 7, 0 < j < N, entonces F(p) = 0.
Con ¢ € D(R?) y N < oo el orden de F.

Demostracion. Sea h € CX(R), tal que h(z) = 1, para |z|] < 1y tal que
h(z) = 0, si |x| > 2 (teorema 5.13). Sea h,(x) = h(nz) tal que h,(z) =1
si [#] < 1, por lo tanto h,(z) = 1, si 2] < L,y hy(z) = 0, si |z > 2.
Suponga ademads que ¢, = hy,(z)p(z), por lo tanto, supp(¢,) C {z : |z| < 2}
(pues {z : |z| < 2} C {z : |z| < 2}, para todo n € Z). Veamos que
lonlly — O, siempre que n — oo (observe que lo anterior implica que
|F'(¢)] — 0, pues F es distribucién de orden finito y por un teorema anterior
(3.13) |F(¢)] < C|l¢lly, para todo ¢ € CX(K)). Sea k € Z,, fijo tal que
0 <k < Nye>0dado. Como ¢*(0) = 0, existe un p > 0 tal que

lo®) (2)| < €, para todo |z| < p, por lo tanto

p*(2)| =

/ so“f)(t)dt] < lele
0
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para todo |z| < p, continuando de esta forma, se obtiene

: Bk
P D) < S
. o]
P I@) < o

para todo |z| < p. Utilizando la férmula de Leibniz, se tiene

[Drpn(a)] = |D*(ha(z)())]

A
]~
N
=
N———
=
308
)
>
=
=
8
By

Por lo tanto

sup |D¥o,(z)| = sup |DFp,(z)| < C'e

z |z|<2/n
Para alguna constante C’ > 0, que puede depender de k mas no de ¢,
siempre que 2/n < p, es decir n > 2/p. Por lo tanto, sup |D*¢,(z)| — 0,

siempre que n — 0o, para cada 0 < k < N.

ASE, [l 9n lly — 0.

Observe que el acotamiento de F', implica que F(p,) — 0. Sin embargo,
p(x) = pn(r) = 0, st 2] < 1/n (pues p(z) — pu(z) = @(2) — ha(2)p(r) =
o(x)—p(z), siempre que |z| < 1/n) y por lo tanto, supp(p—p,) C {z : |z| >
1/n}. Como supp(F') = {0}, se sigue que F(p —¢,) =0, asi F(p) = F(¢,),
para todo n es decir F'(¢) = 0 (pues F'(¢,) — 0), obteniendo el resultado. [

Teorema 5.9. Sea F' € D'(RY) tal que supp(F) = {0}. Entonces existe un
N € Z y constantes a; tales que

F = Z Clij(S

liI<N
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Demostracion. Veamos la demostracion para d = 1; sea F' € D'(R) con
supp(F') = {0}. Como supp(F') es un compacto, por el teorema 3.13, F' tiene
orden finito, suponga que sea N. Entonces existe C' > 0 tal que

[F)l < Cllielly- (5.2)

Lo anterior es vélido para todo ¢ € D(R).
Sea ¢ € C>°(R) dada y se define 1)

N

o) = ¢(0) + 2¢'(0) + 5 L(0) 4+ 777" (0) +u()

=p(z)

Observe que 1) es infinitamente diferencialble y ¢*)(0) = 0, para todo 0 <
k < N. Sin embargo que ¥ ¢ C>°(R), pues no tiene soporte compacto.
Ahora, considere g € C°(R) tal que g(x) = 1 siempre que |z| <1 (y g(x) =0
para todo |x| > 1, teorema 5.13). Por lo tanto, F'(¢) = F(pg) y

g =g+ vy

Ademés, g € C®(R) y (por la férmula de Leibniz) se tiene que (1g)*®(0) =
0, para todo 0 < k < N y por el lema anterior (5.8) F(1g) = 0, es decir

F(p) = F(pg) = F(pg)+ F(vg) = F(pg)
= @(0)F(9) + ¢ (0)F(zg) + ... + ¢ (0) F (z" g/N1)

= S prygg,
k=0

Basta tomar a; = (—1)'“%?9) para obtener el resutado. La demostracion

para n > 1 es andloga. O]

Veamos una aplicacién de este teorema.
Ejemplo 5.10. Considere la ecuacion
a™ f(x) =0,

con m € Z,. Entonces, toda distribucién que verifique esta ecuacion tiene
soporte en {0} y por lo tanto serd una combinacién lineal de derivadas de .
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5.2. Propiedades y Relaciones entre S y D

Al determinar la relacion entre los dos espacios de funciones pruebas, se
podra concluir la relacién de contenencia de los espacios de distribuciones,
en particular gracias a las propiedades de los espacios duales.

Lema 5.11. Se tiene que
D(R) ¢ S(RY)

Demostracion. Se define

plz) = e "
Observe que para todo « € Z%, D*p(z) = p(z, e ), por lo tanto, ¢ € C.
Maés aun, por las propiedades de e”, para todo € Zi, 2P el 0, siem-
pre que x — oo. Por la forma de las derivadas de ¢, Do — 0, siempre que
x — 00, por lo tanto ¢ € S(R?).
Sin embargo, e® # 0, para todo x € R?, es decir supp(¢) = R? esto implica

v ¢ D(RY)

D(R?Y) € S(RY).
Obteniendo el resultado. O

Ejemplo 5.12. Para x € R, sea

by = 40T i<
€Tr) =
0, |z| > 1.

Entonces, h es infinitamente diferenciable, mas aun, la n-ésima derivada es
de la forma A (z) = p,(z,1/(1 — 22))h(x) para algiin polinomio p,(s,t) y
por lo tanto h € C°(R).

Definiendo g(z) = [*_ h(t)dt, entonces, g es infinitamente diferenciable y
g(z) = 0 para x < —1 y es constante para z > 1.

Asi, haciendo gy(z) = g(z\), donde A > 0, entonces g, = 0 para z < —1/A
y constante para x > 1/X. Ahora, definiendo g, = g(A(z — a)), entonces
Ire = 0 para x < a — % y constante para ¥ > a + %

Siendo @ < by A p tales que a < a+ 1 < b—i < b, sea f(x) =
9ra(2)gu,—s(—). Entonces f € C*(R) y f(z) = 0 para z < a — 5 y pa-
ra x > b—i—% y [ es constante para a+§ <xr<b-— i Por defincién, f € C*

y supp(f) C [a— $:b+ ﬂ
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o)
| o .
,/;‘ ,/f \‘“\
I I I I
11 a-+ b+,
Figura 5.1: funciones f y g
En el caso de d dimensiones, basta definir f(z1, 2, -+ ,2q) = g(|x]?),

donde g € C*(R) es tal que g(t) = 1 paral <t <ay g(t) =0 para z > b,
donde 0 < a < b. Entonces f € C*(RY), supp(f) C {z € R : |z < b} y
f(x) =1 para |z|> < a®.

En particular si D,.(z) es la bola abierta de radio r centrada en x(, entonces
existe una funcién f € C* tal que f =1 en D,(z) y f = 0 fuera de D,(x).

Teorema 5.13. Sea K un compacto y A un conjunto abierto en R?, con
K C A. Entonces existe una funcion ¢ € C* tal que 0 < p(z) < 1, para todo
r € R p(x) =1 para todo x € K y p(x) =0, para todo x ¢ A.

Demostracion. Para cada x € K, existe un r(x) > 0, tal que D, (x) C A.
La coleccion {D,)/2(x) : © € K}, es una cobertura abierta del compacto K:
por definicién D, (;)(z) es abierto, ademads, para todo x € K en particular x €
D,y () y por lo tanto K C |J, ¢y Dy@)(7). Mds aun como K es compacto,
toda cobertura abierta de K tiene una subcobertura finita, por la tanto
existen xy,xs, -+ , T, € K tal que

K C Drl/g(fﬂl) J---uU Drm/2<xm)

donde r; = r(z;).
Suponga ¢; € C*> (construidas como en el ejemplo 5.12), ¢;(z) = 0, si = ¢
D, (z) vy pi(z) =1, si x € D,,(x); se establece

p) =11 =(2)(1 = () -~ (1 = pm(2))
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Entonces ¢ € C*(R%) y 0 < ¢ < 1, para todo 2 € R%. M4s aun para cualquier
r € K, existe un 1 <i < m tal que x € D,,j»(x;) y por lo tanto p;(x) =1y
o(x) = 1.

Por otro lado, x ¢ A, entonces x ¢ D, (x;) para todo 1 < i < m (pues
D,,(z;) C A). Por lo tanto p;(z) =0 paratodoiy p(z) =1—1=0. Asi, ¢
satisface lo requerido. O

Observacién 5.14 (Lema de Urysohn). El teorema anterior es andlogo al
Lema de Urysohn:

Un espacio topoldgico es normal si para cualquier par de espacios cerrados
A, B, existe una funcién continua en el intervalo [0; 1] que es exactamente 1
en Ay Oen B.

Teorema 5.15. C*(RY) es denso en S(R?).

Demostracion. Sea p € S(RY) y 1, € C(R?) una sucesién de funciones tal
que supp(¢,) C {r € R? : |z| < n+ 1}, ¥u(z) = 1 para |z < n—1y
el gréfico de 1), es independiente de n para n — 1 < |z| < n + 1; es decir,
Ur(z) = Ypy1(x — 1), para k + 1 < |z| < k + 2. Lo anterior implica que para
un multi-indice y € Z%, D74, () estd acotado uniformemente (es decir para
todo n).

Sea ¢, = i, entonces p, € C°(R?) y

lo—onllasg = le@n—1)1,4
= sup |22 DP (p(2) (tbn(z) — 1))] .

Pero, para cada v € Z%, si n — oo, (¢Y,(x) — 1) — 0, para casi todo z € R?

y por la formula de Leibniz, || ¢, — ¢ |, 3 — 0 si n — oo, para cada a, 8 €

74 [
+

Observacién 5.16. Si i) € S se desvanece en un abierto G (como funcion),
entonces [ (z)p(z)dx = 0 para todo ¢ € S con supp(p) C G, es decir Ty,
desaparece en G como distribucion.

Observacién 5.17. Suponga T' € S'(RY) desaparece en Gy, Gy abiertos,
donde G; NGy = (), entonces T desaparece en G U GS.

Demostracion. Sea ¢ € S, tal que supp(p) C G1 UG5, observe que supp(¢)N
(G1 es un conjunto cerrado, en (G y por el teorema 5.13, existe una funcién
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infinitamente diferenciable hy tal que hy = 1 en supp(¢) NGy y hy = 0 fuera
de un conjunto cerrado F; D supp(¢) NG;. Por lo tanto hyy tiene soporte en
GG1. De forma andloga, se construye un hs tal que phs tiene soporte contenido
en GQ.

Sin embargo, ¢ = hip + how y por lo tanto T'(¢) = T (hip) + T'(hep) = 0
pues la distribucién se desvanece en ambos conjuntos G, Gs. n

Ejemplo 5.18. 1. Considere la distribucién Delta, entonces supp(d,) =
{a}, con a € RY.

2. Sea H la funcién de Heaviside, entonces supp(H ) = supp(Ty) = [0, 00).
Se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 5.19. Se tiene
D'(RY) 2 S'(RY)
Demostracion. Veamos que S’ C D'. Sea

TeS —T:8— Res acotada
= Vo eSS To[ < Clel,s
V6 eD:|Te| < C |6l
«—TeD

Veamos que &’ # D', ya que la linealidad y la continuidad estédn aseguradas.

Sea u(z) = e y d = 1, por el teorema 3.7, F,(¢) = /u(x)gp(x) dx es una
R

distribucién en D'(R) (pues u € Li.). Sin embargo F, ¢ S'(R), pues F,

loc

no estd definido en todos los elementos de S(R), en particular para ¢(z) =
2

e 7 O

Teorema 5.20. Suponga T € S'(R?), entonces, T € D'(R?) es una distribu-
cion de orden finito.

Demostracién. Veamos que T' € D'(R?) tiene orden finito. Como T € §'(RY),
existe un Cy > 0 y enteros ¢, k € Z, tales que

T(P)l < Colwlgx

para todo ¢ € S(R?).
Sin embargo, si K C R? es compacto, existe un M > 0 tal que |z¢| < M
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para todo a € Z% con |a| < ¢ y para todo x € K. Por lo tanto existe un
C’" > 0 tal que

T <ol
para todo ¢ € D(K) C S(R?), pues

TPl < Col@lax
= Co ), [a"D%]

lo|<d;|B|<E
< CGoM Y | D¢,
|B|<k
= el

por lo anterior se sigue que

T <Nl

para todo ¢ € D(R?) donde k no depende de K y por lo tanto el orden de T
en D'(R?) es finito (y no mayor a k). O

Observacién 5.21. El reciproco del teorema anterior es falso. Suponga

F:go~—>/ex2g0(:1c)dx

Define un elemento de D'(R) lo cual no se extiende a un funcional continuo
en S(R?Y) (no existe T € S'(R) tal que F = T). Sin embargo, para todo
conjunto compacto K C R

[E(@) < Cllel

para todo ¢ € D(K) por lo tanto el orden de F' es 0.
Veamos que de verdad no existe T € S’(R?) tal que T = F. Suponga que

existe un funcional que cumpla dichas condiciones, entonces, para todo ¢ €
D(RY),

T(e) = Flp) = [ & pla)dx.
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Como ademds D es denso en S (por 5.15), entonces, para todo ¢ € S(RY)
existe una sucesién ¢,, € D(R?) tal que ¢, N Y y por lo tanto

T(w) = lim T(p,)

= lim ™ () dx
n—oo Rd

_ /R e () dx

pues, como ¢, € D(R?), se puede utilizar el corolario 2.31 (pues la integral
serfa sobre un conjunto compacto). Por lo tanto T es de la forma

T() = [ d(x)e” dx.
Rd
En particular para (z) = e ", 1) € S(R?), luego

T(Y) = / e+ dx = oo
R

asi, hay un elemento de S para el cual T' no esta bien definida, por lo tanto
T¢S'.

Teorema 5.22. Sea F € D'(RY) tal que supp(F) es compacto. Entonces
F e §'(RY).

Demostracién. Suponga W una bola abierta en R tal que supp(F) C Wy
¥ € D(RY) con W C supp(¢), ©» = 1 en W (teorema 5.13). Asi, para todo
¢ € S(RY) pp € D(R?) y por lo tanto se puede definir el mapa lineal T' en
S(R?) como
T(p) = F(pv)

para todo ¢ € S(R?).

Ahora para todo ¢ € D(R?) ¢ = ¢ en W y por lo tanto supp(¢y) —¢) C W¢,
F(¢1h) = F(¢). De lo anterior se obtiene T'(¢) = F(¢), para todo ¢ € D(R?).
M4és aun, suponga @ni)() en D(R?), entonces, utilizando la férmula de

Leibniz, se sigue ¢, 250

Do) = Z(g)@ga—k)(aj)w(k)

k<a
— 0.
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Esto significa que T'(¢,) = F(p,1) — 0 siempre que n — oo y por lo tanto
T es continua en S(RY) (observacién 4.11), es decir T' € S'(R?).

Veamos que T es tinica. Suponga que existe Q € S'(R?) y Q = F en D'(R?),
por lo tanto Q@ — T € §'(R?) y desaparece en D(R?) (que es denso en S(R?),
por el teorema 5.15). Por la continuidad se sigue que T' = @Q en S(R?) O

Teorema 5.23. Suponga ) y sus derivadas son polindmicamente acotados, es
decir, para todo o € Z% 3N, € Z y Cy, > 0 constante tales que | DY (z)| <
Co(1 + |z)?)Ne, para todo x € RY. Entonces, para cualquier o € S(R?), la
funcion Yo € S(RY) y el mapa

UT = T(Yy)
define una distribucién temperada, para cualquier T € S'(R9).

Demostracion. Observe que si ¢ y sus derivadas son polinémicamente aco-
tadas, entonces, 1 € S(RY), para todo ¢ € S(R?). Més aun, por la férmula
de Leibniz, si ¢, iﬂp en S(RY), entonces 1, iﬂ/}gp en S(RY) y por lo
tanto YT € S'(R?). O
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Capitulo 6

Transformada de Fourier

La teoria de distribuciones es particularmente 1til en el desarrollo de la
transformada de Fourier. A continuacién nos interesaremos en dichas aplica-
ciones.

6.1. Definicion y Propiedades

En primer lugar es necesario definir la transformada de Fourier y su in-
versa:

Definicién 6.1. La transformada de Fourier de una funcién ¢ € S(R?) es
la funcion F¢ dada por

Fo(A) = W /Rd e M p(2) dx

d
donde A € R y Az = ) " Az, para z € R™.
j=1
Por sencillez se notard, ¢ = Fop

Definicién 6.2. La inversa de la transformada de ¢, F ¢, se define como

1 AT
W /Rde QO(ZE) dX.

Veamos un ejemplo de transformada de Fourier:

Fho(A) =

69



70 CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE FOURIER

Ejemplo 6.3. Suponga d = 1, se define 1, como la funcién caracteristica
del intervalo [a, b], luego

¢ —za{ —zbf
F(1 e dx =c————
( [a, b} \/_/ Z£
donde ¢ = \/L2Tr Observe que si b = —a = 1, entonces
€ _ o€ ;
e e sin
F(Ljap) = c—— =2c (©) =: 2c¢sinc(§)
i§ 3
donde la funcién sinc es llamada “ seno cardinal” .
—Gr —dx —ar il 2 47 (i
L —
sinfr)
(L8 | — - |
(LG | — hi.]:{"(.l'l —
04 -1
0.2 -1
) AN A LN A
Yo
0zt i

Figura 6.1: Seno Cardinal

Veamos algunas propiedades de la transformada de Fourier que nos seran
utiles mas adelante

Proposicién 6.4. Sean ¢, € S(RY), y € RY, b € C y a multi-indice,
entonces:

L@l <lel

2. 0+ =0p+7,
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3. by = by,

4. P =9,

10. p €S,

11. @%b = i,

71

Demostracion. Muchas de las propiedades enunciadas en este teorema se

demostran a lo largo del capitulo, o en el capitulo 7.
Suponga ¢ = (2m)%?2, entonces,

1. Observe que

| ol = sup [¢(§)]

£cRe
/ o(x) e ™ dx
R4

<sup [ |p(z)|dx
£eRd JRA

= [ el

= sup
£cRd

2. Se obtiene por la linealidad de la integral.

3. Se obtiene por la linealidad de la integral.
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4. Observe que

5. Observe que

6. Por definicion

7. Por defincién

CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE FOURIER

[
o
S
CD@

s
Iy
~
—~
Ny
SN—
=¥
Ny

—

7y()(6) = C/Rd ez —y)dx
- —i(z+y)¢ d
C/Rde o(z)dz

:ceiyé/ e p(2)dz
R4

= e ()
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8. Se demostrara en 6.5
9. Se demostrara en 6.5
10. Se demostrard en 6.6.
11. Se demostrara en 7.2.
O
P;oposicién 6.5. Sea ¢ € S(R?). Entonces ¢ € C*®(R?) y para todo «, 3 €
Z
' (N D7@)(N) = F(D*((—ix) p(2)))(A)
En particular, i\;p(\) = (D]go)()\) y (D) (N) = F(—ixjo(x))(N).

Demostracion. Sea ey = (1,0,---,0), e = (0,1,0,---,0), --- ,
eqa = (0,0,-+-,0,1) la base canénica de R%. Para cada ¢ € S(R?) y h # 0, se
tiene

|(i2)°(D'@)(A) + F(D(ij) ()]
A+ he; A 1 b
U h) il )+ )i /Rdmje AT () dx

1 (e—i()\+h6j):c _ e—i)\:c) » Cha
:‘W/Rd{ : +izje o(x)dx
siempre que h — 0, lo anterior es cierto pues
1 (efi()w%hej):c _ efi)\x) » Cha
) /Rd { . +izje o(x) dx

1 —z()\+he])ac_ —Mac)
< ot [ {0 iz folo)] dx

Observe que, por un procedimiento andlogo a 4.16 se obtiene que
lo(x) e"@A+hei) | € L1 por lo tanto por el teorema de la convergencia domi-
nada (2.29),

— 0,

lim gO(iL’) e—ix(/\+hej) dx — lim 90( ) —ixAt+he;T dx
h—0 Rd Rd h—0
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obteniendo

(27)4/2)

= 0.

CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE FOURIER

—i(Ahej)r _ —idw ]
/d {h’m (e ; ) +ix; e_”‘x} lo(z)| dx
R

h—0
o e—i)\x

)
1 . —iA\x
- W g 8—)\j+m]~e lp(z)] dx
! / {—iz; e +izje "} p(z)| dx
R4

Ademds, como z;¢(z) € S(R?) (y utilizando un argumento andlogo al ante-
rior) a través de la derivacion iterada se obtiene

(DP9)(N) = 2m)i /Rd(—ix)ﬁ ™M p(x) dx = F((—iz) () (N).

Mas aun,

(A" D) (A)

XF((—iz) () ()

<2w1>d/2 / X (i) e () dx

1 QM —iz)Pp(z) dx
(2m)d/2 /RdA (—ine (—iz)p(x)d
(27r1)d/2 /Rd(_i)_a(Dg e_i/\x)(—m)ﬁtp(x) dx
<(2;§3:2 /RJ—W“ e DY{(—iz)p(x)} dx

o e D) (o) ax

el peniltimo paso se obtiene integrando por partes (teniendo en cuenta que
¢ € S(RY) y por lo tanto en |z| — oo, ¢(z) — 0). De lo anterior se tiene

((iIN)*D7@)(N) = F(D*((—iz) () (N)

Obteniendo el resultado. O

Teorema 6.6. Tanto F como F~' son mapas continuos en S(RY).
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Demostracion. Veamos que si p € S(R?), entonces Fo, F1p € S(RY). Para
todo «a, B € Z‘i, se tiene, por la proposicion 6.5,

D] = | [ D)ot ax
o [Pt
< o0

pues 2%p(x) € S(R?) (utilizando un procedimiento andlogo al utilizado en el
teorema 4.16). De lo anterior, se tiene que [| @ ||, 5 = supycra [(A*D@)(N)] es
finito y por lo tanto ¢ € S(RY). Observe que ademas (F1p)(\) = (Fp)(=\),
por lo tanto de la prueba anterior se puede inferir F~'p € S(R?).

Para ver que F : S(RY) — S(RY) es continua se utiliza el acotamiento
anterior, asf al definir A = || ¢ ||, 5 se obtiene

1
A < 27T)d/2/ ‘Da x))‘dx

1 (1+zH)(1+23) - (1 + 22) o
= <2w>d/24d<1+x1><1+m2) (e (7)) dx
d
< sup (L) (L4 a3) - (14 a]) D (2P ())] (2W1>d/2 (/R i i tg)dt)
< Cl¢lnn

por la férmula de Leibniz, para alguna constante C' > 0 y enteros m, n que de-

penden de «, 8. De esto se sigue que si ¢, N ¢ en S(R?), entonces 4, N %)
en S(R?), obteniendo asf el resultado. En el caso de F~! la demostracién es
analoga. ]

Veamos que efectivamente, la terminologia presentada anteriormente es
correcta:

Teorema 6.7 (Teorema de Inversién de Fourier). Para todo ¢ € S(RY),
F U Fp)=¢=F(F "¢

Lo anterior implica que la transformada de Fourier, F, en una biyeccion
lineal bicontinua de S(R?) en S(R?) con inversa F .
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Demostracion. Para todo ¢, € S(RY), se tiene

~ iy - 1 —iAx IAY
Rdz/J()\)go()\)eA dA_/Rdw(A) ColE /Rde A go(x)dx}e)‘ d\

o [ peremad o o

para la ultima igualdad basta hacer un cambio de variables (x = = — y).

Se define 1. (A) = 1(eN), tal que

A 1 )
Ve(z) = )i /R de_m@/z(e)\)dA

1 —d —izu/e
WG /Rde / w(U)dU

= (z/e),

de nuevo haciendo un cambio de varibles (u = €).
Por lo tanto

SN VAN = [ oyt )i o) dx
R R
1 A
= % [ ety )i
€ Rd
= | @)ely +er)dx.
R4
Haciendo € — 0, se obtiene
w(0) [ o i =o) [ D) ax
Rd Rd
Lo anterior es cierto, pues |.(\)@e™ | < M, para algin M > 0 pues
¥, ¢ € S(RY) y aplicando el corolario demostrado en los preliminares (2.31),

igual que |[¢Y(x)p(y + ex)| < M. )
Definiendo ¢ (x) = e **/2 entonces ¥(0) = 1 ademds ¥(u) = e /2y
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Sz ﬂ(u)du = (2m)%?(lema 6.8).

Sustituyendo
(F7'2)(y) = »(y)

esto es, F1(Fy) = ¢. De forma andloga se demuestra que F(F lp) = ¢.
Obtiendo el resultado. O

Lema 6.8. Veamos la demostracion de lo afirmado en la demostracion del
teorema.

1. fu) =e "2 para f(z) = e "/2.
2. | flw)du = (2m)%>2.
Rd
Demostracion. Veamos el caso general: para t > 0, sea f(z) = e~=* Observe
que
. 1 s
- - —tat—izu Jy
Més aun, al definir A = f(u)
A — C/ e—th—izu dX — C/ . / e—tx%—imlul . e—tzﬁ—m‘dud dX1 . dXd
R4 —c0 —c0

o 2 * 2
— C (/ eft:(,‘lfwcuu Xm) . </ eftxdfwcdud dXd)
—00 —00

por lo tanto basta considerar el problema en una dimensién. Asi, al completar
el cuadrado en el exponente se obtiene

w2 u? riu  tu® u?
—tlr+ =) ——=—ta® —2%A"— + — — — = —tz* —iux.
2t 4t 2t 4¢2 4t
Obteniendo
/ o tet iy / e_t<x+%>2_% dx = e’% / e_t(x+%)2 dx.

Observe que no se puede hacer un simple cambio de variables, por que se
estd trabajando con variables complejas.
Sea Cg el contorno de la figura con u > 0.
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t22

Veamos que e~ **" es analitica, se define u(x,y) = et —y?) cos(2txy) y

u(x,y) = —e @ =v") gin(2tzy), entonces

0

8_u = —2te @ YY) (x cos(2tzy) + ysin(2txy))
x

0

(9_U = —2te @ —v?) (x cos(2tzy) + ysin(2txy))
Y

0

a_u = 2t e ') (y cos(2tay) — zsin(2tzy))
Y

ov —t(z2—y?) .

o= —2te Y (x cos(2txy) + ysin(2tzy))

x

Satisfaciendo asi las ecuaciones de Cauchy y obteniendo el resultado.
Como e¢~*** es analitica, por la férmula de Cauchy, se tiene

)
/ e dz=0
Cr
Maés aun

/ e dz :/ e dz +/ et dz+/ et dz+/ e dz
Cr Ch Ca Cs Cy

Figura 6.2: Cr

Donde, Cy = [-R; R, Co = [R; R+ %], Cy = [R+ 5 —R + %] y
Cy = [—_R + % —R]. Asi, haciendo la parametrizacion z = z, para Cf,

2t ;
z= R+ 4, para Cy, z =z + 4, para C3 y 2 = —R + & para Cj. Se obtiene

2 R 2 R 3 2
/ e % dz :/ el dx—/ e Hots)” x
Cr —R R

+/uet(R2+mf%§)idX_/uet(RszZfﬂidx_
. 2 J, 2t

iz
2t
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Pero, los dos ultimos términos tienden a 0 siempre que R — 0o, pues

/“ oH(RIHER_amy tdx /” o-H(RE-EE 2y 1dx
. o o1

_ iR ue—t(@—%)idx_ ue_t(_@_%)idx .0
0 2t 0 2t R—o0

Por lo tanto

/ et dz = / et dx — / o e+ 3)" dx = 0
Cr —o0 —o0

Basta evaluar g(t) = [~ e * dx.

(9(t)* = ( / Z et dx) ( / Z et dy)

= / / e @) qx dy Cambiando a coordenadas polares

27 o0
:/ / e rdrdf
0 0
—tr2

e T
2t 0t
Asi g(t) = y/%. Por lo tanto

o 2 ; ™ 2
e %" g v — Leu /4t
o t
d/2
22— 71' _u2
e tr” g v — <_> e U /4t
Rd t

En particular, si ¢ = 1/2 se obtiene, f=f. ]

= 27

Observacién 6.9.

(Fro)(@) = (Fo) (@) = (F'9)(—2) = p(—2).

De lo anterior se infiere: F4p = ¢ y por lo tanto F~! tiene periodo 4. Es
decir, F es un operador involutivo de orden 4.
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—

Maés aun, utilizando la identidad i\ ;@(A\) = (D;¢)(A) y reemplazando ¢ por
F Lo se obtiene
i\jp(A) = F(D;F o) (N)
lo cual se puede simplificar
iNj=FD;F! (6.2)

como operadores en S(R?).
Ademds, F~H(—i\)F = D; y F(i\j))F ' = F?D;F 2 = —D; en S(R?).

Teorema 6.10 (Férmula de Parseval). para todo o, € S(R?)

[ F@i@ = [ i ax

R4
Demostracion. Como, por la ecuacién (6.1)

[ e e i = [ el +y) dx.

Rd

Por lo tanto tomando y = 0, se obtiene
YANGNAA = | Pla)p(w) dx.
Rd R4

Reemplazando ¢ por F 'y y utilizando la identidad F'p(x) = ¢(—x), se
obtiene

Sin embargo, ¢(x) = @(—x), pues

= C/Rdmew’\ do
= F'p(z) = p(~)
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Por lo tanto

Y(@)p(r)dx = [ d(x)d(x)dx,
Rd Rd
obteniendo el resultado. O]
Corolario 6.11 (Férmula de Plancherel). | ¢ |2 = | ¢ | 2-

Veamos que la transformada de Fourier es un operador unitario en el
espacio de Hilbert L?(R?).

Teorema 6.12 (Plancherel). La transformada de Fourier F se extiende de
S(RY) a un operador unitario en L*(R?).

Demostracion. Por la férmula de Plancherel, hemos demostrado que la trans-
formada de Fourier es isométrica con respecto a la norma | - |-, més aun, se
ha demostrado que

F: S(RY) — S(RY).
Como, S(R?) es denso en L*(R?) (refierase al resultado del teorema 7.22). Sea
¢ € L*(RY), entonces I(p,) € S(RY) tal que | ¢, — ¢, — 0. En particular
(©n) es sucesién de Cauchy en L2

[ on=bmly =lon—pm+od=0l, <lon=0ls+1¢—¢nl, > 0+0=0.

Pero como ademés, | ¢ [, = | ¢, para todo ¢ € S(R?), ¢, es también una
sucesion de Cauchy en L? y por lo tanto converge a algin elemento ¥ en
L*(R%). Asf se define: F¢p = ¥, entonces

[ o1, =M | @, |, =l | en ], =[],

Veamos que VU es independiente de la sucesién (¢,), suponga que existe otra
sucesion (¢,) en S(R?) tal que |1, — ¢ |, — 0. Se define una nueva sucesién

(wn) € S(RY),
(z) On, Sinespar
wp(x) =
U, Stnesimpar.

Por un argumento analogo al utilizado anteriormente (&,,) converge en L?(IR).
Pero,
¢ = limw,
n—oo
= lim @, = lim ¢,
n impar— oo n—o0
= lim w,= lim @,.
n par—oo n—oo
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Por lo tanto F¢ esta bien definido y | Fo |, = | ¢ |-

Un argumento analogo es valido para F 1. Mds aun, se demostré que FF ! =
FIF =1 en S(RY), pero como este tltimo es denso en L*(R?) se obtiene el
resultado. O]

Corolario 6.13. Para todo p,1 € L*(R?) se tiene

[ s@@as= [ eayiaax

Rd

/@dezf Pudx,
Rd Rd

por la Férmula de Parseval (6.10) y utlizando el hecho que S(R?) es denso
en L?(RY).

Reemplazando ¢ por @ y 1 por ¢ y utilizando el hecho que Fp(z) =
(Fo)(—x) y (FFY)(x) = (—x) se tiene que

/Rd (=) (—m)dx :/ o(2)d(z) dx.

Rd

Demostracion.

Obteniendo el resultado. O

6.2. Transformada de Fourier de una Distri-
bucién Temperada

Como se dijo anteriormente, muchas de las propiedades del espacio de
Schwartz son heredadas por las distribuciones temperadas, en particular por
la definicién de transformada de Fourier para distribuciones:

Definicién 6.14. La transformada de Fourier FT' de una distribuciéon tem-
perada, T € §'(RY) esta dada por

FT(p) =T(Fp),
para todo ¢ € S(R?).

De forma anéloga

para todo ¢ € S(RY).
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Observacién 6.15. F : S(R?) — S(R?Y) es continua y por lo tanto, F
envia S'(RY) en §'(R?). Igualmente, F~! envia S'(R?) en S'(R?). Més aun
se obtiene el resultado

FIFT =T=FF'T.

Si T es un elemento ¢ € L*(R?), con T' = T}, entonces
o6) = 1) = [ ohetorx= [ ol dx =Ty

Ejemplo 6.16. 1. Veamos &(¢), para b € R?. Para todo ¢ € S(R?)

517(%0) = &(9)
= ¢(b)
1 —ibx
— 2ny /Rde o(x)dx

e—ib:c
= [

Por lo tanto 8, = Ty, donde 1(z) = e~ /(27)%2. En particular si
b=0,0=(2m)" Y2

2. Ahora, considere §;

() = G

Por lo tanto 6 = iz e~ /(27)%4/2,
Teorema 6.17. F y F~* son continuos en S'(R%).

Demostracion. Suponga T, ST en S'(RY) . Entonces Ty, (p) — T(p) para
todo ¢ € S(R?). Por lo tanto

Tu(p) = Tu() = T(2) = T(p)

Asi, T, T enS (R%). Con un argumento analogo se demuestra la conti-
nuidad de F~1. O
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Teorema 6.18. Para todo T € S'(R?) y multi-indices «, 8 € Z%,
(iz)°T = (D°T) y D°T = F((—iz)°T).

En general, (iz)*DPT = F(D*((—iz)’T)).

Demostracién. Sea ¢ € S(R?), entonces

(ix)*T ()

o
|3 3

Adem3s

Para el caso general

FAD((=iz)'T)}(p) = D*((~ix)"T)(®)

1 | | |

== N=Ney
HTEE

25 =

I
g
Q
SE=
=
~»
s



Capitulo 7

Convoluciones

Al igual que en el caso de la derivada y la tranformada de Fourier, las
convoluciones en distribuciones permiten pasar la operacién a las funciones
prueba conservando asi las buenas propiedades de estos objetos.

7.1. Definiciéon y Propiedades

La convolucién es una operacién cerrada sobre los espcaicos de prueba
definidos anteriormente, lo que permite demostrar resultados que seran uti-
les en particular para la aproximacion, a través de funciones infinitamente
diferenciables, de las funciones prueba.

Definicién 7.1. Sea ¢,1 € S(R?), la convolucién de ¢ y 1, notada por
@ * 1, es la funcion

pvtn) = [ oty dx.
Teorema 7.2. Sean ¥, ¢, € S(RY), entonces ¢ x ¢ € S(R?). Mds aun
1 @m)"op =g x iy @m) e = o x )
2. pxp=vxpy ox(¥x@)=(pxd)*1.
Demostracion. Por definicién

(2m) "2 (y) = / e~ (2 )b(x) dx .

R4

85



36 CAPITULO 7. CONVOLUCIONES

Pero se sabe que [@Wydx = [wYdx, para todo w,y € S(R?). Denotando
@ = F(w), entonces al reemplazar w por @, se obtiene

/wxdxz/d)f(dx.

Ahora, fijando y € R?, suponga w(x) = e~ ¢(z) y x = 1 (z), entonces

@02 5(y) = / e () () dx

{(%)dﬂ /R d eirt gt go(t)dt} () dx
{

Ahora, reemplazando ¢ = ¢ y 1) = 1 en la identidad anterior se obtiene
(2m) 2 F () = ¢ x4
lo anterior implica que ¢ * ¢ € S(R?), mas aun
Y= (2m)PF@Wp) = 2n)PF (@) = g x v

por lo tanto
prp=pxy.

Ahora, tomando la transformada de Fourier, se obtiene

prly) =

I
TN TN N TN
DO
3
— Nt
Qu
~
[N}
|
<
S~—
<
—
|
<
SN—
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Finalmente

(2m)Y230 * &
(27m) o9
= Fl(p* )% o).

Flo* (= 9))

Tomando la transformada inversa

px (Y xd) = (o) x¢.

Corolario 7.3. Sea p,1 € D(RY), entonces ¢ * 1 € D(RY), mds aun:

supp(y * 1) C supp(p) + supp(v).

Demostracion. Observe que como D(RY) € S(RY), por el teorema anterior
podemos concluir que ¢ * 1) € S(RY). Ahora

(o)) = [ oty = a)ile) dx
Como supp(p), supp(?) son compactos, supp(y * ¥) también lo es y por lo
tanto ¢ x 1 € C.. Mas aun

Dy xv) =0 [

Rd

oy — 2)b(x) dx = /K D2 (ply — 2)(x)) dx

para todo a € Z%, pues como ¢, € D(R?),

/ oy —x)Y(x)dx = / o(y — x)(x) dx, donde K es un compacto y por
Rd K
lo tanto tiene medida finita, asi, utilizando el corolario 2.31 se obtiene lo

afirmado. Por lo tanto, ¢ * 1) tiene derivadas continuas de todos los 6rdenes,
asi o * 1 € D(RY).

Maés aun, observe que ¢ * 1 es 0 si es falso que y — = € supp(p) para algin
x € supp(v), por lo tanto, basta con definir y = x; + x, luego p * ¢ es 0 si es
falso que x1 € supp(p) y = € supp(v) es decir

supp( * ¥) C supp(y) + supp(¢).
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Corolario 7.4. Para un ¢ € S(R?) fijo, el mapa ¥ — @ * 1) es continuo de
S(R?) en S(R?).

Demostracion. Fije o € S(R?) y suponga 1, 5 0en S(R?). Entonces by —
0 en S(R?) (pues se ha demostrado que la transfromada de Fourier es continua

en este espacio) y (por la férmula de Leibniz) oy, Ss0enS (R9). Pero, como
ademds se tiene la igualdad (7.2)

@ = F o xthn = (2m) 2 F ! () = 0
en S(RY), obteniendo el resultado. O

Definicién 7.5. Para cualquier funcién v € R?, se define la translacién 7,u
y la inversion % como

() (y) = uly — =) y aly) = u(-y).
Por lo tanto (7,@)(y) = u(x — y) y para u,v € S(R?), se tiene
(e o)) = [ utepoty =) dx = [ ule)(no)(o) dx.

Observacién 7.6. Para un = € R? fijo, los mapas 7,,~ son continuos de
D(R?) en D(R?) y de S(RY) en S(R?).

Demostracion. 1. Sea ¢ € D(RY), entonces, para todo y € R%, se cumple

a) ©(y) es infinitamente diferenciable.

b) ¢ tiene soporte compacto.

En particular, para y; =y — x v yo = —y, el primer punto se cumple,
maés aun, al hacer la translaciéon = — x — y, supp(p) se desplaza a la
izquierda, pero sigue siendo compacto.

2. Sea ¢ € S(R?), entonces, para todo y € R?, se cumple

a) ¢(y) es infinitamente diferenciable.
b) ¢ se desvanece en oo.
En particular, para y; = y — x, y» = —y, el primer punto se cumple,
més aun, p(y —x) — (o) = 0y o(—=y) — @(—o00) — 0 ; por lo
Yy—00 Y—00

tanto 7., » € S(RY).
Obteniendo el resultado. O]
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7.2. Convoluciones con Distribuciones

Gracias a las propiedades de las convoluciones, se puede demostrar resul-
tados tan utilizados como la densidad de las funciones infinitamente diferen-
clables en las funciones LP.

Definicién 7.7. Para ' € D'(RY) y ¢ € D(R?) la convolucién, F ¢, es la
funcién

(Fx@)(x) = F(r:0) = Flo(z - ).
Para T € §'(R?) y ¢ € S(RY) la convolucién, T * 1), es la funcién
(T ¢)(x) = T(ra0)) = T(¢(x — ).

Ejemplo 7.8. Considere la distribucién 9, entonces

(6 % p)(x) = 6(1.p) = 0(p(x — ) = p(x — 0) = p().

Observacién 7.9. F(p) se puede expresar como una convolucién, pues

70(@)(7) = ¢(x — 0) = ¢(—x) = ¢(z), por lo tanto
F(p) = F(7o(¢)) = (F *$)(0).

De forma analoga

T(¢) = T(ro(¢)) = (T * )(0).
Lema 7.10. Para ¢ € S(RY), y k # 0, se define

o) — P e) =)

dondee; = (0,---,0,1,0,---,0) son los vectores que componen la base canoni-
ca de RY. Entonces ¢, N 0jp en S(R?), siempre que r — 0.

Demostracion. Veamos que || o, — d; |, 5 — 0, para cada o, € Z9. Sin
perdida de generalidad, suponga 5 = 0.
d

Seap = 0,0 € SR y |z, = Z |z;| para x € R%. Si k < 1, por el teorema
i=1
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del valor medio (2.20), para cada x € R existe un § € R (que depende de
x) con |A] < 1, tal que . (x) = ¢(x + Ore;) y por lo tanto

sup [2%(pu(z) — 0(2))] = sup |2%(d(x + Ore;) — ¢(z))]
< H s"u<pM |2%(p(z + Ore;) — ()]
+  sup [2%¢(x + Okej)| + sup [z%¢(z)|.
=l >M |y, >M

Estudiemos de forma separada los 3 términos anteriores.
Sea € > 0 fijo. Como ¢ € S(R?), para M suficientemente grande se tiene

1
sup |z%(x)| < 3€
l2],>M

Observe que |z;| < |z; + 0k| + |0k| < |x; + 0k| + 1, por lo tanto

2| < (H El

i#]

) (1+ (z; +6K))™.

Si|x|, > M, entonces |z + Ore; |, > M —1 (|z + Ore; |, = Zm +

d
Ore;| > Z |z;| —|0ke;| > M —1). Combinando los dos resultados anteriores,

i=1
al definir A = supy, | - [29¢(z + Ore;)| se obtiene

A < sup (H |z

Izl >M itj

) (1 + [ + 0r)) | $(x + Orie;)|

<  sup H!% (1 + |o5])% o ()]
FIRSTER >

_ 1
3¢

(pues ¢ € S(R?)) siempre que M sea lo suficientemente grande.
Dado un M fijo lo suficientemente grande para que se cumpla las dos de-
sigualdades anteriores, como ¢ es uniformemente continua en el conjunto
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{z eR?: | x|, < M}y por lo tanto

N 1
sup [a%(¢(x + Ore;) — d(2))] < e
Izl <M
siempre que |x| sea suficientemente pequenio. Obteniendo el resultado. [

Observacién 7.11. Veamos que efectivamente, para M fijo, todo ¢ € S(R?)
es uniformemente continua en {z € R®: |z |, < M}.

Demostracion. Suponga que para un € > 0 dado

€

0<d<
I |

entonces, por el teorema del valor medio 2.20, para todo x,y, con |z |, < M
v [y], < M, se tiene, que existe un c tal que |c|, < My

o(x) = ()| = [¢'(c)llz =yl

por lo tanto, si |z — y| < §, entonces

lp(z) — oY) = |¢'(c)|lz -yl
< 1P
< P
< €

[ e 77— =€
I |
donde 0 no depende de los punto elegidos z, y. ]

Lema 7.12. Para cualquier ¢ € S(RY), 7,(¢) iﬂp en S(RY) siempre que
a— 0 en R

Demostracién. Suponga o € Z4% fijoy |a|, < 1, entonces
sup [2%(p(z — a) — p(2))| < S [z (p(x — a) — ¢(x))]
T z|; <

+  sup [z%(z —a)|+ sup |z%p(z)],
o l,>M 1y >M
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para cualquier ¢ € S(RY). Para un € > 0 dado, se fija M lo suficientemente
grande para que

o 1
sup |z%p(x —a)| < z¢
o l,>M 3
y
o 1
sup |a%p(x)] < e
el >M

(pues » € S(RY)).
M4s aun, como ¢ es uniformemente continua en {x € R?: |z |, < M}, para
a lo suficientemente pequeno se tiene

1
sup [2%(p(z — a) — p(a))] < ge.
= l<M

Por lo tanto, basta con reemplazar ¢ por D?p y todo lo anterior es cierto;
obteniendo

I 7ap = ¢ llas =0,

para todo «, 8 € Z% y por lo tanto Tag0i0)g0 en S(RY). ]
a—

Corolario 7.13. Suponga ¢ € D(R?), entonces

D ‘ d
1. gpnmﬁjgo en D(R?).

2. Tap—3p en D(RY).
a—0

Demostracion. Observe que las demostraciones anteriores son validas, solo
resta demostrar que el soporte es compacto. Sea |k| < 1, entonces, existe un
compacto, K, fijo, tal que supp(yp,) C K y supp(d;¢) C K, obteniendo el
primer resultado.

De forma andloga, para todo |a|, < 1, el soporte de ¢ y T,¢, es tal que,
para un compacto K (no necesariamente el mismo anterior)

supp(7a¢), supp(¢) C K.

Obteniendo el resultado. O]
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Teorema 7.14. Sea F' € D'(R?) y ¢ € D(RY), entonces F * p € C°(R?) y
D¥(Fx¢)=(DF)xp=Fx(D%)
para todo o € Z4. Mds aun supp(F * ) C supp(F) + supp(¢p).

Demostracion. Por el corolario 7.13, se tiene que 7,0 — 7., siempre que
y — z en R%. Por lo tanto, F(7,%) — F(7.), esto es, por la definicién de
convolucién en distribuciones, (F x¢)(y) — (F *p)(z), siy — z y asi, F*p
es continuo en R,

Utilizando de nuevo el corolario y fijando x € R?

(F'x o)z +kej) — (F o)) _ FlTatne;p — p)
- (i)
—  F(m.(D;@)), sitempreque k — 0,
= F(r(D;))
= (FxDjp)(x).

De lo anterior se obtiene que D;(F * ¢)(z) existe para cada x € R? y que es
igual a (F % D;)(z). Méas aun, para un z fijo

F(ro(=D;9)) = —F(Djmp)

(D F)(7a)
= ((D;F) *¢)(z)

y por lo tanto,
D;(Fx¢)=FxDjp=(D;F)* .

El caso general se hace por induccién.
Observe que (F'xp)(x) = 0 si supp(F) Nsupp(7,.9) = 0, esto es, si supp(F)N
supp(p(z — +)) = 0. Por lo tanto

supp(F %) C {z € R?: supp(F) Nsupp(p(z —-) # 0}
= {x:3Jy esupp(F):z—y € supp(yp)}
{z : z € supp(F) + supp(p)}

completando la prueba. O
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Corolario 7.15. Para F € D'(R?) y ¢ € D(RY), F x ¢ € D'(RY).

Demostracion. Por el teorema anterior, se tiene que F'xp € C* y por lo tanto

es acotado en cada conjunto compacto de R%. Asf: ¢ — [ (Fx¢)(z)y(z)dx
R4
es un mapa lineal continuo en D(R?) y por lo tanto una distribucién. ]

Veamos un resultado similar para S(R?) y S'(R?).

Teorema 7.16. Sea T € S'(RY) y ¢ € S(R?). Entonces,
TxpeC®y
DT x¢) = (D*T) o = T'x (D%p)

para cualquier o € Z%. Mds aun, Txp determina una distribucion temperada.

Demostracion. Observe que la primera parte es andloga a la demostracién
en el caso de D(RY). Veamos que efectivamente, T * ¢ define una distribucién
temperada. Como T € S8'(R?), existe una constante C' > 0 y enteros k,n
tales que

T <Y g

para todo ¥ € S(R?). Por lo tanto, para x € R?

(T x)(z)] = [T(m0)]
Cl 7@ lin
C Y sup |y°||Dip(x — )

laj<k Y
[B]<n

= O sup|(—y+2)*|[D%(y)]

lo|<k Y
[BI<n

IN

pero como ¢ € S(R?) lo anterior estd “polindmicamente acotado” y por lo
tanto, (T * p) € §'(R?) (por el teorema 5.23). O

Proposicién 7.17. Sea T € S'(R%) y -3 en S(RY). Entonces, (T *
n—oo
on)(x) = (T * ©)(x) uniformemente en los compactos de RY.
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Demostracion. Suponga, sin pérdida de generalidad que ¢ = 0 (basta reem-
plazar: ¢, = ¢, — ¢). Como T € §'(R?), existe un C' > 0 y enteros k,n tales
que

T <C > N ll,s

|la|<k
1B]<n

para todo ¢ € S(R?). Por lo tanto
(T % n)(@)] = 1T (o8 S C Y N 7afn llays -

|la|<k
161<n
Sin embargo, si |z ||; < M, entonces
I 7eénllos = suply*Dypn(e —y)|
y

< sup |(—y + @)D (y)|
Y

< sup (Z(M+ |yi|)‘”> D% on(y)]

Y i=1
— 0

siempre que n — oo (pues ¢, <50 en S(R?))

d
(cy+ )] = | Do (i)
=1
d
< D (ui+ )
=1
d
< Syl + )
=1
d
< S (gl + M)y

i=1
Por lo tanto
(T * @) (z) =0

uniformemente en {z : |z |, < M}, para M fijo pero arbitrario, obteniendo
el resultado. ]
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Teorema 7.18. Sea F € D'(RY) y ¢,¢ € D(RY), entonces

(Fx@)xp=Fx(px).

Demostracion. Sea e >0y

fe(z) = € Z o(x — re)P(ke).

KEZ4

Observe que la suma anterior siempre es finita, pues ¢, ¥ tienen soporte com-
pacto. Mds aun, supp(f.) C supp(p) + supp(¢)) y f. € D(R?) (la derivacién
se obtiene de la férmula de Leibniz). Mds aun, utilizando la continuidad
uniforme de D%p, se obtiene que

D*fo(x) = €Y D¥o(x — ke)(re) = ((D%p) % ) (w) = D*(p % ¥) ()

KEZ4

uniformemente, siempre que € — 0. Basta con tomar ¢ = Az en las sumas
de Riemman

Z flyi)(x; — ximq) — /f(x) dx

Obteniendo (para d = 1, pues en general es andlogo)

e%D pla = er)ip(re) —> [ Dp(x — y)i(y)dy
Por lo tanto f. — o x ) en D(RY) si € — 0y 7o f. — 7o( * 1) en D(RY) si
e — 0. De lo anterior se concluye

—_—

F(pwi)(a) = Flruprv)
= lim F(7, f)
= limeé? Z F(o(x — - — ke)p(ke))

e—0
KEZL

= lfm ¢ Z (F7o—re®) (Y (Ke))

e—0
KEZ4

= limeé? Z (F * p)(x — ke)(ke)

e—0 ez
= ((Fxg) ).

Completando la demostracion. n
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Corolario 7.19. Sea T € S§'(R?) y p,v € S(R?). Entonces

(Tx@)xp=Tx*(px1)

Demostracion. Como C° es denso en S(R?)(teorema 5.15), entonces, existen
sucesiones (¢,) v (xn) en C° tales que

S S
On =0 Y Xn— .

Mas aun, como D(R?) C S(R?), entonces S'(RY) € D'(R?), observacién 5.19,
(T € D'(RY)) y por el teorema anterior se obtiene

(T % @) # Xk = T (6 * Xi)-

Sin embargo, (T * ¢,)(x) = (T * ¢)(x) en cualquier conjunto compacto de
R? y por lo tanto, para y € R? fijo

(T 60 s x)) = (T =00
= [T o)araty - o
> [ @@y - s
= (T @) * xn(y)-

Por otro lado, ¢, * xx LN @ * xr sin — oo en S(RY) y por lo tanto
S

Asi, para cada k se tiene (T x ¢y,) * x = T * (¢ * xx). Pero como xi N Y en
S(R?)

(T * @) % xi(y) = (T %) (1yxXn) = (T @) (1,00) = (T % ) * (y)

T x (0 xxx)(y) = T(ry (0 * xx)) = T(ry(p*v)) =T (pxP)(y)

Por lo tanto
(Tx@)x1h =T x (p*1).

Completando la demostracion. ]
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Lema 7.20. Se tiene la acotacion: |e™* N —1] < |eAx].
Demostracion. Se define y = Aex, luego

[e™¥ —1* = ((1 — cos(y))” +sin’(y)
= (1 + cos®(y) + sin®(y) — 2 cos(y))

= (2 —2cos(y))
Se define f(y) = 2(1—cos(y)) —y?, queremos demostrar que f(y) < 0. Luego
F(y) = 2sin(y) — 29 = 2500 5,
Yy y—0

y
f"(y) = 2(cos(y) — 1) < 0.

Por lo tanto f es céncava y como el inico maximo de f es y =0, f(0) = 0,
entonces f < 0, obteniendo el resultado. ]

Teorema 7.21. Sea v € S(R?) tal que Y(zr)dx = 1 y para € # 0 se
R4

define Y. (x) = e %)(x/€). Entonces, para todo p € S(R?), 1), * gpimp en
S(R?), siempre que € — 0.

Demostracion. Basta con demostrar que (¢, * ¢) iﬂﬁ en S(RY) (pues el
resultado se obtiene tomando la inversa de Fourier). Sin embargo, se tiene

—

(e x ) = (2m) e
por lo tanto, basta con demostrar
((2m)2) — 1)g =50

en S(R?), siempre que € — 0.
Utilizando la férmula de Leibniz y el hecho que A*D?¢ € S(R?), para cual-
quier a, 3 € Z%, es suficiente con demostrar que

(D((2m) e = 1))¢ = 0

. d . . d d
uniformemente en R?, siempre que € — 0, para cualquier ¢ € S(R*) y o € Z.
Observe que

. 1 : 1 ~
6N = oy /R ey () 5 dox = ai(eN).
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Por lo tanto zﬁe()\) — g@(O) = (2m)~%2, siempre que € — 0.
Se consideran dos casos:

1. Suponga |a| = 0, fijando ¢ € S(R?), entonces

(D@D 2500 = DO = (2m)2(eX) = 16N
[ vte =1y dxo

< [ @l ax o)

= ¢ [ levta)dx o)
R
< eM
para una constante M > 0 independiente de A y por lo demostrado en
7.20. Por lo tanto
((2m)#%4p(A) — 1)p(A) — 0 uniformemente en ), siempre que € — 0.

2. Suponga |a| > 0. Para un ¢ € S(R?), se tiene

[(DY((2m)" e = 1) (VPN = [(2m) 2l (D) (eX)g(N)]
< ey

para una constante M’ > 0, dado que DO‘@/AJ, ¢ estan acotados en RY.

Obteniendo el resultado. O

Teorema 7.22. Sea T € S'(RY) y ¢ € S(RY) con [p. ¢(x) dx = 1. Entonces,
T * @, ST en S'(RY) siempre que e — 0, donde

pe(r) = ol /e).

Si F e D'(RY) y ¢ € D(R?) con [pu1(z)dx = 1, entonces F x WS F en
D'(RY) siempre que e — 0, donde

Ve(z) = € W(x/e).
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Demostracién. Sea ¢ € S(R?), entonces

Txed) = (Txe)*o(0)
= Tx(pc*9)(0)
ejo T % gz~5(0), por el teorema anterior,
— T(g).

Obteniendo la primera parte del teorema.

Observe que para un xy € D(R?) dado y 0 < € < 1, el soporte de . *
y el de x estan en el mismo conjunto compacto (independiente de €). Pues,
para € — 0, supp(¥.) C supp(¢), por lo tanto: supp(x * ¥.) C supp(x * 1) C
supp(x) + supp(¢) C K (con K independiente de ¢).
Por lo tanto 9. * x — x en D(R?) siempre que ¢ — 0. Con un argumento
andlogo al anterior, se obtiene, que para cualquier F' € D'(R?) y y € D(R?),

(F %) (x) — F(x) siempre que € — 0, lo que implica F * 2/16£>F en
D'(RY). O

Observacién 7.23. La funcién infinitamente diferenciable T x ¢, es llamada
la regularizacion de T'. En ocasiones es mas sencillo trabajar con la regula-
rizacion que con 7', sin embargo al final es necesario tomar el limite € — 0
para recuperar la distribucion.

En este punto vale la pena observar que, para todo v € L?, u define una
distribucién temperada, y por el teorema 7.22, las funciones infinitamente
diferenciables son densas en LP. La demostraciéon que u € S si u € LP
es analoga al caso u € L? (teorema 4.16); mds aun, por el teorema 7.16,
u * 1. € C* asi, al aplicar el teorema anterior se obtiene lo afirmado.

Teorema 7.24. 1. D(R?) es denso en D'(R?), es decir, para cualquier
F € D'(RY) existe una sucesion (¢,) en D(RY) tal que ¢, L F en
D'(RY).

2. S(RY) es denso en S'(R?), es decir, para cualquier T € S'(R?), existe
una sucesion (V) en S(RY) tal que 1, ST en S'(R?)

Demostracion. 1. Sea F € D'(R?) fijo, y ¢ € D(R?) tal que [¢(z)dx =1
v ¢(z) = e 4p(x/e). Patran € Z y t > 0, sea la funcién \,(¢) tal que
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para 0 <t < n, A\,(t) = 1, parat > n+1 A, (t) =0y paran <t <n+1
la funcién decrece independientemente del n; mas aun A, es continua
para todo n.

A(t)
1 -

Figura 7.1: A, (%)

Para x € RY, sea v,,(z) = \.(|7]). v, € D(RY), yu(x) = 1 para |z| < n
Yy Yn(x) = 0 para |z| > n + 1. Mds aun, ~,F tiene soporte compacto
y por lo tanto 7, F * ¢/, € D(R?). Se afirma que 7, F * ¢1y, 2. Fen
D'(RY), siempre que n — oco. Pues:

para Y € D(R?) se tiene

(F 5 61) () = (WF * P1ya) * X(0)
= Yol x (P1/n * X)(0)
= WF(f1/n*X)
= F(u(d1/n* X))

= F (2):/,% % X), para un n suficientemente grande

( P

ol
!

(X)
(x);

Il
T

como se afirmd.
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2. Las funciones )\, se suponen suaves y ademas de obedecer todas las

propiedades descritas anteriormente se supone \,41(t) = A, (t — 1) pa-
ran+1<t<n+2. Asi, mientras n se hace mas grande, el grafico de
A se “alarga” pero mantiene su forma general cuando decrece de 1 a 0.
Por esta razéon A, y cualquiera de sus derivadas estan acotadas, inde-
pendientemente del n. Asi, para todo kK =0,1,2,--- existe un M > 0
tal que sup,, sup;q |\ | < M.

Sea T € S'(RY) y ¢ € S(R?Y). Entonces, con la misma notacién del

numeral anterior, 7,1 * ¢y, € D'(RY) y se afirma que 7, T * P1/n SLr
en §'(R?) siempre que n — oco. Pues

(1 )~ b en S(RY),
| (P1ym *¥) =V lop < 1va(@rm * ¥ =) gt 1 — ¥ lop

para todo a, 3 € Z‘i, estudiando cada término por separado:

| Y (P1/mx %0 =) |, 5 = SUD, [2* Dy (h1 % ) — )| Pero observe que,
por la férmula de Leibniz

Don(dym x ¥ = )(x) =) (i) W) (a0 =)D (@)

k<p

23 (perww-vti
k<pB

= 0.

Pues ¢y, * ¥ imp en S(RY) ( por el teorema 7.21). Asi, | v, (d1/n *
w - 1/}) ”a,,@ — 0.

De forma anéloga

[t =¥ o p = sup |2 D° (4 (1) — )]
= sup |2*(D° (7 (1)) — D (1))
oo SUP |2*(D? () — DP ()]

=0.
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De forma similar, v, (¢1/» * 1;) S, 1 en S(R?) y por lo tanto

(3T Sy) () = T(3u(1m ), como en la primera parte
- T(W),

siempre que n — oo, es decir v, * ¢1/p i Ten S'(RY).
Completando la prueba. ]

Observacién 7.25. El resultado anterior permite explicar el enfoque se-
cuencial de las distribuciones, de esta manera muchas de las propiedades de
las distribuciones son demostradas a partir de sucesiones de funciones “que
se comportan bien”.

Teorema 7.26. Para cualquier T € S'(R?) y ¢ € S(R?), entonces
1. F(T x @) = (2n)"?FoFT.
2. FT * Fo = (2m)¥2F(oT).
Demostracion. 1. Existe una sucesién (¢,,) C D(R?) tal que ¢, 5T en
S'(RY). Para 1 € S(RY), se tiene
(T * @) (W) = (T * @) () = (T * ) x(0)
— T (£ 0)(0) = T((p + 1)
=T(p*)
= 1im 6, (¢ * ) = 1im 6, * (¢ * ¢)(0)

~ o —

— lim (6 * ) (1) = 1im (G 2)(¢)

= (2m)"Hm(,2)() = (2m)"*1im | 6, (2)p(a)(x) dx

~

= (2m)"21im | 6 () (P () dx
@m)¥°T(p) = (27)Y2T(3v)
— (2m)Y2($T) (v),

observe que la integral se puede cambiar con el limite utilizando el

—

corolario 2.31 en los preliminares y el hecho que ¢, (@) € S(R?).
Por lo tanto hemos demostrado T * o = (27)%24T.
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2. Sea 1) € S(RY), luego

(T + @) () = (T @) * (¥)(0)
= (1) * (¢ % 4)(0) = T($ x )
= T(¢x) = (2m)"*T(¢)

~

= (20)"23T () = (27)"2(GT) (1)

Pero, como ¢ = ¢(—z) = ¢, luego: ¢ = p = ¢, pues ¢ € S(R?). Asf se
obtiene ) o
(T % @)() = 2m)72(£T)(¥).
Obteniendo el resultado. O]



Capitulo 8

Teoremas de Estructura para
las Distribuciones

Por la definicién de S(R?), cualquier funcién continua polinémicamente
acotada determina una distribucién temperada ( teorema 5.23). Se demos-
trard que dichas funciones generan S'(R%).

Teorema 8.1. Sea T € S'(RY). Entonces existe una funcién continua po-
linémicamente acotada, ®(x), y un multi-indice o € Z% tal que T = D*®.

Demostracion. Veamos el caso d = 1. Sea T' € §'(R) fijo, entonces, existen
k,m e Z, y C > 0 tales que

T <C > Nelas

a<k; B<m

para todo ¢ € S(RY). Se sigue que existe un C’ > 0 tal que

T()] < C"Y sup |(1+2°)FDP(a),

g<m "

pues

T@I<C > Nellag

a<k; B<m
=C (Z Z sup |zDPp(z)| + Z sup |kaﬁg0(x)|>
B<ma<k-1 g<m *

< 'Y sup (1 + 22 D ()|

g<m ¢

105
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para todo ¢ € S(R) (ya que z* < (1 + 2?)*). Ahora, si ¢ € D(R), entonces
= [*_¢/(t)dt y por lo tanto

o)< [ e < / T Wl =,

Por lo tanto, para cualquier ¢ € D(R), sup, |¢(x)| < | ¢’ |;.. Obteniendo
T(6)l < C" Y I D((1+2%) D7 (2)) |
B<m
pues (1 +2?)D?¢ € D(R), siempre que ¢ € D(R). Utilizando la desigualdad
D(1 + 2*)* = 22k(1 + 23 < k(1 +2%)*
observe que la desigualdad anterior se tiene pues
20 —2° —1=—(r—1)*<0
para todo x, por lo tanto 2z < 2% + 1, para todo z. Asi, se obtiene
[D((1 +2?)*DP¢(x))] < kI(1 + 2*)* D¢ ()| + |(1 + 2*)* D" p(x)].

Maés aun, existe un C” > 0 tal que

7o) < C" Y 1L+ DIg(x) | 1 (8.1)

j<m+1

para ¢ € D(R).
Sea J : D(R) — LY(R) x -+ x LY(R) (con m + 2 términos), el mapa dado
por

J(6) = (1 +2°) (), (1 +2°)" Do (x), - (1 + 2*)" D" ().

Observe que J(¢) es inyectivo, pues si J(¢) = J(x), entonces, todas las com-
ponentes son iguales, en particular (1+z2)*¢(z) = (1+22)*x(z), obteniendo
¢ = x. Mas aun, J es un mapa lineal

J(a¢ +bx) = (1 + 2*)*(ap(x) + bx(2)), - - , (1 + 2*)* (ap(x) + bx(2)))
= a((1+ 2" 0(x),- -, (1 +2°)"o(x))
+0((1+2%)fx(x), -+, (1 +2%)*x())
= aJ(¢) + bJ(x).
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Asi, se define el mapa A : J(D(R)) — R como
A(J(¢)) = T(9)-

Observe que A estd bien definida, pues J(¢) estd determinada tdnicamente
por ¢ y es lineal

AlaJ(¢) +bJ(x)) = T(ap + bx) = aT(¢) + bT'(x) = aA(J(¢)) + bA(J(X)).
Mas aun, la acotacién implica que A es un funcional lineal acotado sobre
J(D(R)) C (LY(R))™*2.

Por el teorema de Hahn-Banach, (2.21), A tiene una extensién a un funcional

lineal acotado en todo (L'(R))™*2. M4s aun, por el teorema de representacién
de Riesz,(2.22), A es de la forma

m—+1

Moo @@ @ gni1) = Z/gg

para hg,- -, hyy1 € L®(R) (pues, para p = 1, el exponente conjugado es
q = 00). Por lo tanto

m+1

T(¢) = Z / )(1+ 2)* D7 ¢(x) dx

Como distribucion esto es

m—+1

T = Z 1)7DI((1 + 2*)*h,(x))

en D(R). Pero como D(R) es denso S(R), por 5.15, por lo tanto T" tiene la
misma forma en S(R).
Asi, para cada j, se define

0;(x) = /Oxu + ) By (L) dt.

¢; es continua y polinémicamente acotada, pues
Es polinémicamente acotada, pues como h; € L™, h; es acotada y por lo
tanto

0;(z) = /Ox(l +%)*h;(t)dt < M/Ox(l +tHkdt = Mp(1 + 2?)
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donde p es un polinomio.
Como §;(z) es polinémicamente acotada, para todo x,y tal que |z —y| <§

10(x) — 0(y)| < M|p(z) — p(y)| < e

pues p es continua.

Ademas
m—+1

T =) (1D,
j=0

Para obtener la forma de T, basta con definir

x t2
v; () :/ dtm+1—j"'/ dt10;(t1)
0 0

es decir integrar 6;, (m + 1 — j) veces.
Entonces, v; es continua, polindmicamente acotada (por un procedimiento
analogo al utilizado para ;) y D™ 2v;(x) = DI*16;

Dm-‘r?,Uj — Dj+1Dm+1_jUj — Dj+10j
y por lo tanto
T= Y (=1yD"y; = D" ( > (—1)jvj> -
Jj<m+1 Jj<m+1

Definiendo ®(z) = Z (=1)v;(x) (observe que ® es la suma, finita, de

j<m+1
funciones continuas y polinémicamente acotadas), entonces, ® es continua,
polinémicamente acotada y T' = D™2d. O]

Teorema 8.2. Sea F' € D'(Q)). Entonces, para cualquier K C Q compacto,
existe una funcion continua ® y un multi-indice o tal que F = D*® en
D(K).

Demostracion. Sea F' € D'(Q)) y K C Q con K compacto. Sea x € D(Q2)
tal que K C W C supp(x), para algin abierto W con y = 1 en W (5.13).
Entonces F' = xF' en D(K). Sin embargo, yF' tiene soporte compacto y por
lo tanto define una distribucién temperada y tiene la forma yF = D*® para
alguna funcién continua ® y o € Z2. Asi, para todo ¢ € D(K)

F(p) = xF(p) = D®(p),

obteniendo el resultado. O



Capitulo 9

Aplicaciones

Una vez expuestos los aspectos centrales de las distribuciones, es en par-
ticular interesante observar sus aplicaciones.

9.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

Como motivacién, suponga la ecuacién diferencial v’ = H, donde H es la
funcion de Heaviside definida en 5.6. Observe que la soluciéon para esta EDP

seria
<0
u(z) = a, x
r+b, x>0

por lo tanto u(z) = = + a, para garantizar la continuidad de uw en z = 0. Y
por lo tanto

r4+a, x>0

u(x):{a’ z <0

Sin embargo, u no es diferenciable en z = 0 (pues lim,_, - v'(z) = 0, pero
h’rnngg uw'(x) = 1). A pesar de lo anterior, si se toma ¢ € S(R), se puede

109
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verificar que u/(p) = H(yp)

W) = —ul) == [ ul) (o)

o0

= — /0 ap'(z) dx — /OOO(SC + a)¢(z) dx

— 00

= —ap(0) + ap(0) — /OOO zy' (r) dx

—/ p(z)dx Integrando por partes
0

o0

H(p).

De lo anterior podemos concluir que en algunos casos (posteriormente se
mostraran otros) la solucién cldsica de la EDP no satisface la regularidad
impuesta por esta; sin embargo, la solucién débil (solucién en distribuciones)
si satisface dicha regularidad.

H(z)p(x)dx
)

Definicién 9.1. Una distribucién £ € D'(R?) que satisface una ecuacién
diferencial parcial P(D)E = ¢ es llamada solucién fundamental para el ope-
rador diferencial parcial P(D).

Las soluciones fundamentales son particularmente importantes en la so-
lucién de EPD no homogéneas, de la forma P(D)u = ¢, con ¢ € D(R?):
Sea ¢ = E x ¢, donde E es una solucién fundamental para P(D), entonces
¢ € D(RY) y

P(D)¢ = P(D)(E * ¢)
= (P(D)E) * ¢
=%
=¥,
por lo tanto E x ¢ es una solucion. Gracias a lo anterior, se puede determinar

la solucién de ecuaciones como:

Ejemplo 9.2 (Ecuacién Diferencial Ordinaria de Orden n). Considere la
ecuacion diferencial ordinaria (con d = 1) homogénea
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Con condiciones iniciales

0(0)=0'(0)=---=0""20)=0; 6"V (0) = —.

Suponga w = 6H, donde € es una solucién de la ecuaciéon homogénea. En-
tonces

Dw = (DO)H + 6(0)DH = (DO)H
D*w = D[(D9)H] = (D*0)H + (D§)(0)D*H = (D*0)H

D" 'w = (D" '0)H

1
D"w = (D"0)H + —4.
Qo

Por lo tanto

1
aoD"w + a1 D" tw+ -+ a,w = ag {(D”G)H + —5}
ao

+a (D" O)H + -+ a,(0)Y

=0+ H (i aiD”_ZO)

=0
=0H 4+
=9

Observe que lo anterior es equivalente a

(i ai(s(”_i)) x W =0.
i=0

Por lo tanto, para cualquier ecuaciéon no homogénea de la forma

Z a;D" o =g
i=0

la solucién esta dada por ¢ = w * g, donde w es la solucién fundamental.
En especifico, sea
(D - Oé)@ =9,
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con a € R, una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, entonces, la
solucion para la ecuacion homogénea asociada esta dada por

O(x) =e**
por lo tanto, la solucién para esta ecuacién diferencial es
o =0H * g(x).
Ejemplo 9.3 (Ecuacién de Poisson). Sea Au = g, en R3, entonces la solucién

fundamental para A es
1

4l

Sea ¢ € D(R?), entonces
(AE)(p) = E(Ay)

1
= — / Agp dx; dxo dxs
R3 47

e +x2+x3

2w
// / —Agpr sin ¢pdrdOde
4r

= —lim —(Agp)errdS

e—0 r>e mwr

donde dS = sin ¢dpdf. Integrando por partes, con respecto a r se obtiene
/ E(r)yr*Agdr = E(r)r0,p|>® — / 0, (E(r)r*)0,pdr
r>e€ r>e€

= E(r)r?0,0|™ — 0, E(r)rip|™ + /> A(E(r)r?)pdr
= —B(e)(e)*(0rp)(€) + 0-(E(e))(e)*p(e)
N / AEE)pdr

Sin embargo AE(z) = 0, para todo x # 0. Por lo tanto

(AE)(yp —113%{ / / )r20,pdS — / / 00, (E dS}
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// ) 1r20,dS — 0

lim // 28rg0d5 = lim // Lﬁ&gpds
e—0 e—0
= hm // —1r0rpdS

pero como ¢ € D(R3), entonces ¢ es acotado, al igual que d,¢, obteniendo
lo afirmado.
Ahora

Pero observe que

pues

Ademas

// 15 = / / sin(¢)dgdd = 2m(— cos())[f = 2m(2) =

Por lo tanto

iy [/ olr.0.000,(B0)2)a8 = —tim [ o(0.0)7
. (//W_ds)
(& // ot .01
_ ( i OdS)

= —(0),

lo anterior es cierto, pues ¢ es continua en 0 y si x — 0, (r — 0) y por lo
tanto (r,0,¢) — (0,0,0) = 0. Por lo tanto, se obtiene

(AE)(p) = »(0)
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para cualquier ¢ € D(R?). Esto es
AE =90
Obteniendo asi el resultado.

Veamos otra forma de obtener la solucién para la ecuacién de Poisson.

c 1
*(5F) -
jz|*)  [gle
Demostracion. Consideremos el caso d = 1, entonces
1 o1
]-"(—a) :c/e_m6 adx
|| R ||

= c/ e ¢ dx —|—c/ e — dx
0 x 0 x®

Lema 9.4. Se tiene

con 0 < a <d.

= 2c /OO cos(xf) dx (definiendo y = x§)
0

3

0 ye

e ([ S [ )

=267 (I + Do)

(I + I2)

= 2c

1
51701

Como a < 1, I} < oo, ahora consideremos I
sin(y) o [ sin(y)
I = Yo i _/ yortl dy
y como 14+« > d, I, < co. El caso general es similar. Obteniendo el resultado.
m
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En este lema c¢ es una constante que depende de la defincién de la trans-
formada de Fourier, pues algunos autores, [10] optan por definir

FNQ) = [ e fla)dx.
R
Ejemplo 9.5 (Continuacién de la Ecuacién de Poisson). Considere la ecua-
cién
—Au=f
Vemos que u = ® x f, donde

1
i

y d > 2. Observe que por el teorema 6.18, se tiene

e ( 82%) (6) = —(i&)*a() = ().

)
O;

Por lo tanto

Por lo tanto al aplicar la transformada inversa y el teorema 7.2 se obtiene

1
(27r)d/2

u =

FUF(f =)

1
= (27r)d/2f * P,
Ejemplo 9.6 (Ecuacién del Calor). El operador del calor estd dado por

P(D) =8, — A
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donde A es el Laplaciano en R, Entonces si

1 1 2
— — x| /4t
E(zx,t) = H<t>2d )2 e

satisface P(D)E = 0 en R? x (R \ {0}), E es la solucién fundamental para
P(D).

Sea ¢ € D(R? x R). Entonces, definiendo A = (P(D)E)(y)

A= ((0: = A)E)(p)
= —E((0:+ A)e)

/ (x,t)(Orp + Ap)dx dt pues E es localmente integrable,

E(x,t)(0wp + Ap)dt dx

-1},
- / I ( /DE E(z, )00 + /t>€E(x,t)Agodt) dx
fm

fm

im

0

im —E(x,e)go(x,e)—/ 8tE(.:E,t)<,0+/ AE(m,t)godt) dx
t>e

%
e—0 t>e

_ / lim (—B(z, €) (i, €)) dx
= /lim (E(x,€e)p(x,€))dx,

e—0

1/2

ahora, definiendo el cambio de variables: x = 2¢!/%y, se obtiene: |z|* = 4e|y|?,

y= 52y ydx= 24€?/2dy. Por lo tanto

€E—

(P(D)E)(p) = (ﬂld e / lim (e|y|2 (262, 6)) dy

Obteniendo asi P(D)E = 6.
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Ejemplo 9.7 (Ecuacién de Onda). La ecuacién de onda estd dada por
2

@u(x, t) = kK*Au(x, t),

donde t € Ry # € R? (para este ejemplo se considerard d = 1). Ademaés se
cuenta con las condiciones iniciales

u(r,0) = (@), y Tt(r,0) = gla),

donde f,g € S(RY).

Utilizando la transformada de Fourier, en la ecuacion original, se obtiene

0? 2(¢12

y de las condiciones iniciales

Fu)(€.0) = (&) v 2 Fu)(€,0) = i),

Observe que la ecucacion anterior puede ser estudiada como una ecuacion
diferencial de una sola variable ¢ € R, por lo tanto, utilizando los métodos
usuales de solucién se obtiene la solucion general para la ecuacién diferencial

c1(€) cos(kt|€|) + co(€) sin(kt|]),

pues,
(c1(§) cos(kt[§]) + ca(&) sin(kt[¢]))" = —ktey (€) sin(kt[E])
+ ktcg(€) cos(kt|€])
(c1(€) cos(kt|€]) + ca(€) sin(kt|€]))” = —k*t2c1(€) cos(kt|€])
+ k% cy(€) cos(kt[€])
obteniendo
(c1(&) cos(kt|€]) + co(&) sin(kt[€]))”
+ k*t%cy(€) cos(kt[€]) + co(€) sin(kt|€])
= —k*t%c1 (&) cos(kt|€|) + k*t2cy(z) cos(kt|€])
+ E*t%c;(€) cos(kt[€]) + cz(€) sin(kt|€])

=0.
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De las condiciones iniciales se obtiene

Falw)(€,1) = F(€) cos(kt|€]) + g(g)%

Veamos ahora la inversa de Fourier, para d = 1. Observe que en una dimen-
sion, cos(kt|¢]) = 3 (™ + e7™%)  entonces

Fcos(MOF©O)(w) = 57 (7€) 6™ 1 7€) o)
=5 (Fri© e 71 )
= % (F'A+F'B).
Donde
1 ‘ ‘ 1 i&(r—kt
A= e /R o fla) dxet = (2m)i2 /Rezg( ) f(w) dx
1 .
= (i | T w0
(definiendo : x = x — kt)
= F(T-ktf)
y

1 ; ~ 1 :
B— (3 dx ekt — / i€ (v+kt) d
2m)i2 /Re f(z)dxe Gz Jy e f(z)dx

1 .
= —(2’/T)d/2 /Rezgx) flx —kt)dx
(definiendo : x = x + kt)

= }_(Tktf)

Por lo tanto (aplicando la transformada inversa), se tiene

(F'F(rpef) + F ' F (i)

((7-kef) + (7-xef))

(f(z —kt)+ f(z+ kt)).

F Y (cos(kt€) f(€))(x) =

NN DN~
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Y
1 (e sinkEDy _ 1
}"1( sin :—/ x + s)ds.
Pues, al definir C' = F~! ( (f)%), se obtiene

C = F " (g(&)tsinc(ktl¢])),

donde la funcién sinc(-) se defini6 en 6.3. Pero observe que al definir

0, |x|>tk
ztk@:):{ 2]

1, |z| < tk,

se obtiene

J_"_l(ltk)(g) = C/R —iwg ltk(l') dX

th
=c / e dx
—th

Por lo tanto,

2tk:
cth; )
1
o+ (@)
1 kt

= — r—y)d
% _ktg( y)dy
1 kt

= — g(x + s)d
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9.2. Soluciones Fundamentales y Ecuaciones
Diferenciales

Considere el operador diferencial
P(D)= ) cuD" (9.1)
o] <m

con coeficientes constantes c,. Sea T' € S'(RY), entonces, al aplicar la trans-
formada de Fourier se obtiene

F(P(D)T) = P(()Fu.

Donde P(() es el polinomio obtenido de sustituir {; por D;. Asi llamamos
a P(¢) el Simbolo de P(D). Asi, el operador diferencial P(D) cambia a
multiplicacién por el polinomio P(¢) bajo la transformada de Fourier.

Observacién 9.8. La distribucién T € S'(R?) es solucién de la ecuacién
diferencial P(D)T = 0 si y solo si FT' € S'(R?) satisface P(¢)FT = 0, es
decir, si P(¢) # 0, para todo ¢ € R¢, entonces FT = 0 y por lo tanto T = 0.

Observe que de la ecuacién (9.1), suponiendo que E € S'(RY) es una
solucién fundamental, de P(D), se obtiene

1= F(P(D)E) = P(()FE.

Anslogamente, si Q@ € S'(R?) es una solucién de la ecuaciéon P(¢)Q = 1,
entonces F = F1Q € §'(R?) es una solucién fundamental para P(D).

Definicién 9.9 (Operador Eliptico). El operador diferencial P(D) de orden

m se dice eliptico si
Pm(g) = Z CaC”®

la)|=m

no tiene ceros reales, diferentes de ( = 0, es decir

CER? y (#0 = P,(¢)#0.

Lema 9.10. El operador diferencial P(D) en R es eliptico de orden m si y
solo si existen constantes ¢ > 0 y R > 0 tales que

PO =cl¢]™ (9.2)
para ( € R y || > R.
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Demostracion. = Suponga P(D) eliptico, por lo tanto |P(D)| alcanza un
minimo en el conjunto compacto S = {¢ € R?: || = 1}. Asi, existe n € S
tal que para todo ( € S

1P (O] = [P ()]

Pero como 1 € S, n # 0 y por ser operador eliptico u = |P,,(n)| > 0.
Para cualquier ¢ € R4\ {0}, [¢|'¢e Sy

s (157)| =1 ipato

Definiendo Q(¢) = P(¢) — P,((), entonces @ tiene grado m — 1 y por lo
tanto, existe d > 0 tal que

,U<

Q) <dl¢|™,
para | (| > 1. Asi (] > 1

[P(O)] = 1Q(C) + Pm(C)]
> [Pn(O)] = 1Q(0)]

> pl ™ =dlc™

=|n- I<1-

< I< ||>

Obteniendo el resultado.

< Suponga P(D) no es eliptica y cumple la ecuacién (9.2). Asi, existe un
¢ # 0 tal que P,,(¢) =0, por lo tanto, P, (t¢) =t"P,({) =0

P(iC) = Fn(t¢ + Q(iC) = Q(£C).

Por lo tanto @) es un polinomio en ¢ de grado menor que m contradiciendo
asi (9.2), pues en ese caso, () tendria grado mayor o igual a m. [

Teorema 9.11. Todo operador eliptico P(D) en R? tiene una solucion fun-
damental E € D'(RY).

Demostracion. Suponga P(D) de orden m y R > 0 que cumpla el lema 9.10;
eligiendo n € C? tal que P,,(n) # 0. Para z € C se escribe P(¢ + nz) como
polinomio en z

P(C+n2) = Pu(n)2"+ Y Ri(()2,
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donde los coeficientes R;(¢) = R;(¢,n) son polinomios de ¢. Definiendo ¢; =
supj¢j<r | 1(¢)|, se obtiene el acotamiento

|P@+W@|2W”ORMWM—§:T31>,

=0

donde |z| =7y | (| < R. Observe que el término entre paréntesis tiende a
| Pn(n)| siempre que r — oo, por lo tanto existe un € > 0y r > 0 tal que

|P(C + zn)| > €,

para z € C, con |z| =7, € R4y | (| < R. Definiendo, B = {¢ € R?: | (|| <
R}, C=RI\ByE=F+G:R*— C,donde F = F 1(1¢/P) y

z:r (C+2m) d J
(27 d/Q/ 2m/|| ¢+ zm) “de.
Veamos que

etiw(C+2m) d
P(D .
(D)&(@) 27rd/2/27rz/|z zPC—l—z)ZC

giw(C+2m)

PCran basta demostrar:

Definiendo f(z,z) =

1. f(z,z) es continua en |z| = r, lo anterior es cierto pues z, P((+zn) # 0,

en |z| =r.
2. g; f(x,2) < g(x) donde g € L*

/ - flz,2) = (i(¢ +njz) f(x, 2)

|z|=r 81’]’ |z|=r

pero como «; < m, existe un Q(¢) tal que P(¢) = C]aj + Q((¢), por lo

tanto
O | em (C+2zm) ‘
Pk )meQ@+mm
\leQ(C + zn)|

Pero observe que al utilizar el teorema de Cauchy

1 | §
/;lﬂﬁﬁizm@=2m@@» < o0,
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Por lo tanto, para todo «; se cumplen las condiciones anteriores, asi definien-
do

olel
A= Z CQW G(Q?)

laj<m

se obtiene

1 1 olel etz (C+zn)
A= — ) dzd
(2m)d /B 2mi [4: Z ¢ Ozt -+ - 0xy* zP(C + z1) 2dq

" lal<m

1 1 iz (C+zm)
S / L / ¢ dzd(.
(271') B 27 |z|=r z

Ahora, observe que al utilizar el teorema de Cauchy en la integral de linea

compleja, con zp = 0
eiI(C-I—Z??)
/ dz,
|z|=r z

iz(C+2zn) )
/ ¢ dz = 2mi (9,
ol=r %

se obtiene

lo que implica
1 i —

Al utilizar un argumento andlogo, se obtiene P(D)F = 1¢

L p(D) / L
(27) 72 o P(x)
et

pero, f(x,() = ) €S continuo en C' pues P es eliptico; ademas

P(D)F =

ei:v(
P(x)

1
~ [P(2)

y para m > 1

/Cﬁdx<oo.
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De lo anterior se obtiene

1 eiz( 1 )
= —— — Z$C — _1
PIDF = 5 /C PD) s % = i / e dx = F 1.

Por lo tanto

P(D)E = P(D)F + P(D)G =F "1¢c+ F '1p=F '1 =4,

obteniendo asi el resultado. O

9.3. Espacios de Sobolev

Se demostré (teorema 6.12) que el operador F es unitario en L?, més
aun para todo u € L*(R?), F(Du) = (—i€)*F(u) (pues u es distribucién
temperada por el teorema 4.16). Por lo tanto, si u € L? sus derivadas de
orden k y menores que k estan en L? si y solo si (1 + | &[)*F(u) € L?. El
espacio de las funciones que cumplen lo anterior se notard Hy = H s (R%):

Definicién 9.12 (Espacios de Sobolev). Para todo s € R se define el espacio
de Sobolev Hs) = Hs)(R?) de orden s como el conjunto de todos los u €

S'(RY) tales que (14 |- [*)*/>F(u) € L*(R?). Se define la siguiente norma
sobre este espacio

1/2
Juli, =(/ Ful© 1+ 1€ 1
O+ s

Observe que la norma se eligi6 de forma tal que H) = L*.

Es convencién de utilizar el factor peso (14| € |*)"/2, en lugar de 1+ €|,
se debe a que 1+ | €| es andlogo al stmbolo I — A (donde A es el operador
de Laplace). Pues

d

F((I-Au )—u—JE(Zaa—;u)

o
=u—a <Z(—i§j)2>

a(l+ €]
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Por lo tanto

(I=AyF=F o(l+]el)o

puede definirse para todo z € C. Teniendo en cuenta lo anterior, el espacio
H se puede definir también como el espacio de todas las distribuciones
u € S’ tales que v := (I — A)*/?u € L? y la norma en H(s de u, es la norma
de v en L2

El siguiente teorema es valido para d € Z

Teorema 9.13 (Teorema de Riemann-Lebesgue). Sea u una funcion Le-
besgue integrable en R?, entonces Fu es uniformemente continua en R? y
Fu — 0 siempre que & — 0o. En particular, Fu es acotado en R? y satisface

Fu@)] <c [ Julo)]dx
Rd
con & € R".
Demostracion. Como |e™™¢ | = 1, la acotacién anterior se sigue de

1 .
< - —iz€ — )
| Fu| < om) i /Rd\e ||u(z)|dx C/Rd lu(x)| dx

Ademss, en R?

i
M&

1 ( ||su2§l) .

T
&+ 512)
2 <3” us||2

- ||f||2Zg

=x€+T7

T
_|_—
TR

I
AM&
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m4s aun, e”" = cos(w) — isin(w) = —1, por lo tanto

Fu(§) = C/]Rd e " () dx
— (~1)e /R e () dx

~ (~1)e / oot/ AEPIOE 4 () dx
R4

=(=1)c ey, x—i dx
e [ (e )

= = FTaep)et
= —Full =7 pppe).
Asi, definiendo p = 1 y utilizando lo demostrado en el teorema 7.22, existe

una sucesion en D'(RY), ¢, tal que para un n € Z: [u— ¢, |, < ze.Por lo
tanto

R T Pl e PN

para h € R%. Ademds, existe un R > 0 tal que para |z | > R, ¢,,(z) = 0, asi,
fijando B = {x € R?: || < R+ 1}. Como ¢, es uniformemente continua,
se puede eligir 0 < 6 < 1 tal que

€ 1 Lp
|Pn(z + D) = du()] < 3 (m)

con | k| < é. Por lo tanto

/Rd|¢n(x+h)—¢n(:v)|de:/B|¢n($+h)_¢n($)|pdx< <§>1/p

para | h| <4, es decir | T_pndp — ¢n |, < 5. Asi, para [h] <0

| u(ren = 1) [ o = | 7-nu — w1
< 7ont =T wbn |l + 1 T-nOn — Dn o + = bn s
< €.

por lo tanto, siempre que |h| — 0, u(7—p, — I) — 0 en LP y como F es
continuo, entonces
Fu—0
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en L.
Veamos que Fu es uniformemente continua. Sean &,7 € R?

c (/ =&+ () dx—/ @) y(x) dx)
Rd R¢
/ " (e —1) u(z) dx
R4

<2 [ |u(x)]dx < 0.
R4

[ Ful§ +n) — Fulé)| =

=C

Asi, utilizando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se ob-
tiene

lm |Fu(€ + ) — Fu(§)] < c

(573 1/ xn -1 d

/R & (e ) u(z) dx
=0

obteniendo el resultado. O

Teorema 9.14. Sea k € Zy, siu € H) y s > g—%— k entonces u es de
clase C* y 0%u(z) — 0 siempre que |z | — oo para todo multi-indice o con
la] < k.

Demostracion. Observe que la desigualdad s > g + k implica

2(s—k)>d
2k —s) < —d

por lo tanto (1+ | £[)*~* € L2 Mas aun, |£|* < (14| £])¥, para cualquier
|a| < K, por lo tanto

EA+IeD™A+ e Fu@©) < A+ 1D A+ €D Fu(©).

Como u € H(s) entonces (14 [ £])*Fu(§) € L?, asi, utilizando el teorema de
Hélder (2.24) se obtiene

/!f“(HHéH)_S(lHISII)SFu(€)| < AN I 1A+ €D Fu(§) 2 < oo

por lo tanto F(D%) € L'. Por el teorema de Riemann-Lebesgue, 9.13,
F1FDu es uniformemente continua y por lo tanto D% es uniformemente
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continua (6.15). Mas aun, por el teorema 5.4, D*u es igual a la derivada
usual de u y por lo tanto esta es continua.

M4s aun por el teorema de Riemann-Lebesgue F~1F D%y H "—> 0, obtenien-
—00

do asi el resultado. O

Teorema 9.15. Sea P(D) un operador lineal diferencial en R? de orden m
y con coeficientes constantes. Entonces, para todo s € R, P(D) es un mapa
lineal continuo de Hg en H_p)

Demostracion. Observe que P(&)(1+ &) ~F es acotado. Pues, como P es un
polinomio de grado m

= Zszl
i=0
<> alel”
i=0
S

=0
<+HIED"Y e
=0

Por lo tanto

| FPD)y @+ €D [ = 1 Fu©PEA+TED |2
<[PEOA+[ED™™ 2 [ Fu@@ + 1€ 1.2

<D el Fut+ €07 ]
=0

como u € Hgy | Fu(l+ |£])% ]2 < oo, asi, P(D)u € H(s_py). O
Mas aun, se puede definir el espacio de Sobolev localmente

Definicién 9.16. Sea X un abierto de RY y F' € D'(X). La distribucién
F' se dice que pertenece localmente a H si oF € H(S)(Rd) para todo

¢ € D(X). El espacio de todas las distribuciones con estas caracteristicas
se notard H{% (X).
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Vale la pena resaltar que esta no es la tnica forma de definir los espacios
de Sobolev. En general, estos se definen como

Wh? .= {y € LP: D*uc LP, |a| <k}

y su norma se define como

[ulyes = D 1Dl

lal <k

9.4. Calculo Fraccional

Para esta seccion, suponga d = 1.
Considerando lo anterior, todo F' € D'(R) tiene un primitiva de orden k en
D'(R) definida como

G=x"xF, (9.3)
con b1
Xt = LH(x) r € R.
(k=)

Veamos la demostracién de (9.3) por induccién:
Sea k = 1, entonces

DG = (DxL)* F

=D(H(x))x F
=0x*xF
=F,
por el ejemplo 7.8.
Suponga que se tiene
D*G = F,

entonces

k+1 z*
D' =D <EH(5L‘))

= 1)'H(a:) + H(S(x)
k1
" - 1)'H(x)
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Por lo tanto

Dk+1G _ Dk(DX’iJrl) x F
= Dkxi x [
= D*G por la hipétesis inductiva
=F.

Por lo tanto, para todo k € Z ..
kv ok _ — .
DG =xi*F=0xF=1FI,
de manera similar se define la k-ésima derivada de G en funcién de 6.
Lo anterior es el centro de la definicién, a través de las distribuciones (pues

existen otros enfoques), de las integrales y derivadas de orden a € C. Se
define la familia de operadores

It = x4
que depende de a € C. A esta familia se le pediran las siguientes propiedades:

1. x4 € D'(R) y supp(x%) C Rxo.

2. Xk(z) = %H(x), para k € Z, .
3. X7 (z) = oW,

4. x2 xxh = x4, con b e C.
Observe que por la primera propiedad I¢ : D' — D' es continuo y lineal.
Por las dos siguientes condiciones, el operador I¢ permite calcular la a-ésima
primitiva y derivada.
Asi, se define

'I,afl

['(a)

X4 (z) = H(z), = €R,

donde, T'(+) es la funcion Gamma, definida por

Fla+1) = / e " dx,
Ry
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cln(zx)

y que cumple la propiedad I'(a + 1) = al'(a) y z° = ¢ , para ¢ € C.

Considerando lo anterior,

a—1
/Xi dX:/i( )H($) dx integrando por partes
a

x° x®
= ——H(z)— | ——=d(z)d
al'(a) () / al'(a) (z) dx

— Xi-t-l
pues z%0(z) = 0 para todo = € R.
El operador I (u) = x4 * u es llamado la Integral de Riemman-Liouville de
u [4]. Este operador permite generalizar la nocién de primitiva de u.
Al definir

Mé(a) == T(a)x () = / 2971 (z) dx
RZO

donde M : ¢ — M¢p, M es llamada la transformada de Mellin , debido a
esto, x4 es llamada distribucién de Mellin o nicleo de Mellin .
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