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Algunas propiedades topoldgicas de los grupoides
dobles de Lie

Juan Sebastian Rodriguez
Javeriana.

Resumen

En este trabajo pretendemos dar una breve introduccién a la teoria de grupoides (dobles)
de Lie y estudiamos algunas propiedades topoldgicas de los mismos. De manera mds exacta,
demostramos que el groupoide de monodromia asociado a una foliacién admite una estructura
de grupoide de Lie y que la inclusién de la médula en el grupoide doble subyacente, satisface
la Propiedad de Extension de Homotopias.

Palabras claves. Grupoides dobles, Grupoides topolégicos, Grupoides de Lie, Cofibra-
ciones.
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1. Introduccion

La aplicacion de métodos categéricos en geometria diferencial ha cobrado gran interés.
Como puede observarse en [C, CF1, CF2] existe una gran variedad de resultados geométricos
que se derivan a partir del estudio de estructuras como Grupoides y Algebroides de Lie, Alge-
broides de Courant, Espacios Simpliciales, Extensiones de Kan, n-categorias, etc. Pero pocos
trabajos se han dedicado al estudio de las categorias iteradas ' Los trabajos de Ehresman [Eh],
R. Brown y K. Mackenzie [BM], Mackenzie [M1, M2, M3, M4, M5] y, mds recientemente,
por Th. Voronov [V], Gracia-Saz y Mehta [GM] y R. A. Metha [M], son algunos de los po-
cos trabajos dedicados a estudiar propiedades geométricas (y topoldgicas) sobre estructuras
categoricas dobles.

Como consecuencia, es comprensible que no se tenga un amplio conocimiento, de las
propiedades geométricas y topoldgicas de las categorias formadas por estas estructuras dobles,
en particular, de la categoria formada por los grupoides dobles (topoldgicos y/o de Lie).

En este trabajo pretendemos dar una breve introduccion a la teoria de grupoides (dobles) de
Lie y estudiar la Propiedad de Extension de Homotopias para la médula de un grupoide doble
de Lie. A continuacion daremos una descripcion mds detallada del contenido del trabajo.

En el primer capitulo se introducen los preliminares necesarios para desarrollar el resto del
trabajo. Se comienza dando una pequena introduccion a la teoria de categorias y grupoides. En
este trabajo, dada una categoria con conjunto de flechas A4, pensaremos la multiplicacién en 4
como la concatenacion de flechas, leida de derecha a izquierda, como se muestra a continua-
cion:

Concluimos el primer capitulo con una introduccién bésica a las variedades diferenciables.

En el segundo capitulo construimos el grupoide (y grupo) fundamental asociado a un espa-
cio topoldgico y estudiamos su relacion con los espacios de cubrimiento del espacio inicial. En
particular, mostramos como construir el espacio de cubrimiento universal a partir del grupoide
fundamental.

En el tercer capitulo estudiamos algunos resultados de grupos topolégicos, introducimos
las dlgebras de Clifford y damos una construccién del grupo espinorial siguiendo [Ch].

En el cuarto capitulo, estudiamos foliaciones de variedades diferenciables. Para cada fo-
liacién construimos el grupoide de monodromia asociado y demostramos que el grupoide de
monodromia de una foliacion siempre admite estructura de grupoide de Lie. Aunque es bien

IN.de T para n-fold categories.



conocido entre los expertos, presentamos aqui, por primera vez, una prueba totalmente deta-
llada de este hecho.?

En el quinto capitulo estudiamos la Propiedad de Extension de Homotopias para funciones
continuas. Concluimos el capitulo demostrando algunos criterios para decidir si una aplicacién
dada es cofibracidn.

En el dltimo capitulo de este trabajo estudiamos nociones basicas de la teorfa de grupoides
dobles topoldgicos, definimos la médula y el grupoide medular asociado a un grupoide doble
y concluimos el capitulo estudiando cofibraciones sobre grupoides dobles topolégicos y pro-
bamos el resultado principal de este trabajo (Teorema 6.20):

En un grupoide doble de Lie la inclusion de la médula en el espacio de cajas es una
cofibracion.

2En [MM] se da una idea de la prueba, sin completar detalles.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estudiaremos los preliminares necesarios para el desarrollo de este trabajo.
Las dos primeras secciones constituyen los preliminares algebraicos de la teoria de categorias
y seguiremos el enfoque de [MI]. Para evitar problemas de fundamentos, pensaremos que
todos los conjuntos subyacentes a las diversas estructuras que consideraremos (grupos, anillos,
espacios topoldgicos, etc) hacen parte de un universo U. En la ultima seccién estudiamos las
nociones basicas de la teoria de variedades diferenciales, como en el texto [Le].

1. Categorias

DEFINICION 1.1. Una categoria pequeiia C es una coleccién de datos (4, O, s,t,m,id)
tales que :

e 4y O son conjuntos, llamados conjunto de flechas y objetos, respectivamente,
e 5.1: 4 — O son funciones, llamadas origen y final, respectivamente,
em:A,x; A— Aeid: O— A son funciones, donde

Asxe A={(8,f) € AxA[s(g) =1(/)},

denota el producto de 4 con si mismo fibrado por s y ¢. Dado (g, f) € 4 sx; 4 escri-
biremos gf en lugar de m(g, f) e idy en lugar de id(X).

Todos estos datos sujetos a las siguientes condiciones:

® Si(f,g) € Asx; A, entonces s(fg) =s(g) y 1(fg) =1(f)
e Si(hg),(g,f) € Asx, A, entonces h(gf) = (hg)f.

e Si X € O, entonces s(idx) =t(idx) = X.

e Si f € 4, entonces [ idy ) = f=idyy)f-

OBSERVACION 1.2. Dada una categoria C = (A4, O, s,t,m,id), llamaremos conjunto de
morfismos de la categoria al conjunto de flechas 4. En algunas ocasiones denotaremos la ca-
tegoria por el grifico

A—=O0.
t

OBSERVACION 1.3. Dada una categoria C = (4, O,s,t,m,id), el conjunto O también se-
rd denotado por Ob (). Dados X,Y € O, el conjunto {f € 4 |s(f) =X y t(f) =Y}, lo
denotaremos por Hom(X,Y) y se denominard conjunto de morfismos de X en Y; también
escribiremos f : X — Y en lugar de f € Hom(X,Y).
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OBSERVACION 1.4. Los axiomas que definen una categoria se pueden reescribir utilizando
diagramas conmutativos. Una categoria C es una coleccion de datos (A4, O, s,t,m,id) tales que
los siguientes diagramas son conmutativos:

1. Compatibilidad de la composicion parcial con las aplicaciones origen y final.

a<"g.x, a2 g

Lok

(@) p A o,

N

donde p; y p denota la proyeccién en la primera y segunda coordenada, respectiva-
mente.
2. Asociatividad de la composicion parcial.

Id_qu

ﬂsxtﬂsxtﬂéﬂsxtﬂ

mxldgl lm

Agx; A A,

3. Compatibilidad de la aplicacion identidad con las aplicaciones origen y final.

4. Identidad para la composicion.

Id/le'd l'dXIqu
A X1gy)0 —= A Xt A<—0pg,%¢ A

S

Aa

A continuacién damos algunos ejemplos de categorias y de construcciones generales sobre
las mismas.

N
DEFINICION 1.5. Sea C = A4 —= O una categoria, definimos la categoria opuesta C°P
t

por:
e Ob(C?) = 0Ob((C).
e Hom o (X,Y) = Hom(Y,X).
e Las aplicaciones origen y final de C°7 son ¢ y s, respectivamente.
e Si f € Homeor(X,Y) y g € Hompop (Y, Z), definimos mop (g, f) = fg.
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DEFINICION 1.6. Sea ( una categoriay X,Y € Ob((). Decimos que f € Hom(X,Y) es
un isomorfismo, si existe g € Hom(Y,X) tal que gf = idx y fg = idy, en tal caso diremos que
X es isomorfo aY.

EJEMPLO 1.7. Sea R un anillo, denotamos por gM a la categoria cuyos objetos son R-
modulos a izquierda y las flechas son morfismos de R-mddulos con la composicién usual de
funciones.

EJEMPLO 1.8. Sea G un grupo finito. Una representacion de G sobre un cuerpo k es un
par (V,p), donde V es un espacio vectorial sobre k y p : G — GL(V) es morfismo de grupos.

Sean (V,py) y (W,pw) representaciones de un grupo finito G sobre k. Un morfismo de
representaciones o un entrelazamiento, es una transformacioén lineal 7 : V — W tal que T o
pv(g) =pw(g)oT paratodo g € G, es decir, el siguente diagrama es conmutativo

T

W

\%
Pv(g)l jpw(g)
|%

—W.

T

Definimos la categoria de representaciones de G sobre k, denotada por R epy (G), como la cate-
goria cuyos objetos son representacines de G sobre k y cuyos morfismos son entrelazamientos
entre representaciones de G.

EJEMPLO 1.9. Sea R un anillo conmutativo. Definimos la categoria M atg, a partir de los
siguientes datos

e Objetos: Numeros naturales.
e Flechas: Para todo m,n € N, definimos Homg,,, . (m,n) = Mjx,,(R), el conjunto de
todas las matrices de tamafio n X m con entradas en el anillo R.

La composicién de flechas es la multiplicacion usual de matrices.
DEFINICION 1.10. Sean C = (4, 0,s,t,m,id)y C' = (A4',0',s',t’,m’,id") categorias, un
funtor (covariante) de C en ' es un par de funciones F : 4 — 4"y f: O — O tales que
o F(idx) = id}y,, para todo objeto X de C.

e Si g € Hom¢(X,Y), entonces F(g) € Hompq (f(X), f(Y)).
e F(gh)=F(g)F(h), para todo par de morfismos g y  tales que gh este definido.

Cuando no haya peligro de confusién denotamos por F a las dos funciones fy F.SiF : C — D
y G : D — ‘E son dos funtores, el funtor GoF,go f: C — D se llama la composicién de G con
F.

EJEMPLO 1.11. Sea C una categoria, definimos el funtor identidad /- : C — C como
I-(X) =Xyl (f) = f para todo objeto X y morfismo f de la categoria.
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EJEMPLO 1.12. Sean Ringy Grp la categoria de anillos y grupos, respectivamente. Para
cada anillo R sea GL(n,R) el grupo general lineal de todas las matrices invertibles de tamafio
n % n con entradas en R. Observe que cada morfismo de anillos f : R — S induce un morfismo de
grupos GL(n, f) : GL(n,R) — GL(n,S), tal que para cada A € GL(n,R) la matriz GL(n, f)(A)
se obtiene al aplicar f a cada entrada de la matriz A. Se sigue que GL(n,-) es un funtor de
Ring en Grp.

EJEMPLO 1.13. Definimos * : X ing — Grp como el funtor que a cada anillo R le asocia el
grupo R* de todas las unidades de R y a cada morfismo de anillos f : R — S asocia el morfismo
de grupos f* := f|g-.

DEFINICION 1.14. Sean F,G : C — D dos funtores, una transformacion natural © : F—-G
de F en G es una familia de morfismos Ty € Homgp(F(X),G(X)) tal que para cada morfismo
f € Hom(X,Y) el siguiente diagrama es conmutativo

X

F(X) —
F(f)
es decir Ty F(f) = G(f)tx. Si Tx es biyectiva para todo X € Ob((), decimos que T es un

isomorfismo natural y escribimos F = G. Denotamos por D¢ a la categoria cuyos objetos son
funtores de C en D y morfismos son transformaciones naturales.

DEFINICION 1.15. Decimos que dos categorias C y D son equivalentes, si existen funtores
F:C—oDyG:D—Ctalesque Il =GoFylp=FoG.

EJEMPLO 1.16. Sean Cy D categorias. Definimos el funtor diagonal A : C — C? como
sigue.
e Para cada X € Ob(() el funtor Ay := A(X) : D — C viene dado por Ax(Z) =X y
Ax (f) = idx, para todo Z € Ob(D) y todo morfismo f de D.
e Si f:X — Y esun morfismo en C definimos A(f) : Ax—>Ay por A(f)z = f, para todo
Z € Ob(0).

EJEMPLO 1.17. Sean GL(n,-),* : Ring — Grp los funtores de los Ejemplos 1.12 y 1.13.
El determinante det : GL(n, -)—>* es una transformacién natural. Mds explicitamente, para cada
par de anillos Ry S, y cada morfismo de anillos f : R — § el siguiente diagrama es conmutativo

d
GL(n,R) %~ R*

wer| s
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EJEMPLO 1.18. Sea G un grupo con identidad e. Consideremos 4 = G, O = {x},id : O —
A definida por id, = e, s,t : A — O constantes y m : 4 x 4 — A4 definida como el producto
del grupo. La coleccién de datos (A4, O, s,t,m, id) define una categoria. Mds atn, si G y H son
grupos, entonces una funcién @ : G — H es un morfismo de grupos si y s6lo si es un funtor
entre las categorias asociadas a G y a H. Supongamos que @,y : G — H son funtores tales
que existe una transformacién natural T : ¢—=y. Luego, para cada g € G el siguiente diagrama
conmuta

{x} —= {x}
w(g)l l\v(g)
{x} — {+}.

Es decir 7,0(g)t; ' = y(g). Reciprocamente, si existe 7 € H tal que ho(g)h~! = y(g) para
todo g € G, podemos definir una transformacién natural T : @—\ por T, = h. Por lo tanto, dos
morfismos son conjugados si y sélo si existe una transformacion natural entre ellos.

EJEMPLO 1.19. Sea k un cuerpo, consideremos la categoria Vecty. cuyos objetos son espa-
cios vectoriales sobre k de dimension finita y morfismos son transformaciones lineales. La ca-
tegoria Vecty es equivalente a M aty.. En efecto, para cada espacio vectorial V fijemos una base
ordenada By de V. Definamos F : Vecty, — Maty por F(V) =dimV, F(T) = [T]g, 3, ,la ma-
triz asociada a T con respecto a las bases By y By, donde T : V — W. Sea G : M aty, — Vecty
el funtor definido por G(n) =k" y G(A) = Ty, la transformacion asociada a la matriz A con res-
pecto a las bases Byn y Byn, donde A es una matriz de tamafio n X m. Es claro que F oG =1y7,,, -
Por otro lado, note que (Go F)(V) =k4™V y si T : V — W es una transformacién lineal, en-
tonces (Go F)(T) = ’cv_vl Tty, donde Ty es el isomorfismo de espacios vectoriales que envia
el i-ésimo vector de Byamv en el i-ésimo vector de By. Para ver que Vecty es equivalente a
M aty, observe que para cada transfomracion lineal T : V — W el siguiente diagrama conmuta

v
—_—

\%4
r‘;,l Tty L j T
kdimW 1%

kdim 14

B ——
Tw

Es decir T es un isomorfismo natural de Go F a Iy, -

DEFINICION 1.20. Sea ( una categoria, decimos que un objeto X de la categoria es:

e Inicial, si para cada objeto Y de la categoria existe un unico morfismo de X en Y.
e Final, si para cada objeto Y de la categoria existe un tnico morfismo de Y en X.
e Nulo, si es inicial y final.

Observe que dos objetos finales (o iniciales) de una categoria C son isomorfos.
11



DEFINICION 1.21. Sean Cy D categorias, para cada objeto C de C y cada funtor F : D —
C definimos la categoria coma asociada a C y F, denotada por CS*', como la categorfa cuyos
objetos y morfismos se definen a continuacidn.
e Un objeto de CHF es un par (X, f), donde X € Ob(D) y f : C — FX es un morfismo
en C.
e Dados dos objetos (X, f) y (Y,g) de CVF un morfismo de (X, f) a (Y,g) es un morfis-
mo 4 : X — Y en D tal que el siguiente diagrama conmuta

C
7 N
FY.
h

F

FX

DEFINICION 1.22. Una flecha universal de C a F es un objeto inicial en la categoria C¢HF .

OBSERVACION 1.23. Una flecha universal de C a F es un par (X, f) con X € Ob(D) y
f:C — FX morfismo en ( tal que para cada par (Y,g) conY € Ob(D) y g: C — FY, existe
un tnico morfismo 4 : X — Y en D tal que el siguiente diagrama conmuta

7N
FX o ~ FY.
Fh

DEFINICION 1.24. Sean ¢ : A — By ¥ : A — C morfismos de una categoria C. Un pushout
de @ y v es una terna (D,ij,i3) donde D es un objeto de C, ij : C — D e i : B— D son
morfismos en ( tal que

° i1y =00
e SiE€Ob(C)yj1:C—E, j,:B— E son morfismos tales que jjy = j>@, entonces
existe un Unico morfismo / : D — E tal que j; = liy y j» = lip (ver Diagrama 1.1).

A2

’

il

DIAGRAMA 1.1. Pushoutde @ y V.

OBSERVACION 1.25. El pushout es tnico salvo isomorfismos y se denota D = CyUgB.
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PROPOSICION 1.26. Sea C una categoria y ‘E la categoria

), 0 ;O

l<—2—3.
Definamos un funtor F : ‘E — C por
F(1)=C,  F(2)=A, F@3)=B, Fi=v, F()=e
Una flecha universal de F € Ob(Ct) a A: C — C* es un pushout de ¢ y .

DEMOSTRACION. Sea (D, ) una flecha universal de F a A, luego D € Ob(C) y t: F>Ap
es una transformacion natural. Como T es una transformacion natural, entonces el siguiente
diagrama es conmutativo
¢

— . B
-
por lo tanto Ty = 730.
Sea E€Ob(C)y j1:C —E, jo:B— E morfismos tales que jjy = j>¢. Definamos la
transformacion natural o, : F — Ag por o) = ji, 02 = j1¥ = j2@, 03 = jp. Como (D,T) es una
flecha universal de F a A, entonces existe un unico morfismo /4 : D — E tal que el siguiente

<

O~

! 2

O<—0O

diagrama es conmutativo

C A B
D <<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<< >E, D <<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<< >E’ <<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<< >E
h h h

Lo anterior implica que el Diagrama 1.2 es un diagrama conmutativo.
Si /' : D — E es otro morfismo tal que j; = At y j» = K12, entonces los siguientes
diagramas conmutan

C A B
D o ~E, Do ~E, Do E.
4 W h
Por lo tanto h = /'. O

13



DIAGRAMA 1.2.

DEFINICION 1.27. (Categoria con productos fibrados) Sea C una categoria. Supongamos
que ¢:B—Ayy:C — A son morfismos de C. Un pullback de @ y y es una terna (D, p1, p2),
donde D € Ob(C), p1 : D — Cy p2 : D — B son morfismos en ( tal que

® Op2 =VYpi.
e SiIE€Ob(C)ym : E— C,m,: E — D son morfismos tales que @, = Yn, entonces
existe un dnico morfismo A : E — D tal que pjA =Tt y ppA = @ (ver Diagrama 1.3).

s

C —A.
vy

DIAGRAMA 1.3. Pullback de ¢ y .

Decimos que ( tiene productos fibrados si cualquier par de morfismos @ : B —+Ayy:C — A
admite un pullback.

OBSERVACION 1.28. El pullback es tinico salvo isomorfismos y se denota por D = C yX¢
B. También llamamos a C X ¢ B €l producto de C y B fibrado por  y @.

EJEMPLO 1.29. La categoria Grp cuyos objetos son grupos y cuyas flechas son morfismos
de grupo tiene productos fibrados. En efecto, sean G,H,K gruposy ¢ : G - K, y: H - K
morfismos de grupos. El conjunto

(1.D) G oxy H={(g,h) € GxH[9(g) =w(h)},
tiene las siguientes propiedades:

e El producto (g1,h1)(g2,h2) = (g182,h1h2) en G ¢xy H define una estructura de grupo.
14



e Las proyecciones p1 : G ¢xy H — G, p2 : G ¢xy H — H definidas por pi(g,h) =gy
p2(g,h) = h son morfismos de grupos y hacen el siguiente diagrama conmutativo:

a [

G K.

e Supongamos que D es un grupo y que Ty : D — H, T : D — G son morfismos de
grupos tal que el siguiente diagrama conmuta

T
—s H

D
ﬂll v
G —K.
¢

Definamos A : D — G ¢xy H por A(d) = (71(d),T2(d)). Como 71,72 son morfismos
de grupos también lo es A. Ademas para todo d € D se tiene que p>(A(d)) =mo(d) y
p1(M(d)) = mi(d), es decir el siguiente diagrama es comutativo

G

Supongamos que 6 : D — G ¢ Xy H es un morfismo de grupos tal que pj o8 = m;
y p20d = T, escribamos & = (81,0;) con 8; : D — G y & : D — H sus funciones
coordenadas. Luego, 8; = pj0d =71 y 8 = pr 0d = Ty, es decir

6= (81,8) = (m1,m2) = A

Como conclusion, el grupo G ¢ Xy H es el producto fibrado por @ y y de G con H.

EJEMPLO 1.30. Sea 7 op la categoria cuyos objetos son espacios topolégicos y morfismos

son funciones continuas. Sean X,Y y Z espacios topolégicosy f: X — Z, g : Y — Z funciones
continuas. Definamos

X pxg ¥ ={(xy) € X XY | f(x) = ¢(y)}

dotado con la topologia heredada del espacio X x Y. El espacio X rx¢ Y es el producto de X
y Y fibrado por fy g.

15



EJEMPLO 1.31. Sea Man la categoria cuyos objetos son variedades diferenciales y mor-
fismos son funciones suaves (ver capitulo 1, seccion 3). Man no tiene productos fibrados.
Considere la funcién f : R — R dada por f(x) = x*. Observe que si R rx s R es un pullback
en Man, entonces también es un pullback en Zop. Por lo tanto, como espacio topolégico
R ;x s R={(x,y) € R? | x* =y*} = {(x,y) € R*|x = £y}. Pero R yx s R no es localmente
euclidiano en (0,0).

DEFINICION 1.32. Sea ( una categoria con productos fibrados. Un objeto categoria in-
terno a C consiste en los siguientes datos
1. Dos objetos Ay O de C,
2. dos morfismos s, : A — O de C,
3. un morfismom: A x; A — A de C, donde A ¢X; A es el producto de A con si mismo
fibrado por s y ¢,
4. un morfismo id : O — A de C.

Todos estos datos sujetos a la conmutatividad de los diagramas de la Observacion 1.4.

2. Grupoides

DEFINICION 1.33. Una categoria G = M es llamada un grupoide si toda flecha de G es
un isomorfismo. Es decir, existe una aplicacién ~! : G — G tal que
e f7l:Y > Xparacada f: X =7,
o ff '=idyy f~'f=idyparacada f: X =Y.

OBSERVACION 1.34. Por abuso de notacién escribimos G para el grupoide y para el con-
junto de morfismos del grupoide. De la misma forma que en la Observacion 1.4 podemos
definir un grupoide G como un par (G,Inv) donde G es una categoria e Inv : G — G es una
aplicacion tal que el Diagrama 1.4 conmuta.

Gsxi G—=G~—"Gx G

Inv X[dg M IngIIlV

GXxG——G—>GxG.

DIAGRAMA 1.4. Aplicacion de invertir.

En los siguientes ejemplos podremos observar que el concepto de grupoide generaliza las
nociones de grupo, accioén de grupo sobre un conjunto y relaciones de equivalencia.
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EJEMPLO 1.35. Un grupo G es un grupoide con un solo objeto (ver ejemplo 1.18).

EJEMPLO 1.36. Sea G un grupo actuando a izquierda sobre un conjunto X. Consideremos
M=X,G=GxX;id:X — GxX porid, = (e,x), s,t : X x G — X definidas por s(g,x) = x,
t(g,x) = g-xy el producto dado por (g,x)(h,y) = (gh,y), siempre que x = h-y. El inverso de
un elemento (g,x) € G x X estd dado por (x,g) ! = (g7!,g-x). Con estos datos G x X = X
es un grupoide, el cual se denota por G x X.

EJEMPLO 1.37. Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto X. Consideremos
M=X,G=R;id:X — Rporid, = (x,x), s,t : R— X las dos proyecciones de X x X sobre
X restringidas a R y el producto definido por (x,y)(y,z) = (x,z). El inverso de un elemento
(x,y) € R estd dado por (y,x). La coleccién de datos (G, M ,s,t,m,id) define un grupoide.
Cuando R = X x X, el grupoide definido anteriormente se llama el grupoide par de X.

EJEMPLO 1.38. Sean (G, M ,s,t,m,id) y (G, M',s',t',m’ id") grupoides. El grupoide
(GX G MM sxs txt',;mxm'idxid") se llama el grupoide producto de Gy G'.

DEFINICION 1.39. Sea ( una categoria con productos fibrados, un objeto grupoide interno
a C es un objeto categoria interno a C, junto con un morfismo Inv : A — A tal que el Diagrama
1.4 conmuta. Decimos que un objeto grupoide interno a C es un objeto grupo interno si O es
un objeto final (ver Definicién 1.32).

LEMA 1.40. Un objeto grupo interno a Grp es un grupo abeliano.

DEMOSTRACION. Un objeto grupo interno a Grp consiste en los siguientes datos:
Un grupo A,

O = {e}, el grupo con un solo elemento

s,t A — O morfismos triviales,

id : O — A morfismo de grupos,

m:A xA — A morfismo de grupos.

Todos estos datos sujetos a la conmutatividad de los diagramas de la observacion 1.4.
Para cada par de elementos x,y € A, denotaremos { )yc } al elemento m(x,y) y {xy} al producto

xy en el grupo A. Luego, dado que m es morfismo de grupos tenemos que

b~ U
{y1y2} i)y’
para todo (x1,y1),(x2,y2) € A X A.

Aplicando la igualdad anterior con x; = x, x, = e, y| = e, yp =y tenemos

Ch-m -
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Asi mismo, con x; = e, x; =X, y| =Y, y» = e tenemos

U= s U

Como id es morfismo de grupos tenemos que id(e) = e. Luego, por el axioma 4 de la observa-
cién 1.4 tenemos que

[ x id(e)
o= e 1137}
| x e
=1, y
e X
=1, .
[ id(e) X
ly id(e)
= {yx}7
es decir, un objeto grupo interno a la categoria de grupo es un grupo abeliano A. 0

DEFINICION 1.41. Sea G un grupoide y X € Ob(G). Definimos el grupo de isotropia de
G en X como el grupo

Gx ={f€G|s(f)=t(f) =X}

DEFINICION 1.42. Decimos que un grupoide G es transitivo si cualquier para cualquier
par X,Y € Ob(G), existe al menos una flecha f € G tal que s(f) =X yt(f) =Y.

El siguiente lema nos dice que cuando el grupoide G es transitivo, el grupo de isotropia es
independiente del elemento X.

LEMA 1.43. Sea G un grupoide transitivo. Para cualquier par X,Y € Ob(G) se tiene que
X ~ Y
X = Gy-

DEMOSTRACION. Sea f: X — Y en G. Definamos ¢f: G¥ — GY por ¢(g) = fgf .

Como @(gh) = f(gh)f~' = (fef ") (fhf~!) = @4(g)@s(h), entonces @5 es un morfismo de
grupos. Mds atin, el inverso de @ es el morfismo de grupos (pj?l. Es decir, @7 es un isomorfismo
de grupos. 0

3. Variedades diferenciables

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades bésicas de variedades diferenciables.
Una variedad diferenciable es un espacio topolégico que localmente es homeomorfo a R"
y sobre el cual podemos generalizar la nocién de funciones diferenciables. A lo largo de este
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trabajo una funcion suave (o diferenciable) f: V C R" — W C R" es lo mismo que una funcioén
de clase C*. Decimos que f es un difeomorfismo si f es suave y ademds existe f~! suave.

DEFINICION 1.44. Una variedad topolégica de dimensién m es un espacio topolégico M
de Hausdorff, segundo contable, tal que cada punto de M admite una vecindad homeomorfa a
un abierto de R”. Una carta local (o una carta coordenada) de M es un par (U, @), donde U es
un abiertode M'y @ : U — R es un homeomorfismo sobre algtin abierto V de R™.

OBSERVACION 1.45. De la definicion de variedad topoldgica cualquier punto x € M esta
contenido en el dominio de alguna carta (U, @), en ese caso decimos que (U, @) es una carta
alrededor de x y que U es un dominio coordenado de x.

DEFINICION 1.46. Sea M una variedad topoldgica y (U1, 1), (U, ®2) dos cartas locales
de M. La funcién @, o (pl_1 : 01 (U NU2) — @2(Uy NU,) se llama cambio de coordenadas de
@1 a @p. Decimos que (U1,91), (Uz, @) son suavemente crompatibles si Uy NU, = 0 o si la
funcién @; o (pl_1 1 @1 (U1 NU2) — @2(Uy NU7) es un difeomorfismo entre abiertos de R”. Un
atlas sobre M es una coleccion de cartas 4, cuyos dominios cubren a M. Decimos que el atlas
A es suave si cualquier par de cartas de 4 son suavemente compatibles. El atlas 4 se dice
maximal si no estd contenido propiamente en ningtn otro atlas.

DEFINICION 1.47. Una variedad diferenciable de dimension m es un par (M, 4) donde M
es una variedad topoldgica de dimension m y A4 es un atlas maximal de M.

OBSERVACION 1.48. Generalmente omitimos el atlas maximal y simplemente decimos “M
es una variedad diferenciable”. En algunas ocaciones escribimos M" para indicar que M es una
variedad diferenciable de dimension m. Observe que cualquier atlas suave estd contenido en
un Unico atlas maximal, por lo tanto para determinar una estructura diferenciable sobre una
variedad topoldgica M es suficiente dar un atlas suave.

Utilizando las cartas coordenadas podemos extender el concepto de diferenciabilidad para
funciones entre variedades diferenciales.

DEFINICION 1.49. Sean M™ y N" variedades diferenciales. Una funcién F : M — N se
dice suave (o diferenciable) en x, si existen cartas locales (U, @) y (W,y) de x y F(x), respec-
tivamente, tales que la funcién yo Fo@~! : @(U) — (V) es una funcién diferenciable de un
abierto de R™ en un abierto de R". Decimos que F es suave, si es suave en todo punto x € M.
F se llama un difeomorfismo si existe F~! y ademds es diferenciable.

OBSERVACION 1.50. Observe que como el cambio de coordenadas es un difeomorfismo,
entonces esta definicion es independiente de la eleccion de las cartas coordenadas.

Si M y N son dos variedades diferenciables denotamos por C**(M,N) al conjunto de todas
las funciones suaves de M a N. Si N = R denotamos por C*(M) al conjunto C*(M,N).
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OBSERVACION 1.51. Podemos dotar a C*(M) con una estructura natural de espacio vec-
torial sobre R, donde para todo f,g € C*(M) y ¢ € R, definimos (f +g)(x) = f(x) +g(x) y

(cf)(x) = cf(x).

3.1. Espacio Tangente. De la misma forma que la recta tangente a una curva es local-
mente la mejor aproximacion lineal, para cualquier variedad diferenciable, podemos definir el
espacio tangente en un punto, el cual serd util para estudiar propiedades locales de la variedad.
Existen varias formas equivalentes de definir el espacio tangente, en este trabajo solamente
presentamos la definicién mds algebraica que se construye a través de las derivaciones del
espacio.

DEFINICION 1.52. Sea M una variedad diferenciable y sea x € M. Una derivacion en x es
una transformacién lineal X : C*(M) — R tal que para cada f,g € C* se satisface

X(fg) = f()X () +X(f)g(x).

El espacio vectorial T,M de todas las derivaciones en x se llama espacio tangente a M en x. Un
elemento de T,:M es llamado un vector tangente en x.

OBSERVACION 1.53. Considere 7,R" el espacio tangente a R" en un punto p € R". Ob-

serve que para cada punto v = (vq,---,v,) € R" la derivada direccional D, |, : C*(R") — R
dada por

d
D, = — +1t
|p(f) dtf(a v) -

es una derivacion en p. Mds aun, por la regla de la cadena tenemos que

Dulp(f Zvlax,

Utilizando un poco de cdlculo probaremos que cualquier derivacién en R” es una derivada
direccional.

LEMA 1.54. Sea p € R" y suponga que f : R" — R es suave. Entonces

P+ LS+ Yoo
=1 i=1

para algunas funciones suaves g; : R" — R tales que g;(p) = 0.
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DEMOSTRACION. Para cualquier w € R", por el teorema fundamental del célculo y la
regla de la cadena, tenemos que

1
Fp+w=1(p) = [ SF+owa

Sihacemosw=x—py

tenemos que

O

PROPOSICION 1.55. Para cualquier p € R", la aplicacion T : v — D,|, es un isomorfismo
de R" a T,R".

DEMOSTRACION. Que T es lineal se sigue de Dy.yy|, = Dy|p +Dylp ¥ Devlp = cDylp.
Para ver que T es inyectiva, supongamos que v = (vi,---,v,) € R" es tal que D,|, = 0. Si
xj:R" — R es la proyeccion en la j-ésima coordenada, entonces

9
0=Dylp(xj) = Y viz—(x)) =vj.

Xi

Como esto se cumple para todo j, entonces v = 0. Veamos que T es sobreyectiva. Sea X € T,R"
cualquier derivacién. Paracadai=1,--- ,nseav; = X (x;) € R y hagamos v = (vy,---,v,) € R".
Veamos que D,|, = X. En efecto, sea f € C*(R"). Por el lema anterior existen funciones
suaves g1,82, - ,&n tales que g;(p) =0y

n

£ = £(p) + Z] L p) =+ Y i)

i=1
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Aplicando X a f y usando que para todo i se cumple g;(p) = 0, tenemos que

szxuww+ix(%ﬁMMam)+ix&umrmm

I
o
S

N
I
—_

&

@mufmo+i&@mufpm+X@@mm—m)

()X (xi — pi)

o
&

I
1=
S

o
&=

I
1=
QJ| v
~

S

=

I
S
<
=
e

O

El teorema anterior nos permite pensar el espacio tangente a R” en un punto p como una
copia de R”, trasladando el origen al punto p.

COROLARIO 1.56. Para cualquier p € R", las n derivaciones
0 d

e —
ox1 p axnp

forman una base para T,R".

DEFINICION 1.57. Sea F : M — N y sea x € M. Definimos una transformacién lineal
T.F : M — Tp(,)N de la siguiente forma. Para cada derivacién X € T,M, sea T,F (X) € Tp(N
la derivacion cuya accién en un elemento f € C*(N) estd dada por T,.F (X)(f) =X (foF). La
transformacion lineal 7 F se llama la derivada de la funcién F en el punto x.

En el siguiente lema enunciamos las propiedades funtoriales de 7.
LEMA 1.58. Sean F : M — N y G : N — P funciones suaves y x € M, las siguientes pro-
piedades se satisfacen
1. Tx(GOF) = TF(X)GO TxF.
2. T ldy = Ildr.m
3. Si F es un difeomorfismo, entonces TF es un isomorfismo de espacios vectoriales.

DEMOSTRACION. Se obtiene directo de la definicion de derivada. OJ

Sea M" una variedad diferenciable con atlas 4, si U C M es abierto, definimos un atlas
suave para U de la siguiente manera

Ay ={(V,9) € A|V CU}.

Claramente 4;; cubre a U, pues si (V, @) es una carta de x € U en M, entonces (VNU,0|yv)
es una carta de x en Ay. Por lo tanto U es una variedad suave de dimensién n. Decimos que U
es una subvariedad abierta de M.
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PROPOSICION 1.59. Sea U una subvariedad abierta de M y sea i : U — M la inclusion.
Luego, para todo x € U la transformacion lineal

T.i: T, U —-T:M
es un isomorfismo.
DEMOSTRACION. Ver [Le, Chap. 3, Prop. 3.7]. OJ

OBSERVACION 1.60. La proposicién anterior nos permite identificar el espacio 7,U con
M.
Sea (U, @) una carta en M". Por el Lema 1.58 y la Proposicién 1.59, para cada x € U la
transformacion
Tx(p M — T(P(X)Rn

es un isomorfismo. Por el Corolario 1.56 una base para el espacio Ty,)R" consiste en las

0
_ -1 e
= T(p(x)((P ) (8)6,' (p(x)) )

entonces una base para el espacio vectorial 7,M esta dada por

J d

oxi |, o

3.2. Sumersiones, Inmersiones y Embebimientos. El espacio tangente y el operador
derivada nos permite estudiar propiedades locales de funciones diferenciables. En particular si
la derivada de una funcién cumple ciertas propiedades, podemos estudiar la forma local de la
funcién. A continuaciéon damos algunas definiciones sobre funciones.

derivadas parciales —

axi

,i=1,--- n.Siescribimos
o(x)

9
Bx i

X

X

DEFINICION 1.61. Decimos que una aplicacién suave F : M — N es:

e una sumersion, si para cada punto x € M la diferencial T;F : TeM — Tp ()N es sobre-
yectiva.

e una inmersion, si para cada x € M la diferencial T,F : .M — Tp ()N es inyectiva.

e un embebimiento, si es una inmersioén y un homeomorfismo sobre su imagen.

Los siguientes teoremas describe la forma local de las sumersiones e inmersiones.

TEOREMA 1.62. (Forma local de sumersiones) Sea F : M — N" suave y x € M tal que
T F es sobreyectiva. Entonces, existen cartas (U,®) de xy (V,y) de F(x), tales que F(U) CV

y ademds con respecto a estas cartas F es de la forma yoF o9~ (a,b) = a € R", para todo
(a,b) e R" =R" x R" ™",

DEMOSTRACION. Ver [La, II, §2, Prop. 2.2]. O
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TEOREMA 1.63. (Forma local de inmersiones) Sea F : M™ — N" suave y x € M tal que
T F es inyectiva. Entonces, existen cartas (U,@) de x y (V,V) de F(x), tales que F(U) CV'y
ademds con respecto a estas cartas F es de la forma yoF o~ '(a) = (a,0) € R, para todo
aecR™

DEMOSTRACION. Ver [La, II, §2, Prop. 2.2]. O

Como vimos en el ejemplo 1.30 la categoria 7 op tiene productos fibrados. Sin embargo la
categoria M an de variedades diferenciables no siempre admite productos fibrados (ver ejem-
plo 1.31). El siguiente lema es consecuencia de la forma local de sumersiones y proporciona
condiciones suficientes para que existan productos fibrados en M an.

LEMA 1.64. Sean M,N y P variedades diferenciables. Suponga que F :M — Py G:N — P
son aplicaciones suaves, y que alguna de las dos es una sumersion sobreyectiva. Si M pxg N
es el producto fibrado en la categoria ‘T op, entonces existe una estructura diferenciable sobre
M X N tal que en la categoria de variedades diferenciables M X N es el producto de M
y N fibrado por F y G.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es sumersion sobreyectiva y que (x,y) € M px¢g N.
Construimos una carta local de (x,y) como sigue. Por el Teorema 1.62 escojamos cartas locales
U,o= (" ,y), W,y =(z',---,7%)) de y e G(y), respectivamente, tales que @(U) =
U; x Uy C R* x R"* y en estas coordenadas G:= yoGo@~! toma la forma

G(yla"' y Vsy oo 7)’n) = (y17"' 7yS)'

Sea (V,0 = (x!,---,x")) carta local de x en M. Supongamos que W es lo suficientemente pe-
quefio para que F~! (W) C V. Sea 7, : R**" — R" la proyecci6n en las n tltimas coordentadas.
Definamos §: W pxg U — ¢(V) x Uy C R™ x R"S por

3(x,y) = (0(x), T (0(¥))) = (¢(x), ¥ (¥), -+ ,¥"())-

Claramente 0 es continua. Mds adn, veamos que si definimos F = YyoFo ¢—1, entonces & ! :
O(V) x Uy — W pxg U estd dada por

51 (%) = (07 (®). 07 (F().).

Observe que como F (%) = G(F(X),5), entonces 8! estd bien definida. Por otro lado, para todo
(x,y) € W px U ytodo (x,y) € (V) x U, tenemos que

387 1(%3) =800 (®).¢ ' (F(X).5))
= (% 1(F(%),5))
= (x,3).
Asi mismo,
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= (%, (Fo¢(x),my00(y))
= (x,0" (Yo F(x),m,00(y))
= (x, 0" (Yo G(y), 1o 9(y)))
= (%07 (Gog(y), o 0(y)))
= (%07 (o))

= (x,y)

Por lo tanto 8 es un homeomorfismo y M X N es una variedad topolégica de dimensién
m—+n-—s.

Finalmente veamos que estas cartas son suavemente compatibles. Sean (x,y), (x',y') €
M px¢ N. Escojamos (U,9),(W,y),(V,0) y (U',¢"), W ), (V' ¢') cartas locales cum-
pliendo las propiedades anteriores para (x,y) y (x,)’), respectivamente. Supongamos que

(%) € 8((6(V) x U2) N (0(V') x U3)). Luego
80871 (x5) =80 (%).0 (F()))

Por lo tanto & 08! es suave y M X N es una variedad diferenciable. Con esta estructura
las aplicaciones que definen al pullback de F' y G son suaves y por lo tanto M rxg N es el
producto de M y N fibrado por F' y G. U

3.3. Subvariedades. Siempre que se introduce un nuevo objeto en matemadticas, es na-
tural preguntarse por cudles son las subestructuras del mismo. A diferencia de los espacios
topoldgicos, un subconjunto de una variedad diferenciable no siempre admite estructura de
variedad diferenciable. En este trabajo distinguiremos entre dos tipos de subvariedades.

DEFINICION 1.65. Sean M y N variedades diferenciables y F : M — N una aplicacion
suave. Decimos que (M, F) es una subvariedad inmersa en N, si F es una inmersion inyectiva.
Cuando F es un embebimiento, decimos que (M, F) es una subvariedad embebida en N.

NOTACION 1.66. Cuando M C N escribiremos “M es una subvariedad embebida en N”
para hacer referencia a que (M, 1) es una subvariedad embebida en N, donde 1: M < N es la
inclusion.

PROPOSICION 1.67. Un subespacio M C N" admite una estructura (tinica) de subvariedad
embebida de N de dimension m si'y sélo si para cada punto x € M existe una carta (U, @) de
N alrededor de x tal que @(U) = U, x Uy C R" x R"™™, con Uy y U, abiertos de R™ y R"™™,
respectivamente, tal que 0 € Uy y

eMNU) =U; x {0}.
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En particular, cualquier subvariedad M C N de dimension m tiene una estructura diferenciable
natural inducida por las cartas de la forma (U NN, Q|ynn).

DEMOSTRACION. Ver [Le, Chap. 5, Prop. 5.8]. 0

OBSERVACION 1.68. Note que la topologia de una subvariedad embebida M C N es la
topologia heredada de N.

Los siguientes resultados serdn utiles en el dltimo capitulo de este trabajo.

PROPOSICION 1.69. Sea M una variedad diferenciable y sea S C M una subvariedad
embebida. Luego, cada funcion suave F : N — M cuya imagen estd contenida en S es una
funcion suave de N a S.

DEMOSTRACION. Ver [Le, Chap. 5, Prop. 5.30]. O

PROPOSICION 1.70. Supongamos que F : M — N es una sumersion 'y que P C N es una
subvariedad embebida de N. Si Q = F~'(P), entonces existe una iinica estructura diferencia-
ble sobre Q tal que Q es una subvariedad embebida de M.

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema de la funcién implicita para variedades, ver [W,
Chap. 1, Thm. 1.39]. U

3.4. Fibrados vectoriales. Un fibrado vectorial de rango k es una terna (E,w, M), donde
E y M son variedades diferenciables, y T : E — M es una funcién sobreyectiva suave satisfa-
ciendo:

1. Para cada x € M, la fibra E, :== ! (x) C E tiene estructura de espacio vectorial real
de dimension k.

2. Para cada x € M, existe una vecindad U de x en M y un difeomorfismo ®: n~(U) —
U x R¥ (llamada una localizacién trivial de E sobre U), tal que el siguiente diagrama
conmuta

U x Rk

y tal que para cada y € U, la restriccion de ® a Ey es un isomorfismo de espacios
vectoriales entre Ey y {y} x RF 2 Rk,

Una seccion de un fibrado vectorial (E, 7, M) es una funcién suave 6 : M — E tal
que o6 = Idy. La seccion cero que asocia a cada x € M, el cero del espacio vectorial
E, es denotada por 0.
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Capitulo 2

Grupoide fundamental

Uno de los problemas fundamentales en topologia es determinar si dos espacios topologi-
cos son homeomorfos. Una herramienta para tratar este problema es asociar a cada espacio to-
poldgico objetos algebraicos que se preserven bajo homeomorfismos. Dichos objetos se llaman
invariantes topoldgicos. En este capitulo construiremos el grupoide y el grupo fundamental de
un espacio topolégico X y mostraremos que estos son ejemplos de invariantes topoldgicos.
La mayoria de los resultados se pueden consultar en [Mu] y [Ma]. Comenzaremos definiendo
una relacién de homotopia sobre espacios de funciones. A lo largo de este trabajo I denota el
intervalo [0, 1] con la topologia heredada de R.

DEFINICION 2.1. Sean X,Y dos espacios topolégicos y f,g: X — Y funciones continuas.
Una homotopia de f a g es una funcién continua H : X X I — Y tal que para todo x € X se
cumple H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x). Si existe una homotopia de f a g decimos que fy g
son homotdpicos.

OBSERVACION 2.2. La relacién “ser homotdpico a” es una relacion de equivalencia sobre
el conjunto C(X,Y) ={f:X — Y | fescontinua}.

DEFINICION 2.3. Sea X un espacio topoldgico y f,g € C(I,X), tal que f(0) = g(0) y
f(1) = g(1). Si existe una homotopia H : I x I — X de f a g tal que H(0,7) = f(0) =g(0) y
H(1,t) = f(1) = g(1), decimos que fy g son homotSpicos por caminos.

OBSERVACION 2.4. Intuitivamente la homotopia H deforma el camino f en el camino g
a lo largo de la familia de caminos H; := H(-,t), dejando los puntos iniciales y finales fijos.
La relacion “ser homotdpico por caminos” es una relacion de equivalencia sobre el conjunto
C(I,X). Laclase [f] se llama clase de homotopia de f y el conjutno de clases de homotopia se
denota por 1y (X).

PROPOSICION 2.5. Sea X un espacio topoldgico y sean

e 5.1 : 7 (X) — X dadas por s([f]) = f(0) yt([f]) = f(1).
e id: X — my(X) definida por id(x) = [ey], donde e, : I — X es el camino constante que
toma el valor x para todo t € I.

o m: T (X) s T (X) = 1 (X) definida por m([f],[g]) = [f]-[¢] = [f -], donde f-g
es el camino definido por

- 1
(f-g><r>={ s2 - sirelnal
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N
Con estas aplicaciones, m1(X) —= X es un grupoide.
t
DEMOSTRACION. Primero veamos que la composicién m estd bien definida. Si [f] = [f]
yigl=[¢]enmi(X)yH:IxI—X,G:IxI— X son homotopias de fa f'yde ga g,
respectivamente, entonces la aplicacion

B H(2s,1) sis€0,1]
(Gt'Ht)(S)—{ G(2s—1,1) sise[%j] '

es una homotopiaentre g- fy g’ - f'.

Si f:1I — X es un camino, decimos que g : I — X es una reparametrizacion de f, si
existe una funcién continua @ : I — I tal que @(0) =0, (1) =1y f=go®. Si g es una
reparametrizacion de f, entonces f y g son homotdpicos por caminos, mediante la homotopia
H : 1 x I — X definida por H(s,t) = f((1 —1)@(s) +1s).

Observe que si ([f],[g]), ([g], [h]) € ®1(X) sx; T (X) y @ : 1 — I estd definida por

t/2  site]0,1/2]
o(t)=<¢ t—1/4 sire(1/2,3/4] ,
20—1 site(3/4,1]

entonces (f-g)-h=(f-(g-h))o@.Porlo tanto, ([f]-[g])-[#] = [f]- ([g] - [h]) y m es asociativa.
Para cada camino f : I — X comenzando en x, tenemos que f - e, = f o @, donde

(1 siref0,1/2)
(P(l)_{ 2t site[1/2,1]

Por lo tanto [f - e,] = [f]. Andlogamente tenemos que si f termina en y, entonces [ey, - f] = [f].
El inverso de [f] € m;(x) estd dado por la clase de homotopia del camino recorrido en
sentido contrario, es decir, del camino f(t) = f(1 —t). La aplicacién H : I x I — X definida
por
f2s(1—1))  sise0,4]
H(s,t) = 2
(5:1) { FR(I=s)(1—=1)) sise[L1]

es una homotopia entre - f y e #(0)- Analogamente tenemos que |f - fl=le f(l)] y por lo tanto

[f] es el inverso de [f]. O

DEFINICION 2.6. Sea X un espacio topoldgico. El grupoide 71 (X) = X de la proposicién
anterior se llama el grupoide fundamental de X .

Por abuso de notacién también 1llamamos a 7; (X) el grupoide fundamental de X.

LEMA 2.7. Sea Grpd la categoria de grupoides. La correspondencia Ty : Top — Grpd,
que a cada espacio topolégico X le asocia su grupoide fundamental 7 (X) y a cada funcion
continua h: X — Y le asocia el funtor (1) (h),h) : w1 (X) — w1 (Y) dado por wy(h)[f] = [ho f]
es un funtor de la categoria ‘T op en la categoria Grpd.

28



DEMOSTRACION. Inmediato de la definicion de 7. ]

DEFINICION 2.8. Sea X un espacio topolégico y xo € X. El grupo de isotropia 71 (X)) se
llama el grupo fundamental de X en el punto xq y se denota por 7y (X, xp).

OBSERVACION 2.9. Sea Top, la categoria cuyos objetos son pares (X,xp) con X un es-
pacio topoldgico y xp € X, y cuyos morfismos de (X,xp) en (Y,yp) son funcién continuas que
envian xo a yo. De la misma manera que en el Lema 2.7, el grupo fundamental Top. — Grp
es un funtor. Por abuso de notacioén denotamos por 7 el funtor grupo y grupoide fundamental.

COROLARIO 2.10. Sea X un espacio topolégico conexo por caminos. Si x,y € X, entonces
T (X, x0) = 7 (Y, y0).

DEMOSTRACION. Como X es conexo por caminos, entonces el grupoide 7; (X) es transi-
tivo. El resultado se sigue del Lema 1.43. 0

OBSERVACION 2.11. De las propiedades funtoriales de 7t; se sigue que el grupoide (y el
grupo) fundamental es un invariante de un espacio topoldgico, en el siguiente sentido. Si dos
espacios topoldgicos son homeomorfos, entonces sus grupoides (grupos, resp.) fundamentales
son isomorfos. Sin embargo no es cierto que si dos espacios tienen grupoides (grupos) fun-
damentales isomorfos, entonces los espacios son homeomorfos. Como contragjemplo observe
que el grupo fundamental de R? y R3 es trivial, pero R? y R? no son homeomorfos.

EJEMPLO 2.12. Sea S" = {x € R""! | ||x|| = 1} la esfera de dimensién n y xo € S . Luego

7 sin=1
n —
(S ’xO)_{ 0} sin>2 "

Mis atin, si pensamos a S! como subespacio de C, entonces un isomorfismo de Z en 71 (S', 1)
estd dado por n — [f,], donde f,(t) = ™  C (ver [Mu, §54, Thm. 54.5] y [Mu, §59, Thm.
59.3)).

1. Aplicaciones de cubrimiento y el grupo fundamental

En esta seccion estudiaremos los espacios de cubrimiento de un espacio topoldgico, que
en algunas ocaciones resultan ser una herramienta util para calcular grupos fundamentales.
Posteriormente veremos cémo el grupo fundamental caracteriza los espacios de cubrimiento
de un espacio topolégico.

DEFINICION 2.13. Sean X y E espacios topolégicos y sea p : E — X una aplicacién con-
tinua y sobreyectiva.
1. Decimos que un conjunto abierto U C X esta regularmente cubierto por p, si p~ 1 (U)
se escribe como unidn disyunta de abiertos V, cada uno de los cuales es homeomorfo
a U mediante la restriccién de p a V.
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2. Si cada x € X tiene un vecindad regularmente cubierto por p, decimos que E es un
espacio de cubrimiento de X y p es una aplicacién de cubrimiento.

El grupo fundamental 7t; (X,xo) de un espacio topoldgico X serd de utilidad para clasificar
todos los espacios de cubrimiento de X, salvo cierta relacion de equivalencia.

DEFINICION 2.14. Sean p: E — X y p' : E' — X dos aplicaciones de cubrimiento, deci-
mos que p y p’ son equivalentes si existe un homeomorfismo & : E — E’ tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

h

El
N
X,

E

es decir p = p’oh.
EJEMPLO 2.15. La aplicacién p : R — S' definida por
plr) =™,
es una aplicacién de cubrimiento.
EJEMPLO 2.16. Para cada n € N, consideremos la aplicacién p, : S' — S', definida por

pul(z) =7"

La aplicacién p, es una aplicaciéon de cubrimiento.

Mis adelante veremos que en realidad cualquier aplicacién de cubrimiento de S! es equi-
valente a la aplicacion del ejemplo 2.15 o a una de la forma presentada en el ejemplo 2.16,
para algin n € N.

DEFINICION 2.17. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es:

e [ocalmente conexo por caminos, si para cada x € X y cada vecindad U de x existe una
vecindad V de x conexa por caminos tal que V C U.

e Simplemente conexo, si es conexo por caminos y su grupo fundamental es trivial.

e Semilocalmente simplemente conexo, si para cada x € X y cada vecindad U de x existe
una vecindad V de x tal que V C U y ademads el morfismo 7; (i) : 7 (V,x) — 71 (V,x),
inducido por la inclusién de U en X, es trivial.

En el siguiente teorema supondremos que todos los espacios topoldgicos involucrados son
conexos por caminos y localmente conexos por caminos.

TEOREMA 2.18. Sean p: E — X y p' : E' — X dos aplicaciones de cubrimiento de X con
p(eo) = p'(e() = bo, entonces p 'y p' son equivalentes si y sélo si los subgrupos

H=m(p)(mi(E,e0)), H =mi(p")(mi1(E,ep))
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son conjugados en Tty (B, by).
DEMOSTRACION. Ver [Mu, §79, Thm. 79.4]. ]

EJEMPLO 2.19. Del ejemplo 2.12 tenemos que 7;(S',1) = Z. Sea p, la aplicacién de
cubrimiento del ejemplo 2.16. Luego, H, = 11 (p,)(n1(S',1)) = {m1(pn)[e?™] | k € Z} =
{[e?™"K)] | k € Z}. Por lo tanto, el subgrupo H, corresponde al subgrupo nZ de Z. Como
los subgrupos de Z son de forma {0} 6 nZ, para n € Z, entonces cualquier aplicacién de
cubrimiento de S! es equivalente a la aplicacién del ejemplo 2.15 o a alguna de las aplicaciones
del ejemplo 2.16.

DEFINICION 2.20. Sea B un espacio topolégico y E un espacio de cubrimiento de B. Si E
es simplemente conexo, decimos que E es un espacio de cubrimiento universal de B.

OBSERVACION 2.21. Por el Teorema 2.18 cualquier par de espacios de cubrimiento uni-
versal son equivalentes. Por esta razén cuando nos refiramos a un espacio de cubrimiento
universal de B, diremos “el espacio de cubrimiento universal de B”.

A continuaciéon damos algunos resultados que serdn de utilidad para dar condiciones sufi-
cientes para la existencia de espacios de cubrimiento universal.

DEFINICION 2.22. Sean p: E — By f: X — B funciones continuas. Un levantamiento de
f es una funcién continua f : X — E tal que f = po f.

Una de las herramientas mds utilizadas en el estudio de aplicaciones de cubrimiento y
grupos fundamentales es la existencia de levantamientos cuando la aplicacién f es un camino
0 una homotopia.

PROPOSICION 2.23. Sea p : E — B una aplicacion de cubrimientoy eg € E. Si f : 1 — Bes
un camino comenzando en p(eq), entonces f se levanta a inico camino f: I — E que comienza
en eg. Mds atin, si f,g : I — B son homotopicos por caminos, entonces sus correspondientes
levantamientos f ,& terminan en el mismo punto 'y cualquzer homotopia H : I X I — B entre f
y g se levanta a una tinica homotopia H:1x1— E entre f yeg.

DEMOSTRACION. Ver [Mu, §54, Lemma 54.1, Thm. 54.3 ]. O

OBSERVACION 2.24. Sea p : E — B una aphcacwn de cubrimiento y sea by € B. Cada
[f] € 71 (B, bo) define una funcién continua ®([f]) : p~* (by) — E dada por ®([f])(e) = f(1),
donde f es el unico levantamiento de f a un camino comenzando en e.

LEMA 2.25. Sea p : E — B una aplicacion de cubrimiento y sea ey € E. Si by = p(eo),
entonces el morfismo de grupos n1(p) : ®1(E,eq) — 71 (B, by) es inyectivo.

DEMOSTRACION. Ver [Mu, §54, Thm. 54.6 ]. ]

Un espacio topoldgico no siempre admite un espacio de cubrimiento universal. El siguiente
teorema proporciona condiciones suficientes para la existencia de espacios de cubrimiento
universal.
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TEOREMA 2.26. Sea B un espacio topologico conexo por caminos, localmente conexo por
caminos 'y semilocalmente simplemente conexo. Sib € By

E={[flem(X)[f(0) =0},

entonces existe una topologia sobre E, de tal manera que E es un espacio de cubrimiento
universal de B.

DEMOSTRACION. Como B es localmente conexo por caminos y semilocalmente simple-
mente conexo, existe una base {U,};c; de la topologia de B, tal que cada U; es conexo por
caminos y para cada x € U; el morfismo de grupos 7ty (U;,x) — m; (B, x), inducido por la inclu-
sién de U; en B, es el morfismo trivial.

Para cada camino f en B comenzando en b y terminando en U; definamos

Ui[f] = {]c] - [f] | ¢ es un camino en U; con ¢(0) = f(1)}.

La coleccién {U;[f] | i € Jy f es un camino en B con f(0) = by f(1) € U;} es una base para
una topologia en E (ver figura 1), pues si [h] € U;[f]NUj[g] y Ui es un basico de B tal que
h(1) € Uy C U;NU;, entonces Ux[h] C U;[f]NU|[g].

FIGURA 1. Un elemento de U;[f].

Sea p : E — B definida por p([f]) = f(1), observe que para cada bésico U; de By u € U;
el conjunto

2.1) p Uy = Ulf]

f()=u
es abierto. Mds aun, si [h] € U;[f] NU;|g|, entonces [h] = [c] - [f] = [¢] - [¢] para algin par
de caminos ¢ y ¢’ en U;. Luego, [f]-[g]™! = [c]~' - [¢/] es un lazo en U; y por lo tanto es

homotdpico a un camino constante, es decir [f] = [g]. Luego, la unién (2.1) es disjunta. Ademds
la aplicacion p; := p|U,-[f] : Ui[f] — U; es un homeomorfismo, pues su inversa plfl U = Uilf]
estd dada por p; ! (x) = [c,] - [f], donde ¢, es un camino en U; empezando en u y terminando
en x. De donde se sigue que p es una aplicaciénNde cubrimiento.

Para cada [f] € E definamos f : I — E por f(s) = [f;], donde f: I — B es el camino dado
por fs(t) = f(st). Veamos que f es continua, para ello veamos que si s € I y Uj[g] es una
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vecindad de [f;], entonces para cada vecindad (s —€,s+€) de s tal que f(s—¢,s+¢€) C U, se
satisface que f(s—¢€,s+¢€) C U;[g]. En efecto, sea ¢; un camino en U; tal que [fs] = [cs] - [g], sea
t€(s—e,s+€)yl:1— U el camino dado por [(r) = f((1 —r)t +rs) (ver figura 2). Luego,

A =171 10- 1]
=[17"]-[f]
= (1717 [es] - [g]-

Por lo tanto [f;] € U;[g]. Es decir, f es un camino entre [f] y [ep], y como consecuencia E es
CONexo por caminos.

FIGURA 2

Finalmente observe que como f = po f, entonces ®[f]([ep]) = f(1) = [f]. Por lo tanto
@ (11 (p)[f])(len]) = [es] si y s6lo si m (p)[f] = [es]. Del Lema 2.25 se sigue que cualquier
lazo en E empezando y terminando en [e,] es homotdpico a un camino constante. Por lo tanto
E es un espacio de cubrimiento universal de B. U
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Capitulo 3

Algunos resultados sobre grupos topologicos

En este capitulo introducimos las nociones bdsicas sobre grupos topolégicos y dlgebras
de Clifford, con el fin de construir el grupo Spin. Comenzamos estudiando algunos aspectos
sobre grupos de matrices. A lo largo de este trabajo usamos I para denotar la matriz identidad
en M, (k). Escribimos I, cuando el tamafio de I no sea claro del contexto.

PROPOSICION 3.1. Sea A = (a;;) € M, (k), definamos la exponencial de A como

[}

1 k
(3.1 expA = kZOHA .

Con la norma ||Al| = max;{|a;j|}, la serie (3.1) converge.

DEMOSTRACION. Sea M una cota superior de {|a;;|} y escribamos ag.c) para la entrada i j

de la matriz A*. Es facil ver por induccién que para todo k € N se cumple que
k
)| < (nM)~

De esta desigualdad se sigue que la serie expA converge uniformemente en el conjunto de
matrices A con |a;;| < M. O

LEMA 3.2. Si A, A2, , Ay son los autovalores de A, entonces los autovalores de expA
son eM M ... M donde la multiplicidad de e es la misma multiplicidad de \; en A. En
particular

det(expA) = expTrA

DEMOSTRACION. Ver [Ch, Chap. I, §II, Prop. 2]. U

DEFINICION 3.3. Un grupo topoldgico es un grupo G que también es un espacio topol6-
gico, tal que las aplicaciones (g,h) — ghy g — g~/
topolégicos es un morfismo de grupos continuo. Un morfismo de grupos topoldgicos se dice
un isomorfismo, si es un homeomorfismo.

son continuas. Un morfismo de grupos

EJEMPLO 3.4. Sik =R 6 C, entonces M,,(k) es un grupo topoldgico con la suma de
matrices. Observe que como GL(n,k) = det ™! (k — {0}), entonces de la continuidad de det se
sigue que GL(n,k) es abieto en M, (k). Mas atin, por la férmula para la matriz inversa se tiene
que GL(n,k) es un grupo topolégico con la topologia heredada de M, (k). El conjunto de todas
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las matrices de tamafio n X n con determinante igual a 1 es un subgrupo de GL(n,k), llamado
el grupo especial lineal y denotado por SL(n,k).

EJEMPLO 3.5. Si A € M,»,,(k), denotamos por A’ la matriz transpuesta de A. Una matriz
A € M,(R) se dice ortogonal si AA" = A’A = 1. Denotamos por O(n) al grupo ortogonal, que
consta de todas las matrices ortogonales de M, (R). Observe que det(A’) = det(A), de donde
se sigue que si A € O(n), entonces detA = +1. Definimos el grupo especial ortogonal SO(n)
como O(n) NSL(n,R).

Como lo aplicacién A — A’ es un homeomorfismo de GL(n,R) en si mismo, entonces O(n)
y SO(n) son subgrupos cerrado de GL(n,R).

EJEMPLO 3.6. Si A € M,,»,»(C), denotamos por A* la matriz transpuesta conjugada de
A. Una matriz A € M,(C) se dice unitaria si AA* = A*A = 1. Denotamos por U(n) al grupo
unitario, que consta de todas las matrices unitarias de M,(C). Definimos el grupo especial
unitario SU(n) como U(n) NSL(n,C). De la misma manera que el ejemplo anterior tenemos
que U(n) y SU(n) son subgrupos cerrado de GL(n,C).

EJEMPLO 3.7. Los cuaterniones H son un grupo topolégico con la suma. Mdas atin, como
H es un édlgebra de division, los cuaterniones no nulos H\ {0} son un grupo topoldgico con la
multiplicacion. Si w+ xi+ yj+ zk € H, definimos su norma como el nimero real N (w + xi +
yj + zk) = w? +x% 4+ y? 4 z%. Los cuaterniones de norma uno forman un subgrupo topolégico
de H*.

Los siguientes resultados serén tiles para construir el espacio de cubrimiento universal de
SO(n).

PROPOSICION 3.8. Existe una vecindad U de 0 en M, (k) tal que exp|y : U — GL(n,k)
es un homeomorfismo sobre alguna vecindad de 1.

DEMOSTRACION. Ver [Ch, Chap. I, §11, Prop. 4]. 0

PROPOSICION 3.9. En un grupo topoldgico conexo G cualquier vecindad del elemento
neutro genera a G.

DEMOSTRACION. Ver [Ch, Chap. II, §IV, Thm. 1]. ]

PROPOSICION 3.10. Sea G un grupo topologico conexo y localmente conexo, y sea H un
subgrupo de G cerrado y localmente conexo. Sea Hy la componente conexa de la identidad e
en H. Luego, la aplicacion f : G/Hy — G/H definida por f(gHy) = gH es una aplicacion de
cubrimiento.

DEMOSTRACION. Ver [Ch, Chap. II, §X, Prop. 4]. O

PROPOSICION 3.11. Sea G un grupo topologico conexo, localmente conexo y semilocal-
mente simplemente conexo. Si H es un subgrupo localmente conexo y semilocalmente simple-
mente conexo de G, tal que G/H es simplemente conexo, entonces el grupo fundamental de G
es isomorfo a un grupo cociente del grupo fundamental de H.
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DEMOSTRACION. Ver [Ch, Chap. II, §X, Prop. 5]. O

OBSERVACION 3.12. El grupo O(n — 1) es homeomorfo al subgrupo cerrado de O(n) que
consta de todas las matrices de la forma

0

(3.2)

() 9

0 --- 0 1

con A € O(n— 1). Andlogamente SO(n — 1) es homeomorfo a un subgrupo cerrado de

SO(n). Identificamos a O(n — 1) y SO(n — 1) con estos subgrupos cerrados de O(n) y SO(n),
respectivamente.

LEMA 3.13. El grupo fundamental de SO(3) es isomorfo a Z,.
DEMOSTRACION. [Ch, Chap. II, §V, Prop. 1] O

PROPOSICION 3.14. Para n > 2, los espacios O(n)/O(n—1) y SO(n)/SO(n— 1) son
homeomorfos a la esfera S"!.

DEMOSTRACION. Sea f : O(n) — §"~! definida por f(A) = Aey. Observe que si A es de
la forma (3.2), entonces f(A) = en. Reciprocamente, si A = (a;;) € O(n) es tal que Aey=ey,
entonces para cada i = 1,--- ,n tenemos que a;, = 0;,. Por otro lado, como A es ortogonal,
entonces ) ! ; a%i =1 y dado que a,,, = 1, debe ser a,; = 0 parai < n. Es decir, A es de la forma
(3.2). Se sigue que f(A) depende tnicamente de la clase A-O(n— 1) y por lo tanto f induce una
funcién continua f : O(r) /O(n—1) — §"~!. Claramente f es biyectiva y como O(n)/O(n—1)

es compacto, entonces f es un homeomorfismo. Similarmente para SO(n)/SO(n—1), ver [Ch,
Chap. 11, §III, Prop. 2a]. O

Definimos el andlogo diferenciable a un grupo topolégico.

DEFINICION 3.15. Un grupo de Lie es un grupo G que también es una variedad diferen-
ciable, tal que las aplicaciones (g,h) — gh'y g — g~ ! son suaves. Un morfismo de grupos de
Lie es un morfismo de grupos suave. Un morfismo de grupos de Lie se dice un isomorfismo, si
es un difeomorfismo.

1. El espacio de cubrimiento universal de SO(n)

En esta seccidon construiremos explicitamente el espacio de cubrimiento universal de
SO(n), siguiento el enfoque de [Ch]. Para ello, definimos primero el dlgebra de Clifford y
posteriormente el grupo Spin(n) como cierto subgrupo de las unidades de esta dlgebra. A lo
largo de esta seccién k denota un cuerpo de caracteristica distinta de 2.

LEMA 3.16. Sea N = {1,2,--- ,n} y a el espacio vectorial sobre k con base {ea}acn
(libre sobre el conjunto {es}acn). Sean A 'y B subconjuntos de N, para cada j € B escribimos
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P(A,j)={i€Ali>j}y P(A,B) = LjepP(A,)). Si §(A,B) := (—1)P*B) y AN B denota
la diferencia simétrica de A con B, definimos el producto de es con eg por la formula
eaep =E(A,B)eans.
Con esta operacion a es un dlgebra asociativa sobre k con identidad egy. Mds atin, si denotamos
porepaepyeiaegyysiA= {i1,in,++ ,ix} con iy < ip < --- < iy, entonces
(3.3) €A = €€} €.
DEMOSTRACION. Sean A,B,C C N. Observe que

PALBAC)= ) P(A,))
JEBAC

=P(A,B)+P(A,C)—2 Y P(A,)).
jeBNC

Por lo tanto P(A,BAC) y P(A,B) + P(A,C) tienen la misma paridad. De manera similar se
puede mostrar que P(A AB,C) y P(A,C) + P(B,C) tienen la misma paridad. Como conse-
cuencia §(A,BAC) =&(A,B)E(A,C) yE(AAB,C) =&(A,C)E(B,C). La asociatividad de a se
tiene por
ea(epec) = &(B,C)ea(epnc)

&(B,C)&(A,BAC)ean(aicy

=&(B,C)E(A,B)E(A,C)eanpync

=E(AAB,C)E(A,B)eanp)nc

= eA(eBec).
La igualdad (3.3) es inmediata de la definicién del producto en a. O

DEFINICION 3.17. El dlgebra del lema anterior se 1lama el dlgebra de Clifford de orden n
y se denota por Cl(n).

PROPOSICION 3.18. El dlgebra Cl(n) estd generada por los elementos ey,--- ,e, sujetos
a las relaciones

(3.4) eie; = —e y eiejt+ejei=0 (i#j).
DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Lema 3.16 y de la definicién del producto en
Cl(n). O

OBSERVACION 3.19. El dlgebra C/(n) admite una Zj-graduacién natural Cl(n) =
Cly(n) ® Cli(n), donde

Clo(n)= P kea y Clhin)= P kes.

|A| par |A| impar
Calculemos el centro y los ideales de Cl(n).
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NOTACION 3.20. Para cada h € N sea T, : C¢(n) — Cl(n) la transformaci6n lineal dada
por Tj,(x) = 1 (x — ejxey). Si A C N, entonces fécilmente se ve que

0 sihe€AylA|espar

Th(en) = ea sihgAy|A|espar
MEATY e sihe Ay |A| es impar
0 sihgAy|A|esimpar

LEMA 3.21. SiT =TyoT,o---0T,, entonces para n par se tiene

[ e siA=0
T(EA)_{ 0 siA#£0°

Yy para n impar se tiene

eg SIA=0
T(ea)=4 en SiA=N
0 siA#0,N.

PROPOSICION 3.22. El centro de CL(n) es
keg si n es par
Z(Cl(n)) =
(Ctm)) { keo +key sinesimpar
DEMOSTRACION. Observe que x € Z(Cl(n)) siy s6lo si Tj(x) =xparatodohe N. [
PROPOSICION 3.23. Los ideales de Cl(n) son

e {0}y Cl(n), sin es par.

e {0}y Cl(n), sinesimpary (—1)'1(";1) no es un cuadrado en k.

e {0}, Cl(n)u,Cl(n)v y Cl(n) si n es impary (—1)11(n2+1)
3(eo+ jen) yv=3(e0 — jen).

= j% con j €k, donde u =

DEMOSTRACION. Supongamos que J # {0} es unideal de C/(n)y seax =Y 4y ases #0
(ag € k) un elemento de J. Escojamos B C N tal que ap # 0 y escribamos eglx = agey +
Ya0djea, para algunos € k. Como J es un ideal, entonces T(eg'x) € J. Sin es par, enton-
ces T(eg'x) = agep es una unidad y por lo tanto J = C4(n).

Supongamos que n es impar. Utilizando la anticonmutatividad de los e;’s tenemos que

612\, = (erer---ep)(e1ez---ep)

fd (— 1)2?:0i€()

n(n+1)
:(—1) 2 ep.

n(n+1)

Supongamos que (—1)~ 2~ no es un cuadrado en k. Observe que si coep + cyen y Xoeo +xyen
son elementos de Z((¢(n)), entonces

n(n+1)
(x0eo +xnyen)(coeo +cnen) = (coxo+ (—1)" 2 cnxn)eo + (cnxo + coxn)en
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Por lo tanto, coeg + cyeny € Z(Cl(n)) con cy # 0 es invertible si y sélo si el sistema

n(n+1)
3.5) coxo + (=1)"2 eyxy =1
CNX0 +  CoXN =0

tiene solucién en k para xg y xy. Si el sistema (3.5) no tuviera solucién, tendriamos que

n(n+1)
0=det( © (Z1) 7 en
CN co

n(n+1)
=ci+(=1)" 2 k.

Es decir, (—1)w es un cuadrado en k, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Z(C¥(n))
es un cuerpo y el ideal JNZ(Cl(n)) de Z(Cl(n)) es {0} 6 Z(Cl(n)). Si x y B son como
antes, entonces T (e ' x) es un elemento no nulo de JNZ(C¥(n)). Por lo tanto, JNZ(Cl(n)) =
Z(C¥l(n)) y esto implica que J = C¥l(n).

Finalmente supongamos que (—l)w = j?, paraalgun j € k. Sean u = %(eo +jen)yv=
%(eo — jen). Observe que u,v son elementos ortogonales idempotentes en Z(C4(n)). Mds atin,
como u+v=eyy j>(u—v) = ey, entonces Z(Cl(n)) = ku+kv. Los ideales de Z((C/(n)) son
{0}, ku,kv y Z(C(n)). Como J NZ(Cl(n)) es un ideal no nulo (T (ez'x) € JNZ(CL(n))) de
Z(Cl(n)), entonces JNZ(Cl(n)) =ku,kv 6 Z(Cl(n)). Por lo tanto u € J 6 v € J, supongamos
que u € J. Consideremos dos casos. Si Jv # 0, escojamos x y B como antes tal que x = yv para
algin y € J. Como para todo z € C/(n) se tiene que Tj,(zv) = 5(zv — hzvh) = 3(z — hzh)v =
T;,(z)v, entonces

T(eg'x) =T(eg'yv) =T(ez'y)v = (ou+Pv)v=PBv ckv—{0} (a,B k).

Por lo tanto, JNZ(Cl(n)) = Z(Cl(n)), es decir, J = Cl(n). Si por el contrario Jv = {0},
entonces J = J(u+v) =Ju C Cl(n)u C J, es decir J = C{(n)u. Si v € J es andlogo que J =
Cl(n) 6J = Cl(n)v. O

Para cada x € C/(n) definamos 8(x) : C¢(n) — C¢(n) por 6(x)(y) = xy. Si ordenamos la ba-
se {ea }acn con el orden lexicogrifico, el endomorfismo 6(x) se puede representar por una ma-
triz de tamafio 2" x 2", la cual también denotamos por 6(x). La aplicacién 0 : C¢(n) — My (k)
es una representacion de C/¢(n), llamada la representacion regular de C¢(n). Denotamos por
A(x) al determinante de 6(x). Si n es impar, denotamos por C¢'(n) al dlgebra de Clifford sobre
k' =k (v/—1). Sean 8 y 0" la restriccién de la representacion regular de C¢'(n) a C'(n)u'y
Cl'(n)v, respectivamente. Escribimos A’(x) = det(6/(x)) y A" (x) = det(6” (x)).

Sea Cl*(n) = {x € Cl(n) | x es invertible}, note que x € C¢*(n) siy sélo si A(x) # 0. Para
cada x € C¢*(n) definimos y(x) : Cf(n) — Cl(n) como y(x)(y) = xyx~!. Como y(x)~! =
y(x~!), entonces la aplicacién y : C¢*(n) — GL(2",k), es una representacién del grupo
Cl*(n) cuyo nucleo es C0*(n) NZ(Cl(n).

Consideremos la base {ea}acy de Cl(n) y sea Cf(n) — k*" la transformacién lineal que
asigna al i-ésimo elemento de {e4 } 4y el vector candnico e; de k2" Hagamos k = R. Dotamos
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a Cl(n) de la dnica topologia que hace esta aplicacién un homeomorfismo. Con esta topolo-
gia las operaciones de C/¢(n) son continuas. Mds ain, C¢*(n) es un grupo topoldgico con la
topologia heredada de C/(n) y las representaciones 6 y W son continuas.

Por otro lado, para x € C/(n) se tiene

x2

2!

X" 0(x)? 0(x)™

9(€0+X+ 2 !

Si hacemos tender m a infinito, entonces por la continuidad de 6 obtenemos la identidad
B(expx) = expO(x).

En particular, del Lema 3.2 tenemos que A(expx) = expTr(8(x)). Sea x(x) : Cl(n) — Cl(n)
por x(x)(y) = xy — yx, veamos que Y(expx) = exp((x)). En efecto, para cada yy € C/(n)
definamos y(1) = y(exp(11))(vo) = (exp(tx) yolexp(~1x)), luego

y(t+h)—y()

¥ (1) = lim p
_ 1 (&XPU0))y(2) (exp(—hx)) — (1)
h—0 h
= lim xy(r) — y(1)x+O(h)
=xy(t) —y(t)x
=% (x)y(?),

donde limy,_,o O(h) = 0. De la ecuacion diferencial anterior tenemos que
Wlexp(tx)) = exp(i(x))
para todo t € R.
DEFINICION 3.24. Sea V el subespacio de C¢(n) generado por {ej,e,--- ,e,} y sea
G={xe Cl(n) | yx)VCV,Ax) =1y (sinesimpar) A'(x) = A" (x) = 1}.

La componente conexa de eg en G es llamado el grupo espinorial de orden n'y se denota por
Spin(n).

OBSERVACION 3.25. G es un grupo topoldgico, pues si x € G, entonces como Y(x) es
un isomorfismo y y(x)V C V, debe ser y(x)V = V. Aplicando y(x) ! a esta tltima igualdad
tenemos que Y(x~ )V =V.

Si x € G, denotamos por @(x) : V — V a la restriccién de y(x) a V. Con respecto a la
base {ej---,e,} podemos representar a @(x) por una matriz de tamafo n x n. Escribamos
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Q(x)e; = ):;?:1 a;jej, luego, para y1,y2,---,y, € k tenemos que

2 2
W(x) <Z}yi€i> = Z)’i(P(x)(ei)>

Como y(x) (Z?:lyiei)z = — (X%, ¥?) eo, entonces
n n 2 n
Z (Zaij)’i) = Zylz
j=1 \i=1 i=1
De esta ecuacién se sigue que si y = Y, y;e;, entonces (Q(x)(y),9(x)(y)) = (y,y). Por lo
tanto la matriz @(x) es ortogonal, es decir, (G) C O(n). Mds ain, por la continuidad de
¢ : G — O(n) la componente conexa de la identidad en G debe ser enviada en la componente
conexa de la identidad en O(n), es decir, @(Spin(n)) C SO(n).
Veamos que @(Spin(n)) = SO(n). Sea V, el subespacio de (C/¢(n) generado por

n(n—1)

{eiej}1<i<j<n. Note que dimV, = =5— y ademds para 1 <i < j <n se tiene que

0 sik#i,j
x(eiej)(ex) = 2e; sik=i
“2e; sik=j.

Sea x € V,, luego x(x)V C V. Mds ain, como W(expzx) = expty(x) y V es cerrado, en-
tonces (exptx)V C V, para todo t € R. Ademds observe que —Tr0(e;e;) = TrO(eje;) =
Tr(6(e;)0(ei)) = Tr(0(ei)0(ej)) = Trb(eje;), lo que implica que TrB(e;e;) = 0. Luego,
A(expx) = 1y si n es impar A'(expx) = A”(expx) = 1. Se sigue que exptx € Spin(n) para
todo ¢ € R y en particular expx € Spin(n). Denotemos por % (x) la restriccién de (x) a V. Co-
mo expy1(x) = @(expx) € SO(n) (ver Diagrama 3.1), entonces la matriz x;(x) (con respecto
alabase {e],---,e,}) es antisimétrica. Mds adn, si ¥ (x) = 0, entonces x € Z(C¥(n)) y por lo
tanto x = 0, pues Z(Cl(n)) NV, = {0}. Es decir, si denotamos por so0(n) al espacio vectorial
de matrices antisimétricas de tamafio n X n, entonces la transformacioén lineal ; : Vo — so(n)
es inyectiva.

Observe que dimV, = dimso(n) y por lo tanto (; es un isomorfismo de espacios vectoria-
les. Como expy1(V2) C @(Spin(n)), entonces de la Proposicion 3.8 se sigue que @(Spin(n))
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Spin(n) ~—— V5

o e

SO(n) <—— so(n)

exp

DIAGRAMA 3.1

contiene una vecindad de I en SO(n). Como SO(n) es conexo, entonces por la Proposicién 3.9
tenemos que @(Spin(n)) = SO(n).

Denotemos por @; a la restriccién de @ a Spin(n). Del primer teorema de isomorfismos de
grupos tenemos que

Spin(n)/ker(¢;) = SO(n)

LEMA 3.26. El grupo Spin(n) estd generado por {sen(t)eg+cos(t)eje;j |1 <i<j<nyte
R}. En particular Spin(n) C Cl(n)" (ver observacion 3.19).

DEMOSTRACION. De las Proposiciones 3.9 y 3.8, tenemos que {exp(teie;) |1 <i< j<
nyt € R} genera a Spin(n). El resultado se sigue de que

— 1
expteiej = Y Etk(eiej)k
k=0""

e (=D, o (-DF
— Z t60+]§(2k+1)!t eiej

= sen(t)eg +cos(t)e;e;.

O

n(n+1)

LEMA 3.27. Si n es impar 'y j € k es tal que j> = (—1)" 2, entonces dim Cl(n)u =
dim Cl(n)y =21,

DEMOSTRACION. Probaremos tinicamente que dim C¢(n)u = 2"~', el otro caso es anilo-
go. Como Cl(n) = @y ea, entonces C(n)u esta generado por {equ}acn. Observe que

1 . i
€Al = §(€A +j(=1)EA ey 4).
Por lo tanto

' » 1 o .
J(=DEirlequ = 5(](—1)2’@”% + 2 (= DEena)
1

- E(J'(—l)z"g/‘ ‘eatena)

= €N\Al/t.
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Sea {Aj,A2,---,Ay-1} un conjunto de 2"~ subconjuntos de N tal que para cada i =
1,---,2"1 se tiene que Aj # N\ A;, para todo j =1,--- ,2"~1. Se sigue que el conjunto
{eAl.u}?;1 genera a Cl(n)u.

Veamos que {eAiu}iz:l1 es linealmente independiente. Sean a; € k tales que

ajea u-+azep,u+--- +a2n—l€A2n_1 u=20.

Luego,

2 o~

Y s (e, +i(— 1) ey ,) = 0.

o1 2
De la independencia lineal de {e4}acn se sigue que cada a; = 0. Por lo tanto dim C/¢(n) =
an=1 O

LEMA 3.28. ker((pl) = {e(), —e()}

DEMOSTRACION. Observe que ker@; = Z(¥¢(n)) N Spin(n). Por otro lado, Z(C¥¢(n)) N
Cl(n)* = key. Como para cada a € R, tenemos que A(aeg) = a*' y Spin(n) C C£(n)" (Lema
3.26), entonces Spin(n) = {ep, —ep}. O

OBSERVACION 3.29. Como el grupo Spin(n) estd generado por {sen(r)eg + cos(t)e;e; |

1 <i< j<nyt € R}, entonces podemos pensar a Spin(n — 1) como subespacio de Spin(n).

LEMA 3.30. SU(2) es isomorfo (como grupo topoldgico) al espacio Q de cuaterniones
unitarios. En particular, SU(2) es homeomorfo a S>.

DEMOSTRACION. Un cdlculo sencillo muestra que

SU(2) :{( ‘b’ _EE ) € My(C) | |al? +[b* = 1}.

Definamos la funcién f : Q — SU(2) por
Fw+xi+yj+2K) = ( W Ty )
yt+iz w—ix

Es fécil ver que f es un isomorfismo de grupos topoldgicos. Finalmente, como subespacio de
R* tenemos que Q es la esfera tridimensional S>. U

LEMA 3.31. SU(2) es un doble cubrimiento de SO(3). En particular, SU(2) es homeo-
morfo a Spin(3) y por lo tanto Spin(3) es simplemente conexo.

DEMOSTRACION. Sea @ : SU(2) — SO(3) definida por
S la> = |b|> —2Re(ab)  —2Im(ab)
® < b o ) = | 2Re(@) Re(a’>—b?) Im(a®—5b?)
2Im(ab) —Im(a®+b?) Im(a®+b?)
La aplicacién @ es una aplicacién de cubrimiento dos a uno, ver [S, Chap. 4, Prop. 4.5]. O
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LEMA 3.32. Paran > 2 se tiene que el espacio topoldgico Spin(n)/Spin(n— 1) es homeo-
morfo a la esfera S" .

DEMOSTRACION. Del tercer teorema de isomorfismos tenemos que
Spin(n)/Spin(n — 1) 2 Spin(n) /{eo, —eo} / Spin(n— 1)/{eo, —eo}
=S0(n)/SO(n—1).
El resultado se tiene de la Proposicion 3.14. U

TEOREMA 3.33. Para n > 3 la aplicacién @, : Spin(n) — SO(n) es una aplicacion de cu-
brimiento. Mds aiin, Spin(n) es simplemente conexo y por lo tanto es el espacio de cubrimiento
universal de SO(n).

DEMOSTRACION. Que @; es una aplicacién de cubrimiento se sigue al tomar G = Spin(n)
y H = ker@; en la Proposicion 3.10. Aplicando repetidamente el Teorema 3.11, teniendo en
cuenta que Spin(3) es simplemente conexo, tenemos que Spin(n) es simplemente conexo. [
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Capitulo 4

Foliaciones y grupoide de monodromia

En este capitulo estudiaremos foliaciones de variedades diferenciables, las cuales resulta-
ran utiles para demostrar que el grupoide fundamental de una variedad diferenciable admite
una estructura de grupoide de Lie. Mds atin, construiremos el grupoide de monodromia de una
foliacion y utilizando holonomia de caminos probaremos que este es un ejemplo de grupoide
de Lie [MM].

1. Introduccion a la teoria de foliaciones

Intuitivamente, una foliacién en una variedad M" es una descomposiciéon de M en sub-
variedades conexas de la misma codimension ¢, llamadas hojas. Localmente estas hojas se
comportan como los subconjuntos R"77 x {y} en R” = R"79 x R4, paray € RY.

DEFINICION 4.1. Sea M" una variedad diferenciable y n = p + ¢. Un atlas de foliacion de
dimensién p es un atlas suave ¥ tal que

1. Si (U,) € F, entonces @(U) = U; x Uy C R? x RY donde U}, U, son discos abiertos
de R? y RY, respectivamente.

2. Si (U,9),(V,y) € F son tales que U NV # 0, entonces el cambio de coordenadas
Yoo l:e(UNV) = y(UNV) es de la forma yo o~ ! (x,y) = (h1(x,y),ha(y)), para
todo x € R? e y € RY, tales que (x,y) € (UNV).

Las cartas (U, @) se llaman cartas de foliacion. Una foliacion de M de dimension p es un atlas
de foliacién maximal de M de dimensién p.

DEFINICION 4.2. Sea ¥ una foliacién de dimension p de una variedad M" y sea (U, @) una
carta de foliacién con @(U) = U x Uy C R? x R4, Los conjuntos de la forma ¢~ (U} x {y})
con y € U; son llamados placas de U.

OBSERVACION 4.3. Observe que para y € U fijo, la aplicacién ¢~ !|y, «yy Ui x{yy—M
es un embebimiento, por lo tanto las placas son subvariedades conexas de M de dimensién p.
Mas aun, las placas forman una descomposicion de U en subvariedades de M disjuntas dos a
dos.

DEFINICION 4.4. Un camino de placas de x a y es una sucesion oy, - - - , 0 de placas de F
tal que paracadai=1,--- ,k— 1 se tiene que o;; N1 # O con p € 01 y g € 0 . Definimos
una relacién de equivalencia sobre M como xRy si y s6lo si existe un camino de placas de x a
y. Las clases de equivalencia de R se llaman las hojas de .
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OBSERVACION 4.5. Cada hoja L de ¥ tiene una estructura natural de variedad diferen-
ciable. Sea x € L'y (U, ) una carta de x en ¥ tal que @(U) = U; x U, C RPT4. Escribamos
¢ = (91,02), donde @; : U — R” y ¢, : U — RY. Sea o una placa de U que contiene a x y
sea @ = Qy|q : & — RP. Claramente @ es un homeomorfismo sobre su imagen. Mds atin, el
conjunto

A4={(a,0) | oesunaplacade Ly (U,9) € F}

es un atlas suave de L.

LEMA 4.6. Sea F una foliacion de M. Existe una cubierta {U;}ic; de M por cartas coor-

denadas de F tal que si U;N\U; # 0, entonces U; UU; estd contenido en algiin dominio coor-
denado de F.

DEFINICION 4.7. Sea Luna hojade F y x € L. Una seccion transversal T a L en x es una
subvariedadde M talquex e Ty TM =T,.LDT,T.

TEOREMA 4.8. Sea L una hojade F y sean x,y € L. Si o es un camino en L comenzando en
xy terminando en 'y, entonces existen S, T secciones transversales a L en x e y, respectivamente,
y un difeomorfismo f : S — T de tal manera que para cada u € S, se tiene que u'y f(u) estdn
en la misma hoja de F.

DEMOSTRACION. Consideremos un camino de placas o, - -- , 0 de x a y tal que para cada
i se tiene que a; Na(7) # 0. Supongamos que cada o; es una placa en una carta (U;, 9;) € F y
que ¢;(U;) = Uli X Ué C R? x RY. M4s aun, por el Lema 4.6 podemos suponer que si U; NU; #
0, entonces U; UU; estd contenido en algtin dominio coordenado de ¥ .

Paracadai=1,--- ,k—1 fijemos un punto u; € o; N ;1 que esté en la curva o, hagamos
uy = x y ux = y. Supongamos que @;(u;) = (a;,b;), i =0,--- .k y sea T; = ¢; ' ({a;} x U})
seccion transversal de L en u;. Como U; UU; 1 estéd contenido en algiin dominio coordenado de
F, entonces la componente conexa S; de 7; U, 1 que contiene a i; es una seccion transversal
de L en u; contenida en U; ;. Definamos una funcién inyectiva f; : S; — Tjy1, tal que fi(u)
es el tnico punto de interseccion entre la placa de U;;1 que pasa por u 'y ;41 (ver figura 1).
Claramente f; es un difeomorfismo sobre su imagen. Mds aun, de la construccion es inmediato
que u 'y fi(u) estan en la misma hoja de ¥ .
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FIGURA 1. La funcién f;: S; — Ti11.

Finalmente sea S una seccion transversal a L en x de tal manera que § C So N f, ! (S1)N
N (frofier0---0fo) N (Tx). Lafuncién f := fyo fi_j0---0 fo : S — Ty es un difeomorfismo
sobre T = f(S) y cumple la propiedad deseada (ver figura 2).

FIGURA 2. La funcién f.

O

Para definir la holonomia de un camino, introducimos la definicién de germen de una
funcion diferenciable.

DEFINICION 4.9. Sean M y N variedades diferenciables y sea x € M. Definimos una rela-
cion de equivalencia sobre el espacio de todas las funciones suaves f: U — V,donde U y V
son abiertos de M y N, respectivamente, conx e Uy f(x) eV.Si f:U —=>Vy f:U =V,
decimos que f ~ f’ siy sélo si existe una vecindad W C UNU’ de x tal que f|lw = f'|w.
La clase de equivalencia de una funcion f se llaman el germen de f en x y se denota por

fr: (M, x) = (N, f(x)).
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OBSERVACION 4.10. Observe que para cualquier par de gérmenes f; : (M,x) — (N,y),
gy (N,y) — (0,z) podemos definir la composicién como gy 0 fx = (80 f| -1 (gom ) )x : (M, x) —
(0,z). Més atin, el conjunto de gérmenes de difeomorfismos (M,x) — (M, x) forman un grupo
bajo la composicion.

DEFINICION 4.11. Sea o un camino en una hoja L de ¥. El germen de la funcién f
construida en la Proposicion 4.8 se llama la holonomia del camino o y se denota por

hol”S (a).

PROPOSICION 4.12. La holonomia del camino o con respecto a T y S no depende de los

os, unicamente depende de o, T y S. Mds aiin la holonomia tiene las siguientes propiedades
1. Sean oy B caminos en L tales que o(0) = x, o(1) = B(0) =y y B(1) = z. Entonces
para secciones transversales T, Sy R de F en x, y, z, respectivamente, se tiene

hol®T (B - o) = hol®5(B) o hol>7 (1)

2. Si oy B son caminos homotdpicos en L de x a y, entonces para secciones transversales
T y S en x ey, respectivamente, se tiene que

hol>7 (o) = hol>T (B).

3. Si o es un camino en L de x a y, entonces para secciones transversales T,T' en x y
S,S" eny se cumple

hot*" (@) = hot*"S(e,) o hol” (o) ool ™ (ey).

DEMOSTRACION. Ver [CN, Chap. 4, §1, Lemma 1 ] y [MM, Chap. 2, §2.1]. O

2. Grupoide de Monodromia

N
DEFINICION 4.13. Diremos que un grupoide G —= M es un grupoide topoldgico, si
t

G, M son espacios topoldgicos, las aplicaciones s,t: G — M, m: G x; G— G, 1:G— G
e id : M — @G son continuas.

DEFINICION 4.14. Un grupoide de Lie es un grupoide G :s; M tal que M y G son
t

variedades diferenciables, las aplicaciones s,t: G - M, m: Gx; G— G, 1:G— G e
id : M — @ son suaves y las aplicaciones s, f son sumersiones sobreyectivas.

N
OBSERVACION 4.15. Sea G —= M un grupoide topoldgico (de Lie). Como Inv es su
t
propio inverso, la aplicacion Inv es un homeomorfismo (difeomorfismo).

Sea F un atlas de foliacion de dimension p de una variedad diferenciable M". Definimos
el grupoide de monodromia Mon(M, F) = M como el grupoide cuyas flechas son clases de
homotopia de caminos contenidos en las hojas de la foliacién y cuya composicion entre flechas
es la concatenacién de caminos.
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PROPOSICION 4.16. El grupoide de monodromia de una foliacion admite una estructura
de grupoide de Lie.

DEMOSTRACION. Primero dotemos a Mon(M, ) de una topologia como sigue. Sea [o] €
Mon (M, F) con o un camino en una hoja L comenzando en x y terminando en y. Escojamos
(U,0) y (V,vy) cartas de foliacién de x e y, respectivamente, tales que 9(U) =A X Cy y(V) =
B x D, donde A, B son discos en R” y C, D discos en R?. Escribamos @(x) = (x1,x) EAXCy
V(y) = (y1,y2) €EBxD.Sean T =@~ ({x1} xC) y S =y~ ({y1} x D) secciones transversales
a x e y, respectivamente. Mds aun, por el Teorema 4.8 podemos suponer que 7"y S son lo
suficientemente pequefias para que hol>” () : (T,x) — (S,y) sea un difeomorfismo de T en
S.Sea H* : I x T — M la funcién suave definida por H*(z,z) = hol>T (at)(z), donde S; es una
seccion transversal a a(z), con Sop = 7'y S; = S. Definimos una funcién

fo:AxBxC— Mon(M, F)

de la siguiente manera. Para cada (a,b,c) € A x B x C, sea z = @ !(x1,c), escribamos 7' =
holS7 (0)(2) y W(2) = (v1,d). Hagamos
fa(a,b,c) = [tq 'HOL(_7Z> Yo

donde Y es un camino en la placa @~ '(A x {c}) de 9 !(a,c) a z y T s un camino en la
placay (B x {d}) de 7 ay~!(b,d). Observe que fq(a,b,c) no depende de la eleccién de los
caminos Yy, To, pues A, B,C y D son simplemente conexos (ver figura 3).

FIGURA 3. Un elemento de fo (A X B x C).

La coleccion de subconjuntos de la forma fy(A x B x C) forman una base para una to-
pologia en Mon(M, F). En efecto, supongamos que [A] € fu(A x BxC)N fB(Z x B x C),
donde P es otro camino en una hoja L'dexayy (U (p) (V V) cartas de foliacién de X
e 3, respectivamente, tales que ®(U) = A x C y y(V) = B x D. Supongamos que A es un
camino de u a vy [A] = [t H*(—, ) Yo). Escojamos A’, B’ discos en R? y C',D’ discos
en R? tales que @(u) € A’ xC' C ¢ (UNU) y ¢(v) € B xD C qf‘l(VﬂV) Escriba-
mos U' = ¢ (A’ xC"), ¢' = @|yr, V! =y (B x D) y ¢ = y|y.. Consideremos la funcién
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fi: A’ x B' x C" — Mon(M, F) con respecto a las cartas (U, @) y (V',y'). Veamos que
AA X B xC') C fa(AxBxC)N fa(Ax B xC).
En efecto, sea [u] € f; (A’ x B’ x C'). Luego
] = [t - H(—,w) -]
= o hol* " (1) (w) - ]

— [, - hol™ " (T - H*(—,2) - Ya) (W) -T2

Por otro lado, note que [holS“Tx(’l:a “H*(—,2) “Yo)(W)] = [T+ HO‘(—,holT’Tx (Yo)(W)) -],
para alguin par de caminos 7,7 (ver figura 4). Por lo tanto
A
] = [t H* (= hol™ ™" (o)) (W)) - ¥- 1.

Es decir [u] € fo(A x B x C) y andlogamente [u] € f3 (A x B x C). Por lo tanto la familia de
conjuntos de la forma fy(A x B x C) es una base para una topologia en Mon(M, F ).

FIGURA 4

Observe que como la topologia de Mon(M, F ) estd dada a partir de la topologia de M y M
es segundo contable, entonces Mon(M, ¥ ) también es segundo contable.

Veamos que Mon(M, F) es Hausdorff. Sean [a, [B] € Mon(M, F). Supongamos que oty 3
comienzan en puntos distintos. Escojamos cartas de foliacién (U, ¢), (U’,¢) de a(0) y B(0),
respectivamente, con U NU’ = 0. Para cualquier par de cartas de foliacion (V,y), (V/,y/) de
a(1) y B(1), respectivamente, los abiertos fo(A x Bx C)y fg(A’" x B’ x C') son disjuntos, con
(] € fa(AxBxC)y [B] € fg(A" x B' x C'). Lo mismo si oy B terminan en puntos distintos.

Ahora supongamos que [o, [B] € Mon(M, F ) empiezan en x y terminan en y, y son tales
que no existen abiertos disjuntos que los separen. Escojamos cartas de foliacién (U, @) y (V,y)
de x e y, respectivamente, tales que las secciones transversales T = @~ !({x;} xC) y § =
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~1({y1} x D) intersectan a las hojas de ¥ a lo mas en un punto, donde @(x) = (x1,x2) y
\lf( ) = (y1,y2)- Sea [¥] € fa(A x BxC)N fg(A x B xC), luego [y] = [t~ H*(=,2) - Ya] =
[tg-H B(—,2)- Yp]. Como U y V son simplemente conexos, entonces

[Ha(_vz)] = [HB(_7Z)]'
Sea

H:IxI—-M

una homotopia entre H*(—,z) y HP(—,z). Si X, es una secci6n transversal en H (s,t), enton-
ces H : I x I — M definida por H(z,s) = hol*+7 (Hy)(x) es una homotopia de o a B (ver figura
5). Es decir [a] = [B] y por lo tanto Mon(M, F ) es Hausdorff.

FIGURA 5. Homotopia entre oty 3.

Por otro lado observe que las funciones fy son homeomorfismos sobre su imagen, pues su
inversa
fo' 1 f(AXB xC) > AXBxC

estd dada por f ' ([Y]) = ((p109)(¥(0)), (p1oW)(¥(1)), (p2 0 0)(¥(0))). Note que el cambio

de coordenadas

fglofar fo  (fa(Ax B C)N f(A"x B'x C")) = fg ! (falA x Bx C)N fy(A" x B' x "))
dado por

15 (fala.b,e)) = (p1(@(@" (a,¢))), p1(w(W'™" (b, p2 (W (hol(B)(2'))))), p2(@(9' ' (a,¢))))

es suave. Por lo tanto las funciones f, determinan una estructura diferenciable para
Mon(M, F).
Finalmente veamos que con estd estructura diferenciable

Mon(M,F) =M

es un grupoide de Lie. Sea [a] € Mon(M, F), en coordenadas las aplicaciones s,z :
Mon(M, F) — M son de la forma s: A x B x C — A x C dada por s(a,b,c) = (a,c) yt: AX B x
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C — B x D dada por t(a,b,c) = (b, po(y(hol>T (o) (9! (x1,¢))))), donde x; = p1(@(a(0))).
Por lo tanto s, son suaves. Si x € M, la aplicacién identidad id : M — Mon(M, F ) en coorde-
nadas apropiadas alrededor de x tiene la forma id(a,b) = (a,b,b), que claramente es suave.

Finalmente veamos que m es suave. Sea ([o, [B]) € Mon(M, F) sx; Mon(M, F) tal que
B(1) = a(0) =y, B(0) =x y a(l) = z. Escojamos cartas de foliacién (U, o), (V,vy), (W,0)
de x, y y z, respectivamente. Escribamos f(U) =A X C, f(V)=BxDy f(W)=E x H. Con
respecto a las cartas (fo (B x E x D), fg'!), (V,¥) la aplicacién s es localmente una proyeccion.
Si 8 es como en el Lema 1.31 tenemos que (fo(B X E x D) s%; fg(A x B x C),d) es una carta
local de ([al], [B]). Con respecto a esta carta y a la carta (fy.g(A X E X C)) de [o- 3], m toma la
forma

m((b,e,d),b’) = (V' e,d).

Que claramente es suave. O

OBSERVACION 4.17. Sea M™ una variedad diferenciable. Cualquier atlas de M se puede
pensar como una foliacidn trivial de dimension m. El grupoide de monodromia con respecto a
esta foliacién corresponde al grupoide fundamental de M. En particular, el grupoide fundamen-
tal es un grupoide de Lie. Mds atn, la topologia del subespacio E = {[f] € m(X) | f(0) = b}
de (M) es la misma topologia del Teorema 2.26.
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Capitulo 5

Cofibraciones

En este capitulo estudiaremos la propiedad de extension de homotopia y cofibraciones,
siguiendo el enfoque de [D]. A lo largo de este capitulo escribiremos la composicién de fun-
ciones por yuxtaposicion, es decir, escribiremos fg en lugar de fog.

Sea i : A — X una funcién continua. Uno de los problemas en topologia es determinar
cuando una aplicacion f: A — Y admite una extension a lo largo de i, es decir, cuando existe
una funcién continua f X —Ytalque f = f i. En el caso en que decidir si una funcién f admite
una extension a lo largo de i dependa unicamente de la clase de homotopia de f, diremos que f
es una cofibracion. Comenzaremos definiendo el mapping cylinder de una aplicacion continua.

DEFINICION 5.1. Sea f : X — Y una funcién continua. Si X +Y denota la unién disjunta
de espacios topoldgicos, el pushout en la categoria 7 op del siguiente diagrama

xex ™y ix

X %I —Z(f),

DIAGRAMA 5.1. Mapping cylinder

donde 1p(x) = (x,0) y 11(x) = (x, 1), se llama el mapping cylinder de f y se denota por
Z(f)-

Para cada funcién continua f : X — Y considere el espacio
XXI+Y/~,

donde la relacién de equivalencia estd dada por (x,1) ~ f(x).SeaJ+j: Y +X - X xI+Y/ ~
definida por J(y) =y, j(x) = (x,0) yseaa: X xI — X x [ +Y/ ~ definido por a(x,t) =
(x,1—1).

TEOREMA 5.2. X x I 4+Y/ ~ junto con las aplicaciones a’y J + j es el mapping cylinder
de f.

DEMOSTRACION. Claramente a y J+ j son continuas, mds ain ao (19 +1;) = (J+ j) o
(f +idy).
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Supongamos que Z es otro espacio topoldgico junto con dos funciones continuas J' +
J:Y+X —zyd X xI— Ztales que d' o (19 +1;) = (J'+ j) o (f + idy), definamos [ :
XxI1+Y/ ~— Zpor l(x,t) =d (x,1 —t) y I(y) = J(y). Observe que [ es continua, pues
sim:X xI+Y — X xI+Y/ ~ es la proyeccion, entonces la funcién lon: X xI+Y — Z
determinada por lom(x,7) =d'(x,1—1) y lon(y) =J'(y) es continua (lema de pegado). Ademas
siyeY,telyxeX,entonces [(a(x,t)) =I(x,1 —t) = d'(x,t). Asi mismo

T+ )W) =1((y))
=1(y)
=J'(y)
="+ /)

y también
H{(J+))(x) =1(j(x))
=1(x,0)
=d(x,1)

Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

id
Xax 1T yax

Lo—HlL J+jl

XX ——=XxI+Y/~

Finalmente supongamos que I’ : X x I +Y / ~— Z es una funcién continua tal que ' oa =
dylo(J+j)=J+]. Luego, I'(x,t) =1l'(a(x,1 —1)) = (a(x,1 —1)) =1(x,1) y I'(y) =
'((J+)) =1+ )j)(y) =1(y), para cada (x,r) e X xIyye€Y.Porlotanto [ =1"y
Z(f) =X xI+Y/ ~ es el pushout del Diagrama 5.1. O

LEMA 5.3. Z(f) es el pushout del diagrama

DEMOSTRACION. De la definicién del mapping cylinder se ve facilmente que aolg =Jf.
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X Y
J o
X x 1 —=Z(f).

DIAGRAMA 5.2

Observe que si j5 : X =+ X +X y j¥ : X — Y + X estdn definidas por jX(x) = (x,0) y
Jj& (v) =y, entonces el siguiente diagrama conmuta

Y

f
f
f+1dx

XZ—>Y+X—=Y+X
Jo
ltoﬂl LJ—i—j

X x I —Z(f).

Lo

Supongamos que Z es otro espacio topoldgicoy a' : X x I — Z, J' : Y — Z son aplicaciones
continuas tales que J' f = a'1y. Sea j' : X — X x I +Y / ~, definida por j'(x) = d’(x,1). Observe
que (J'+ ) (f+1dx) = d (1p+11). Como Z( f) es el pushout del Diagrama 5.1, entonces existe
una tnica funcién continua l : Z(f) — Z talque J'+ j' = 1(J+ j) y ' = la. En particular, J' = 1J
y @’ = la. Finalmente observe que si I’ es otra aplicacién continua tal que J' =1'J y @’ = l'a,
entonces para todo x € X tenemos que

I'(J+j)(x) =1'(x,0)

=1l'a(x,1)

=d(x,1)

=Jj'(x).
Es decirJ'+j =1'(J+j) y @ = l'a. De la unicidad de [ se sigue que [ =" y por lo tanto Z( f)
es el pushout del Diagrama 5.2. U

DEFINICION 5.4. Una aplicacion continua i : A — X se dice que tiene la propiedad de
extension de homotopias (HEP) para el espacio Y, si para cualquier homotopiah:AXI —Y'y
cualquier funcién continua f : X — Y tal que fi(a) = h(a,0) existe una homotopia H : X x [ —
Y tal que f(x) = H(x,0) y H(i(a),t) = h(a,t). En dicho caso decimos que H es una extension
de & con condicién inicial f (ver Diagrama 5.3).

Decimos que i es una cofibracion si tiene la HEP para cualquier espacio Y.

Sea Z(i) el mapping cylinder de una aplicacion continua i : A — X, definamos ié( X =
X x I como la inclusién en el nivel 0. Observe que como ié( oi=(ixId)o i6‘, entonces existe
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YI

\

|-

1

-~

lxzd/f/

AxI

DIAGRAMA 5.3. Propiedad de extension de homotopias

|

una unica aplicacién [ : Z(i) — X x [ tal que IJ = if)( y la =i x Idj, es decir tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

TEOREMA 5.5. sea i : A — X una aplicacion continua. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. i es cofibracion.

2. itiene la HEP para Z(i).

3. La aplicacion 1 : Z(i) — X x I tiene una retraccion, es decir, existe una aplicacion
continua r: X x I — Z(i) tal que rl = Idy;).

DEMOSTRACION. Supongamos que i tiene la HEP para Z(i). Sea r : X x I — Z(i) exten-
sién de a con condicidn inicial J, como en el siguiente diagrama:

Como rlJ = J y rla = a, entonces por la propiedad universal de Z(i) debe ser rl = Idy ;).
Supongamos que ! admite una retraccién r : X x I — Z(i). Sea Y un espacio topoldgico,
f X — Y una aplicacién continua y 4 : A X I — Z(i) una homotopia con fi = hi{)‘. Por la
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propiedad universal de Z(i), existe una aplicacioén s : Z(i) — Y tal que sJ = f y sa = h. Si
hacemos H = sr, entonces f = sJ = srlJ = Hif)‘ y h=sa = srla= H(i x Idy), es decir, H es
una extension de 4 con condicién inicial f. U

Estamos interesados en estudiar cudndo la inclusién de un espacio en otro es una cofi-
bracion. En algunas ocaciones la siguiente proposicion resulta ser un criterio util para dicho
problema.

TEOREMA 5.6. Si la inclusion i : A C X es una cofibracion, entonces existe una retraccion
r:XxI—Xx{0}UAXI SiA es un subconjunto cerrado de X y existe una retraccion
r:X xI— X x{0}UA X I, entonces i es una cofibracion.

DEMOSTRACION. Sean f: X — X x {0}UAXIyh:AxI— X x{0}UA x I definidos
por f(x) = (x,0) y h(a,t) = (a,t), respectivamente. La retraccion r: X x [ — X x {0} UA x I
es la extension de /& con condicion inicial f. Reciprocamente, supongamos que A es cerrado y
que existe una retraccion r. Sea Y un espacio topologicoy f: X — Y, h: A xI —Y tales que
fi= hl‘é, definamos

)= { JO 0eXx0)
h(x,t) (x,t) € AxI
como A es cerrado, entonces g es continua. La extension de 4 estd dada por H = gr.
O

EJEMPLO 5.7. La inclusién de $"~! en D" es una cofibracién. En efecto, "~ ! es un sub-
conjunto cerrado de D" y la aplicacién r definida por r(x,t) = (2y(x,t) " 'x,y(x,t) — 2 +1),
donde Y(x,t) = méx(2|[xr|[,2 —t). La aplicacidn r es una retraccién de la inclusién.

EJEMPLO 5.8. La inclusién del subespacio cerrado A = {,ll |ne€Z"}U{0} enI no es una
cofibracién. Supongamos que existe una retraccion r: I x I — I x {0} UA x I. Sea B la bola
con centro en (0, 1) y radio 5 en A x I. Dado que r(0, 1) = (0, 1) y que r es continua, existe una
bola B’ centrada en (0,1) en I x I, tal que r(B") C B (ver figura 1). Mds aun, de la continuidad
de r tenemos que r(B) es conexo. Como r es retraccion, entonces r(B'NB) = B’ N B. Pero
B’ N B contiene puntos en distintas componentes conexas de B, lo cual contradice la conexidad
de r(B').

Otros criterios para decidir cudndo una inclusion es una cofibracién estdn dados en las
siguientes proposiciones.

PROPOSICION 5.9. Existe una retraccion r: X x I — X x {0} UA X I si y sdlo si existe
una funcion continua u : X — [0,00) y una homotopia ® : X x I — X tal que las siguientes
propiedades se satisfacen

1. Acu'(0)
2. ®(x,0) =x, para todo x € X
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B B

P

FIGURA 1

3. ®(a,t) = a, para todo (a,t) € A x I
4. ®(x,t) € A, para todo t > u(x)

DEMOSTRACION. Supongamos que r es una retraccién. Definamos

u(x) =max{r — pa(r(x,2)) |t €1} y D(x,t) = p1(r(x,1)),

donde p; y p> denotan la proyeccién en la primera y segunda componente, respectivamente.
Seana € A, x € X yt € 1. La condicién 1 se sigue de que u(a) = max{t — pa(r(a,t)) |t €I} =
max{r—p(a,t) |t €} =0.Como ®(x,0) = pi(r(x,t)) = p1(x,t) = x, entonces la condicién 2
se satisface. La condicion 3 es consecuencia de la igualdad ®(a,t) = p1(r(a,t)) = p1(a,t) = a.
Para ver que 4 se cumple supongamos que ¢ > u(x), en particular r >t — po(r(x,t)). Luego
p2(r(x,t)) > 0. Como r(x,t) € X x {0} UA x I, entonces r(x,t) € A x I, de donde se sigue que
D(x,1) € A.

Reciprocamente supongamos que existen aplicaciones u y ® que satisfacien 1-4. Defina-
mos r(x,1) = (P(x,1), max{r — u(x),0}). Luego, para todo x € X y (a,t) € A x I se tiene que
r(x,0) = (®(x,0), max{—u(x),0}) = (x,0) y r(a,t) = (®(a,t),max{r — u(a),0}) = (a,t), es
decir r es una retraccion. U

PROPOSICION 5.10. Supongamos que A C X es cerrado y que existe una vecindad U de
A, una aplicacion ¢ : X — Iy una homotopia H : U x I — X, tal que:

1. A=¢71(0),

2 0(X\U) = {1},

3. H(a,t) = a, para todo a € A,
4. H(x,0) = x, para todo x € A,
5. H(x,1) € A, para todo x € X.

Entonces, la inclusion A — X es una cofibracion.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen U,0 y H. Més ain, podemos suponer que en
una vecindad de X \ U se tiene ¢ = 1 (si no considerar la funcion min(2¢,1)). Es suficiente
ver que existe una retraccion @ : U x I — X x {0} UA X I, pues en este caso la aplicacion
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r:X xI— X x{0}UA x [ definida por

| P t(1=0(x))) sixeU
rixt) = { (x,0) sixg U,

es una retraccion. Definamos la aplicacién @ por

o) = {| [CHOD0) 580>
7 (H(x71)’t_¢(x)) Sl(I)(X)S[.
Observe que ®(x,0) = (x,0) y ®(a,t) = (a,t), para todo x € X y todo a € A. Claramente ® es
continua en puntos (x,7) tal que # # 0 y en puntos (x,0) tal que ¢(x) # 0.

Veamos que P es continua en puntos de la forma (x,0) tal que ¢(x) = 0, es decir, en puntos
de la forma (a,0) con a € A. Dado que para todo ¢ se cumple H(a,t) = a, entonces para cada
vecindad W de a, existe una vecindad V C W de a tal que H(V xI) CW.Si W x [0,€) es una
vecindad de (a,0), entonces r < € y x € V, implica que ®(x,7) € X x [0,¢€], y por lo tanto ® es
continua. U
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Capitulo 6

Grupoides dobles

DEFINICION 6.1. Una categoria doble 7 consiste en los siguientes datos:

1. cuatro conjuntos B, #, V'y P, llamados conjuntos de cajas, lados horizontales, lados
verticales y puntos, respectivamente,
2. ocho funciones:

t,b:B— H,; rl:B— vV, rl:H — P t,b:V—P
3. cuatro funciones identidad:
idey: P — H, idy:P—V; id: H — B; id: 7V — B

4. cuatro leyes de composicion:

m:Bpx; B— B; m:B,x; B— B; m:H x; H—H; m:Vyx; V—-9v

Todos estos datos sujetos a los siguientes axiomas
Al. (B, ,t,b,id,m), (B, V,t,b,id,m), (H,P,t,b,id,m), (V,P,t,b,id,m) son categorias,
A2. se satisfacen las siguientes igualdades de funciones B — P

tr=rt, tl=1t, br =rb, bl =1b

Este axioma nos permite pensar cada objeto A € B como una caja

t
A=1 7
b
dondet(A)=t,r(A)=r,b(A)=byl(A)=1.Loselementostr(A),tl1(A),br(A),bl(A) € P
representan los cuatro vertices de la caja (superior derecho, superior izquierdo, inferior
derecho e inferior izquierdo, respectivamente).
Si A, B € B son cajas tales que r(A) = [(B) escribimos A ‘ B 'y denotaremos el producto

A
horizontal de A con B por AB. Anédlogamente, si b(A) = t(B) escribimos R denotamos

A A |B
el producto vertical de A con B por B La configuracion ?‘7 significa que todos los

productos verticales y horizontales estdn definidos.
t u

A3. SiA=1 ryB=k s son elementos de ‘B, entonces:
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tu
A3.1 Si A|B ,entonces AB=1 s
bd

A A
A3.2 Si?, entonces B=lk _ rs

. B . . .
A4. Si ?‘7, entonces se verifica la ley de intercambio:

eo, ~{e b}

A5. Las funciones id : # — By id: V — B satisfacen:
h idt(v)
id(h) = idi(h) idr(h), he4H, idv)= v v ., veY
h idb(v

A6. Si P € P, entonces id id,(P) = id idy(P). Denotaremos este elemento por ®p :=
id id 5/ (P).

A7. Si(g,v) € Vpx; Vy (x,h) € H x; H, entonces

(o) | _ja(er);  {id(x)id(h)} —id(x
i) f =it fiaiaon) = ac)

Denotaremos una categoria doble 7" por (‘B; V', H; P) o por el diagrama

B = vV
1 i)
H = P

Sea A € B, denotaremos por A¥ su inversa en la categoria (B, #,t,b,id, m), siempre que
exista. Andlogamente denotamos por A” su inversa en (B,V,r,l,id,m).

DEFINICION 6.2. Decimos que una categoria doble 7" es un grupoide doble si todas las
categorias involucradas son grupoides. Es decir para cada A € B existen A” y A" tales que

AAM =id1(A); AMA=id r(A)

AV

=idt(A); A

" —id b(A)

LEMA 6.3. La categoria Grpd de grupoides tiene productos fibrados.
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DEMOSTRACION. Sean G :s; P, H :s; My V :S; AN grupoides, y
t t 1t

sean F,f: G — vV y K,k : H — 9V morfismos de grupoides. Definamos 5,7 : H xxp G —
M x5 P por s(h,g) = (s(h),s(g)) y t(h,g) = (t(h),t(g)). Observe que 5.7 estdn bien defi-
nidos, pues para cada (h,g) € H xxp V se tiene k(s(h)) = s(K(h)) =s(F(g)) = f(s(g)) ¥
andlogamente k(¢(h)) = f(t(g))-

Definamos m : (H xxp G) sX; (H kxr G) = (H gxp G) por (h,g)(W,g") = (hi',gg’)y

N
(h,g)~' = (h~',g7"). Con estas operaciones la configuracion H xxp G —= M x5 P es
t

un grupoide. Sean Py, p) : H gxp G — H y Pa,pr: H kxr G — G los funtores proyeccién
en la primera y segunda componente, respectivamente. Es claro que KP; = F P, es decir el
siguiente diagrama conmuta

P,

:XF Q\*ka P2 ‘g\f
f K lp
\Mp : \9\[.

N
Finalmente supongamos que £ —= R es otro grupoide junto con dos funtores Q1,92 : L —
t

H, Q2,q2: L — G tales que KQ; = FQ,. Definamos el funtor ® : L — H gxp G por ®(I) =
(01(1),02(1)) y ©(r) = (q1(r),q2(r)). Un cdlculo directo demuestra que i = Q y PP =
Q>.

Supongamos que ¥’ : L — H gXxp G es otro funtor tal que PP’ = Q0 y PP = 05.
Entonces, Pi®'(I) = Q;(I) = Py®(l) y andlogamente para P». Por lo tanto @' = ®. O

OBSERVACION 6.4. Un argumento similar al de la proposicién anterior muestra que la
categoria Cat también tiene productos fibrados.

La siguiente proposicion nos da una caracterizacion mas concisa del concepto de grupoide.

PROPOSICION 6.5. Un(a) grupoide (categoria) doble es un objeto grupoide (categoria)
interno a la categoria Grpd (Cat).

DEMOSTRACION. Sea 7 un objeto grupoide en la categoria Grpd. Escribamos 7 =
(A4,0,b,t,id,m,I), donde 4 y O son grupoides, y ademas b,t: 4 — O, m: 4 ,x, 4 — 4
y I : 4 — A4 son funtores. Todos estos datos sujetos a la conmutatividad de los diagramas que
definen un grupoide.
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Escribamos 4 = (B, V,r,l,id,m)y O = (H,P,r,1,id,,m). Los funtores b,t,id,m,I, co-

rresponden a funciones
b,t:B— H; id: H — B; m:Byx; B— B I:B—B
b,t:V — P, idy:P— 7Y, m:Vyx; V-9, 1:7 = 9.

De las identidades entre los funtores b,t,id,m,I, se tiene que 4 = (B, H,b,t,id,m)y O =
(V,P,b,t,id,),m) son grupoides.

Veamos que se satisfacen los axiomas A2—A7. La funtorialidad de ¢ y [ significa que las
siguientes identidades se satisfacen

6.1) tl=1It, tr=rt, bl=Ib, br=rb;
(6.2) tm=m(t xt), bm=m(bxb),
(6.3) tid=idyt, bid=idyb.

La ecuacién (6.1) corresponde al axioma 2. Las ecuaciones (6.2) corresponden a la parte 3.1
en el axioma 3. Las ecuaciones (6.3) corresponden a la parte de la derecha en el axioma 5.
La funtorialidad de m implica que

(6.4) m(lxp 1) =1Im, m(rixpr)=rm;
(6.5) m(m xp m) =m(m x m);
(6.6) m(id ;xp id) = id (m x m);.

De estas igualdades, la ecuacion (6.4) corresponde a la parte 3.2 del axioma 3. Las ecuaciones
(6.5) corresponden al axioma 4. Las ecuaciones (6.6) corresponden a la parte de la izquierda
en axioma el 7.

De la funtorialidad de id tenemos las siguientes identidades

6.7) idyl=1id, idyr=rid;
(6.8) idm =m(id x id)
(6.9) id i, = id idy.

Observe que (6.7) corresponde a las igualdad de la izquierda en el exioma 5. La igualdad
(6.8) corresponde a la igualdad de la derecha en el axioma 7. Finalmente (6.9) corresponde
al axioma 6. Dado que la construccion y los argumentos son reversibles, un objeto grupoide
interno a Grpd es lo mismo a un grupoide doble. U
DEFINICION 6.6. Sea 7 un grupoide doble, definimos la médula de 7 como el conjunto
E(B):={A € B| existe p € Ptalque b(A) = idy(p) r(A)=idy(p)}.

Griéficamente los elementos de E(‘B) se representan por cajas de la forma
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De ahora en adelante, para evitar problemas de notacidn, escribiremos e para la aplicacion
final de una categoria C.

OBSERVACION 6.7. Dado un grupoide doble (B; ¥, H;P) podemos definir una estructura
de grupoide (E(B),?P,s,e,id,m) sobre la médula de la siguiente forma
s,e : E(B) — P son funciones definidas por s(E) = br(E) y e(E) =tI(E),
id : P — [E(‘B), definida por idg(p) = 0O,
m :E(B) ¢x, E(B) — E(B), definido por

E | [ia®
El,| F|—
am| | F
e Si E € E(B), definimos
1. E"
- (di(E))"

DEFINICION 6.8. Decimos que un grupoide doble (B;V,#;P), es un grupoide doble
topoldgico, si todas las categorias involucradas son grupoides topoldgicos.

DEFINICION 6.9. Un grupoide doble de Lie es un grupoide doble tal que los grupoides
involucrados son grupoides de Lie y la aplicacion doble origen

S:B—H ,x;, V,talque A S(A) = (b(A),r(A))
es una sumersion sobreyectiva.
OBSERVACION 6.10. Sea (B;7V,#;P) un grupoide doble topoldgico, el grupoide
E(B) g:; P es un grupoide topoldgico.
e

Observe que la aplicacién X : E(B) — V' ,x; H, definida por X(E) = (I(E),(E)) es la restric-
cién a E(‘B) del producto de dos funciones abiertas y continuas y por lo tanto es una funcién
abierta y continua.

EJEMPLO 6.11. Para cada grupoide topoldgico G = P, el arreglo

GXG = PxP
i n
G = 2
tiene estructura de grupoide doble topologico, donde G x G = P x P es el grupoide producto
yGXxXG=G,PxP= P son grupoides pares (ver Ejemplos 1.37 y 1.38).
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EJEMPLO 6.12. Sea G = ‘B un grupoide de Lie. Construimos un grupoide doble de Lie a
través del funtor 7

T(G) = m(B)
il il
G = P

EJEMPLO 6.13. Sea G un grupo topoldgico actuando en un espacio X, el siguiente diagra-
ma es un grupoide doble topoldgico

(GxX)? = X?
I )
GxX = X.

Su médula estd dada por
{(e;x,8,x) |[x€X yg € G},
donde e es la identidad de G.

EJEMPLO 6.14. Sea G un grupo de Lie conexo. Considere el grupoide doble de Lie

nG) = {x}
i U
G = {x}.

Si e es la identidad de G, entonces un elemento de la médula E(n(G)) es de la forma
f()

Ul
£(0)

con [f] € w1 (G). Es decir, E(n(G)) consiste en clases de homotopia de caminos que comienzan
en e. Por la Observacion 4.17 y el Teorema 2.26 el espacio E(n(G)) corresponde al espacio de
cubrimiento universal de G.

OBSERVACION 6.15. Si en el ejemplo anterior hacemos G = SO(n) con n > 3, entonces
Spin(n) aparece como la médula de un grupoide doble de Lie.

1. Cofibraciones y grupoides dobles

En esta seccion trataremos el problema de cudndo la inclusién de la médula de un grupoi-
de doble topoldgico en el espacio de cajas es una cofibracién. El resultado principal de esta
seccion nos dice que en un grupoide doble de Lie la inclusién de la médula siempre es una
cofibracion. Antes de probar este resultado consideremos un ejemplo.
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EJEMPLO 6.16. Sea A un nimero irracional, consideremos a Z actuando en S por k- e® =
¢'®tM) Para el grupoide doble topolégico
(ZxS')? = (s)?
i i
ZxS' = sl
la medula es E((Z x §1)?) = {(0,e® m,e®) |m € Zy 8 € [0,21)}. Observe que E((Z x §')?)
es cerrado en (Z x S1)2. La inclusién de E((Z x S')?) en (Z x S')? es una cofibracién, una
retraccion 7 : (Z x S1)2 x I — (Z x §")? x {0} UE((Z x S')?) x I estd dada por
i0 io ;
0) sin#0
lOCl — (n,e. 7mae‘ )
e 1) { (0,e® m,e® 1) sin=0.

Antes de demostrar el resultado principal de esta seccion, probaremos un lema utilizando
vecindades tubulares.

r(n,eie

DEFINICION 6.17. Sea N una subvariedad embebida de una variedad diferenciable M. Una
vecindad tubular de N en M es una tupla (U, ¢, E,x), donde U es una vecindad abierta de N
en M, laterna (E,n,N) es un fibrado vectorial con base N y @ es un difeomorfismo de U en en
subconjunto abierto @(U) de E, tal que la restriccion @|y es la seccion cero 6o de (E,m,N).

PROPOSICION 6.18. Cada subvariedad embebida N C M de una variedad diferenciable
M admite una vecindad tubular (U,@,E | T).

DEMOSTRACION. Ver [LM, App. 1, 6.2]. U

Utilizando vecindades tubulares podemos demostrar el siguiente lema.

LEMA 6.19. Sea N C M una subvariedad cerrada embebida de M. La inclusion i : N — M
es una cofibracion.

DEMOSTRACION. Sea (U,¢,E,Tt) una vecindad tubular de N en M. Sea ¢ : M — I una
funcién suave tal que 0~ (0) =Ny ¢! (1) = M\ U (ver [Le, Problema 2—14]). Definamos la
homotopia H : U x I — X por H(u,t) = ¢~ (¢(u)(1 —1)). Observe que:

e H(a,t) =0 '(¢(a)(1 —1t)) = ¢! (¢(a)) = a, para todo a € N, dado que @(N) es la
seccidn cero.
e Es claro que H(x,0) = x, para todo x € M.

e H(x,1)= ¢~ (¢(x)(1— 1)) = ¢~ (c0(¢(a))) = a, para algin a € N.
El resultado se sigue del Lema 5.10. U

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para que la inclusion de la médula
en el espacio de cajas sea una cofibracion.

TEOREMA 6.20. Sea (B;V,#;P) un grupoide doble de Lie. La inclusion E(G) — G es
una cofibracion.
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DEMOSTRACION. La demostracion consta de varios pasos.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Probaremos que en cualquier grupoide de Lie G = M, la aplicacién id : M — G es
un embebimiento. Que id es una inmersion se sigue al derivar la ecuacion soid = Idy,.
Claramente id es inyectiva. Para ver que id es un homeomorfismo sobre su imagen,
basta probar que id es una aplicacién abierta. Sea U C M abierto. Observe que si
g €id(U), entonces existe x € U tal que g = id(x). Por otro lado, e(g) = e(id(x)) =
x €U, esdecir, g €id(G)Ne ! (U). Reciprocamente, si g € id(G)Ne ' (U), entonces
g = id(x) para algtin x € U. Se sigue que id(U) = id(G)Ne ! (U) y por lo tanto id es
una aplicacion abierta.

Sea G = M un grupoide de Lie y sean s,¢ : id(M) — @ las restricciones a id(M)
de s y e, respectivamente. Veamos que s y € son sumersiones sobreyectivas. Como la
inclusién 1 : id (M) — G es un embebimiento (en particular suave), entonces s = so1l
y € = e ol son suaves. Por otro lado observe que soid = Idy; = eoid. El resultado se
tiene al derivar la dltima desigualdad.

Sean7: P — H yb: P — V las restricciones de r y b a id, (P) y a idq(P), respecti-
vamente. Veamos que idy(P) 7%;; idq)(P) es una subvariedad embebida de #H ,x; V.
Sea i : idy () 75 idq)(P) — H ;x; V lainclusién. Observe que el siguiente dia-
grama es conmutativo

) X idy(P)— H xV

5 idq)(P) = idy (P

-‘]{Xb

id 3 (P) 7%

De la Proposicion 1.69 tenemos que la aplicacion i es suave. Como todas las flechas
distintas a i en el diagrama anterior son embebimientos, entonces i también es embe-
bimiento.

Como la aplicaciéon S : B — H ,x; 1V es sumersién sobreyectiva y E(B) =
S~ (id 4 (P) #x7 idg(P)), de la Proposicién 1.70 se sigue que E(B) es una sub-
variedad embebida de ‘B.

Veamos que E(‘B) es un subconjunto cerrado de B. Como toda variedad diferenciable
es metrizable, basta probar que si la sucesién {B;} C E(‘B) converge a B, entonces
B € E(B). Si p; = br(B;) y p = br(B), entonces dado que las funciones b, r e id son
continuas, se tiene que
b(B) = lim b(B;) = limid(p;) = id(p)
i—veo i—oo
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y andlogamente r(B) = id(p). Es decir B € E(‘B) y por lo tanto E(‘B) es cerrado.

Paso 6. El teorema se sigue del Lema 6.19.
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