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Introduccion

Un Operad es una abstraccion de familias de funciones de n variables que se pueden
componer, con un n también variable, que son tutiles para organizar y modelar diferentes
tipos de estructuras matematicas. Estos se definen dentro de la Teorfa de categorias, una
rama de la matemaética que proporciona un lenguaje universal para describir estructuras
algebraicas y relaciones entre ellas [23].

Una categoria es una estructura algebraica definida a partir de objetos que estan rela-
cionados por flechas, que cumplen dos propiedades basicas: las flechas pueden componerse
de manera asociativa, y para cada objeto, existe una flecha identidad. Inicialmente, fueron
introducidas por Eilberg y Mac Lane [9] en 1945 para estudiar el concepto de functor y de
transformaciéon natural. Durante los siguientes 15 afnios se utilizé la Teoria de categorias
como un lenguaje para estudiar, entre otros, Topologia algebraica y Algebra homoldgica
[5], utilizando las pruebas mediante diagramas conmutativos. Grothendieck, en su trabajo
de 1957 [14], defini6 las categorias aditivas y abelianas para modelar aspectos fundamen-
tales del Algebra homoldgica. Seguido a esto, gracias a los trabajos de Lawvere, la Teoria
de Categorias fue considerado como un objeto de estudio auténomo, debido al desarrollo
del concepto de functor adjunto y su relacién con la definicién de categoria abstracta. La
tesis doctoral de Lawvere [16] constituyé un avance importante dentro de la teoria, ya
que alli introdujo la categoria Cat, la cual describiremos en el Capitulo 1, fundamento de
la Teoria de categorias. Desde 1980 hasta hoy en dia, sus aplicaciones han ido creciendo,
principalmente en Topologia algebraica y Algebra homoldgica, pero también en Geometria

algebraica, Algebra universal, Légica matematica y Ciencia computacional tedrica.



Particularmente, dentro de la Teoria de Categorias, hubo interés por hacer abstrac-
ciones de propiedades como la asociatividad y conmutatividad. Los trabajos de Stasheff,
Epstein y Mac Lane, [10], [20], [27], establecen una “ley general de asociatividad” para
una categorfa con multiplicacién, es decir, un isomorfismo : A(BC') = (AB)C, y estudiar
los casos en que éste es Unico, para argumentos A, B y C. De manera anéloga, definieron
una ley general de conmutatividad AB = BA, y la existencia de una identidad K tal
que KA = A, para la multiplicacién AB. Estos isomorfismos estan sujetos a axiomas de
coherencia, y a partir de estos surgi la definicién de Categoria Simétrica Monoidal.

Los primeros trabajos dedicados a estudiar de forma tedrica la composicion de opera-
ciones fueron presentados por Michel Lazard, llamados por él como analyseurs, en 1950
[17]. La primera definicién formal de los Operads aparecié en los 60’s, con trabajos de J.
Adams y S. Mac Lane [19] , J. M. Boardman y R. M. Vogt [4], J. D. Stasheff [27] y espe-
cialmente J. P. May [24]. En la década de los 90 se identificaron otros objetos aptos para
ser estudiados mediante los Operads, dentro de la Teoria de la deformacion, Co-homologia
de grafos, Dualidad de Koszul, Teor{a de representaciones, Analisis combinatorio, espacios
de Moduli, Teoria de cuerdas y Teorfas conformes de campos, entre otros [11], [22], [25],
[28]. Dentro de la Teoria operadica algebraica moderna, se detaca el trabajo de V. A.
Ginzburg y M. M. Kapranov [13], quienes describieron la nocién de Operads modulares,
una generalizacion de los grafos de Kontsevich y la construccién por barras de Operads,
motivado por la relacién entre los Operads y Espacios de Moduli para curvas algebraicas
[12].

El objetivo de este trabajo es presentar el concepto de Operad sobre una Categoria
Simétrica Monoidal. Mostramos el Operad de Discos Pequenos, el Operad de Cubos Pe-
quenos y el Operad de Endomorfismos.

En el primer capitulo se definen objetos de Teoria de Categorias, como Categoria,
Functor y Transformacién Natural, necesarios para introducir conceptos de los capitu-
los siguientes. En el segundo capitulo, se introduce el concepto de Categoria Monoidal y

Categoria Simétrica Monoidal, y se dan ejemplos, haciendo énfasis en la construccion de



la Categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo k& como Categoria Simétrica Monoi-
dal. En el tercer capitulo, se hace una introduccion a la definicion de Operad con tres
ejemplos, el Operad de Discos Pequenos, el Operad de Cubos Pequenos y el Operad de
Endomorfismos, y finalmente se da la definicion formal de Operad sobre una Categoria
Simétrica Monoidal. En el cuarto capitulo se introduce el concepto de algebras sobre Ope-
rads, se presenta el espacio de lazos como algebra sobre el Operad de Cubos Pequenos, y
estudian los Ass—algebra, y Com—algebra, los cuales coinciden con las nociones clésicas

de algebras asociativas y algebras conmutativas y asociativas, respectivamente.



Capitulo 1

Categorias

En este capitulo el lector encontrara una introduccion basica a la teoria de Categorias,
necesaria para introducir el concepto de Operad. Se dardan definiciones clasicas y ejemplos

de categoria, functor y transformacién natural [21].

1.1. Axiomas de Categorias

En esta seccién se definira el concepto de Categoria y se daran ejemplos. Una categoria
es una estructura algebraica que proporciona un lenguaje conceptual conveniente para el
estudio de la matematica, incluido el propuesto en este trabajo. La teoria de Categorias
inicia con la observacion que muchas propiedades de objetos matematicos pueden ser
unificadas y simplificadas con diagramas de flechas. Cada flecha representa dos conjuntos

y una regla que asigna elementos del primero con el segundo. Un diagrama
Y

VN

es conmutativo cuando h = g o f, denotando o como la composicién usual. Muchas

X

propiedades de estructuras matemaéticas pueden ser representadas bajo propiedades de
diagramas que conmutan. Algunos ejemplos se encuentran explicados en [21], donde el

autor representa el producto cartesiano como conmutatividad entre diagramas.
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A continuacién se presentaran los conceptos de Categorias y sus propiedades:

Definicién 1. Un grafo dirigido es un Conjunto O de objetos, un Conjunto A de

flechas y dos funciones:
= Dominio, que asigna a cada flecha f un objeto a, es decir a = Dom f.
= Codominio, que asigna a cada flecha f un objeto b, es decir b = Cod f.
Dentro del grafo, se denota el conjunto de las funciones que se pueden componer como:
AxoA={(g,f)lg, f € A, Domg = Cod f},
llamado el producto sobre O.
Ejemplo de un grafo dirigido
=Y/
Ejemplo de un grafo no dirigido
Definicién 2. Una categoria C es un grafo dirigido con dos funciones adicionales:
id :C — A, AxcA— A
c+id,, (f,g)—gof.
llamadas identidad y composicion, tal que

Dom (id,) = a = Cod (id,), Dom(go f) =Dom f, Cod(go f)= Cody,

para todos los objetos a € Ob(C) y todas las composiciones posibles de flechas. Para todas

las flechas f :a — by g:b— c se tiene que

idyof=f goid=g



Al conjunto de objetos de una categoria C se denotarda como Ob(C), y el de sus flechas, o

morfismos, como C(A, B), con A, B € Ob(C).

Ejemplo 3. A continuacion se presentardn algunos ejemplos de categorias:

1. 0 es la categoria vacia (no objetos, no flechas).
2. 1 es la categoria con un objeto y una flecha O (la identidad).
3. 2 es la categoria con dos objetos a,b y solo una flecha distinta a la identidad, O—O.

4. 8 es la categoria con tres objetos cuyas flechas distintas a la identidad estan arre-

gladas en un triangulo.
5. Una categoria discreta es aquella en la que toda flecha es la identidad.

6. Para toda categoria C, y un objeto fijo a € C, el conjunto
Hom(a,a) ={f:a—a| f esflecha}
es un monoide.

7. Dadas B,C categorias, la categoria producto B x C se define:

= para objetos, Ob (B x C) = Ob(B) x Ob(C),

= para morfismos, B x C((z,y), (w, 2)) = B(z,y) x C(w, 2), donde x,y € Ob(B)
yw,z € O0b(C).

» Todo conjunto parcialmente ordenado, o poset, puede ser visto como una cate-
goria P, en la que dos objetos estdn unidos por, a lo sumo, una flecha, y las
flechas no son funciones. Dados x,y € Ob(P), las flechas serdn de la forma
(z,y), si x < y. La composicion de flechas estd dada por (z,y) - (y,z) = (x, 2).
Ast, se tendrd que esta relacion es transitiva. También se tiene que la relacion

es simétrica, gracias a la existencia de la flecha identidad (x,x). Por dltimo



la antisimetria se tiene gracias a la condicion de que haya a lo sumo una fle-
cha entre dos objetos, es decir, si existen dos flechas (x,y) y (y,x), entonces

necesariamente r =1v.

Para los siguientes ejemplos se introducira el concepto de objetos pequenos, para ca-

tegorias. Un conjunto pequeno es un conjunto que pertenece a un universo fijado U.

En la teorfa axiomatica de conjuntos de Von Neumann-Bernays-Gdédel [3], una clase es

una coleccion de conjuntos que pueden ser definidos sin ambiguedades mediante una pro-

piedad que todos ellos compartan. Todo conjunto es una clase, sin importar la manera de

definirlo, y una clase que no es un conjunto es llamada clase propia. Una categoria C es

llamada pequenia si Ob (C) es un conjunto y no una clase propia.

Ejemplo 4. Algunos ejemplos de Categorias pequenas son:

1.

Set denota la categoria cuyos objetos son los conjuntos y funciones como morfismos.
Dados A, B € Ob(Set) entonces Set (A, B) denota el conjunto de morfismos en Set

entre A y B, que en este caso es

Set(A,B) ={f:A— B: f es un funcion}.

B denota la categoria cuyos objetos son conjuntos finitos y morfismos son biyeccio-

nes.

Vect (k) denota la categoria cuyos objetos son espacios vectoriales de dimension

finita sobre k un cuerpo y morfismos son transformaciones lineales.

Top denota la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos y morfismos son

funciones continuas.

Zo-Vect denota la categoria cuyos objetos son espacios vectoriales Zio-graduados y

morfismos son transformaciones lineales entre ellos.

Cat denota la categoria cuyos objetos son categorias pequenas y morfismos son

functores.
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7. Mon denota la categoria cuyos objetos son monoides y morfismos son morfismos de

monoides.

8. Grp denota la categoria cuyos objetos son grupos y morfismos son homomorfismos

de grupos.

9. Rng denota la categoria cuyos objetos son anillos y morfismos son morfismos de

anillos.

10. CRng denota la categoria cuyos objetos son anillos conmutativos y morfismos son

morfismos de anillos.

11. k-Mod denota la categoria cuyos objetos son maodulos sobre el anillo conmutativo

k.

1.2. Functores

En esta seccion se dara la definicién de functor y se dardn ejemplos. Un morfismo de
una categoria en otra que preserva la estructura es llamado functor. Esta definido para

objetos y flechas. A continuacién sigue la definicién:

Definicién 5. Para categorias C y B, un functor T : C — B con dominio C y codominio

B es una regla tal que:
» A cada objeto ¢ € Ob(C) asigna un objeto Tc € Ob(B).

» A cada flecha [ : ¢ — ¢ asigna una flecha Tf : Tc — T en B(A,B), con
A, B € Ob(B), tal que

L] T(lc) = 17‘0.

e T(gof)=TgoTf.
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Ejemplo 6. Un ejemplo sencillo de functor es el functor potencia, P : Set — Set.
El morfismo de objeto asigna a cada conjunto X el conjunto potencia, o partes, P(X),
con sus elementos siendo subconjuntos de X. Su funcion de morfismos asigna a cada
f: X =Y un morfismo Pf : P(X) = P(Y), el cual envia a cada S C X a su imagen
f(S) € Y. Como se cumple P(1x) = lpxy y P(fog) = Plg) o P(f), claramente se

define un functor sobre la categoria de conjuntos pequenos en si misma.
Definicién 7. Una especie de estructura es una regla F tal que:
» asigna a todo U conjunto finito, un conjunto F|U| finito.

» asigna a toda biyeccion o : U — V', una funcion Flo| : FIU| — F[V] que cumple

con las propiedades functoriales.
1. para todas las biyecciones o : U — V y7:V — W,
Floot] = Flo|o F|r]
2. para el morfismo identidad, idy : U — U,
Flidy] = id z.

Un elemento s € F[U] es llamado una F-estructura sobre U, mientras que F|o] es llamada

el transporte de estructuras a través de o.

Observe que una especie F es un functor entre B y si misma. El lector interesado en

profundizar las ideas presentes en este ejemplo puede ver [2].

Definicién 8. Un functor que olvida parte o la totalidad de la estructura de un objeto

algebraico es llamado un functor olvidadizo o functor subyacente.

Ejemplo 9. Sea U : Grp — Set el functor que le asigna a cada grupo G el conjunto
U(G) de sus elementos, olvidando la multiplicacion, y por lo tanto la estructura del grupo,
y a cada morfismo ¢ : G — G, la misma funcion ¢, sélo vista como funcion entre

conjuntos.

12



Ejemplo 10. Sean B,C,D categorias. Un bifunctor F : B x C — D es un functor de la

categoria producto B x C a la categoria D, definido asi:
» En objetos: Para cada x € ob(B) ey € ob(C), un objeto z € ob (D).

» En morfismos: Dados f € C(x,2") y g € B(y,y'), el morfismo
F(f.9): Fla,y) — F(@',y),

tal que

F(ffofigog)=F(f'g)eF(f g)

De manera similar, se define un functor con mas argumentos. Se denota por C" el producto
cartesiano de C con si misma n veces, y F' : C" — D el functor con n argumentos en C y

valores en D. Se dice que F' tiene multiplicidad n.

Los functores pueden ser compuestos. Dados functores 7 :C — By S : B — A, entre

Categorias A, B y C, las funciones composicion
cr— S(Te), = S(TY)

sobre objetos ¢ € Ob(C) y flechas f € C(A, B), con A, B € Ob(C), definen un functor
SoT :C — A, llamado functor composicién. Dicha composicion es asociativa, y existe

el functor identidad idg : B — B, que actia como la identidad para esta composicion.

Definicién 11. Un isomorfismo de Categorias T : C — B es un functor T que es

una biyeccion, en objetos y en morfismos.

Equivalentemente, un functor 7 : C — B es un isomorfismo si y sélo si existe S : B — C

tal que SoT y T o8 son functores identidad (S = T 1).

Definicién 12. Un functor T : C — B es completo cuando cada par ¢, € Ob(C), y
para cada morfismo g : Tc— Tc en B(Tc,Tc) existe un morfismo f:c— ¢ enCl(c,c),

tal que g ="T f.

13



Definicién 13. Un functor T : C — B es fiel (o un embedding) cuando a cada par

c,d € Ob(C) y a cada par f1, fo : ¢ — ¢ de morfismos paralelos, se tiene que

THh=Tf :Tc—=Td = fi=fo

1.3. Transformaciones Naturales

En esta secciéon se dara la definicion de transformacion natural, y se dard un ejemplo.
Una transformacién natural puede considerarse como un morfismo entre functores que

respeta la estructura interna de su dominio y codominio [21].

Definicién 14. Dados dos fuctores S, T : C — B, una transformacion natural
7:8 = T es una funcion que asigna a cada ¢ € Ob(C) un morfismo 7. = 7¢: Sc — Tc
de tal forma que cada morfismo f :c— ¢ genera un diagrama

Te

c Sc Tc
f Sf Tf
c Sc Te T

que resulta ser conmutativo. Cuando esto se cumple, también se dice que 7. es natural

en c.

Si pensamos el functor & como tomando una imagen desde B de C, entonces una
transformacion natural 7 es un conjunto de morfismos que envia la imagen S en la imagen

T, con todos los cuadrados, y paralelogramos, siendo conmutativos:

a Sa Ta
h b Sh Sh—1° Th
9
c Sc Te Tc




llamamos a 7a, b, Tc, ... los componentes de la transformacion natural 7, también lla-
mada morfismo entre functores. Una transformacion natural 7 con cada componente 7c¢

invertible en B es llamada una equivalencia natural, o un isomorfismo natural, en simbolos

T:8§=T.
Proposicién 15. El determinante es una transformacion natural.
Demostracion. Sean T,S : CRng — Grp functores, tales que:

» 7 := ( )* en objetos toma un anillo conmutativo k y lo envia en k*, el grupo
de unidades, es decir, todos los elementos que tienen inversos multiplicativos; en
morfismos, dado ¢ homomorfismo de anillos, lo envia en él mismo, restringido a las

unidades.

= S := GL,, en objetos, envia un anillo conmutativo k en GL,(k), esto es, el grupo
general lineal (Matrices de tamano n X n con el determinante distinto de 0); en
morfismos, envia a un morfismo de anillos ¢, en uno entre matrices, en el que toma

cada entrada de la matriz y le aplica .

Sea deti M el determinante de una matriz M de tamano n x n con entradas en el anillo
conmutativo k. Como la férmula del determinante esté definida igual para cualquier anillo

conmutativo, cada morfismo de anillos f : k — k' lleva a un diagrama,

ar g U
GL,f I
GL, K ety

que resulta ser conmutativo, y demuestra que la transformacién det : GL, — ( )* es

natural entre dos functores, ( )* y GL,,, de CRng — Grp. ]
Ejemplo 16. Dadas categorias D y C, la categoria D° se define como:
= Ob (D) = {functores F : C — D}.

15



» DE(F,G) = {transformaciones naturales f : F — G}, para F,G € Ob (D).

Definicién 17. Una equivalencia entre categorias C y D es definida como un par
de functores S : C — D y T : D — C, junto con isomorfismos naturales Io = T oS y

16



Capitulo 2

Categorias Simétricas Monoidales

Las categorias simétricas monoidales, conocidas también como categorias tensoriales
monoidales o bicategorias, han sido introducidos independientemente por diferentes auto-
res, como Bénabou en [1] y MacLane en [19]. Las bicategorias, como las llamaba MacLane,
se introducen con varios propésitos: formular la nocién de una categoria con un functor
Hom, generalizar las leyes de asociatividad, conmutatividad e identidad entre objetos,
dados por isomorfismos, y estudiar los casos en los que la equivalencia es unica. En esta
seccion se introduciran los conceptos necesarios para la definiciéon de categoria simétrica
monoidal, como las leyes superiores de asociatividad, conmutatividad e identidad, entre
otras. El lector que este interesado en la nocién de coherencia de Mac Lane puede revisar

120].

2.1. Categorias Monoidales

En esta seccion se definira el concepto de Categoria Monoidal, y se daran ejemplos.

Definicién 18. Un monoide es un conjunto M junto con la ley de composicion e defi-
nida asi:

o MxM—> M,

tal que la ley de composicion es asociativa y posee un elemento identidad.
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Un monoide es una categoria con un objeto, y estd determinado por su conjunto de
flechas, la funcion identidad y la regla para la composicién. Como para cualquier dos
flechas esta definida la composicion, la categoria puede ser descrita como un conjunto M
con una operacién binaria e : M x M — M que es asociativa y tiene identidad. Luego

un monoide es exactamente un semigrupo.

Ejemplo 19. La categoria cuyo inico objeto es un conjunto arbitrario A, y sus morfismos
son funciones de A en si mismo es un monoide, relativo a la operacion de composicion
entre morfismos, debido a que la composicion de funciones es asociativa, y la identidad

es la funcion identidad.

Definicién 20. Una categoria momnoidal es una séxtupla (C,®,1c,,, ) dada por

los siguientes datos:
1. C es una categoria.
2. Un bifunctor © : C x C — C, llamado producto monoidal.
3. Un objeto 1¢c € Ob(C) un objeto distinguido, llamado unidad en C.

4. Para cada x,y,z € Ob(C), un isomorfismo natural o, ., llamado isomorfismo de

asociatividad tal que
A=y, 20 YO2) = (0yY) O 2.

5. Para cada x € Ob(C), dos isomorfismos naturales v y [3, llamados identidades a

1zquierda y derecha

s y:leOx — o,

m fix @l — .

Estos datos estan sujetos a los siguientes axiomas:

18



1. Axioma de asociatividad (Pentdgono de MacLane): Dados z,y,z,w € Ob(C) el

siguiente diagrama conmuta:

r0 (YO (zOw))

? >

0 ((y©2) ©w) (z0y) O (z0w)

aw,y@z,w aac@y,z,w

Oéxzyvz @ ldw

(O (yo2)ow (z0y)©2) Ow

2. Axioma de unidad. Para cada z,y € Ob(C), el siguiente diagrama conmuta:

Az lc,y

T (le ©y) (1) ©y)

@ )
2 N
®© ®©
> R
rTOY
En el Ejemplo 21, B es la categoria de conjuntos finitos y biyecciones, definido en el

Ejemplo 4.

Ejemplo 21. La categoria B es una categoria monoidal tal que ® = X es el producto
cartesiano de conguntos, y la unidad es, para u € Ob(B) fijo, el conjunto con un solo
elemento, 1y = {u}. Como el producto cartesiano es asociativo, dados m,n,k € Ob(B),
o = Qo = 1d psmxk. Ademds, las identidades a izquierda y derecha v y 3, estan dados
por las proyecciones en la sequnda y primera coordenadas, es decir, para todo n € Ob(B),
v: {u}xn — n f: nx{u} — n
(u, k) — k (k,u) — k.
La conmutatividad de los diagramas estd dada gracias a que o = id, y a que v y B son

PTroYecciones.

Ejemplo 22. Top es una categoria monoidal, tal que ® := X es el producto cartesiano
entre espacios topologicos y lmop €l conjunto con un elemento fijo, dotado con la topologia

discreta.

19



Una Categoria C tomando ® como el producto cartesiano, 1z como un objeto terminal
y a, 7, 8 como los isomorfismos candnicos, es llamada categoria monoidal cartesiana. Entre

los casos particulares importantes se incluyen Set, Cat, Grp y Rng.

2.2. Categorias Simétricas Monoidales

En esta seccién se definira el concepto de categoria simétrica monoidal, y se hara es-

pecial énfasis en el ejemplo de Vect (k).

Definicién 23. Una categoria simétrica monoidal es una tupla (C,®, 1c, o, 7, 3, s),
tal que C = (C,®, 1¢, o, 7, 8) es una categoria monoidal, y s un isomorfismo natural
Spy i TOY =y O, llamado simetrizador, que satisface los siguientes aziomas de cohe-

rencia, expresados por la conmutatividad de los siguientes diagramas:

S:L‘,y Slc,x
TOY yoOx le®x T l1e
@ Sy,x
@Q& P2 %)
Oy x
y el ultimo de ellos conocido como el hexdgono de Mac Lane:
TO(yoz2)
5\%7’
A
TOz0OY (xOyY) Oz
am,z,y S:L‘@y,z
(x@2)Oy 20 (xOy)

OLN““U

(z0z)0yY
Ejemplo 24. Cualquier categoria monoidal cartesiana C, es un categoria simétrica mo-

noidal con sz (a,b) := (b,a), con (a,b) € x x y, z,y € Ob(C).
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A continuacién haremos la descripcién de Vect (k) como una categoria monoidal con
©® = ®@ el producto tensorial entre espacios vectoriales y lvect(r) := k. Haremos la

construccién de los isomorfismos «, 5y 7:

Isomorfismo de Asociatividad: Sean E, F,G € Ob(Vect (k)), y z € G fijo. Defi-
nimos f, : EX F - E® (F®G) asi: f.(x,y) =2 ® (y ® 2). f. es bilineal, gracias a las
propiedades de linealidad de ®:

LAz + 22,y) = (A1 +12) ® (y @ 2)
=AM R YR2)+r2R (Y 2)

= M.(z1,9) + f.(22,y),

(2, Ay +y2) =2 @ (Ayr + 42 ® 2)
=r2® (M1 ®z+ 1y ® 2)
=R M1 ®2)+2® (Y2 ® 2)
=AM R (y1 ®2)+1Q (y2 @ 2)

= Afz(flf, yl) + fz(xv yQ)'

Gracias a la propiedad universal del producto tensorial [8] se tiene que existe una tnica
transformacion lineal h, : EQ F — E® (F ® G), tal que h,o® = f,, es decir, el siguiente

diagrama es conmutativo:

ExF—fZ»E®(F®G)
&

A\IG
E®F

Luego se tiene que para todo z € E,y € F,

h.(z®@y) = fv,y) =2® (Y ® 2).
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Sea: (F®F)xG— E®(F®G) definida por:

V(e ®y,z)=h(z®@y).
Veamos que 1) es lineal:

YA @1 @ Y1) + 22 @ Y2), 2) = ho (A1 @ Y1) + (22 @ Y2))
= M (21 ®@ Y1) + ho(22 @ 1)

= )\1#(513'1 X 1, z) + w(iﬁz & Yo, Z)-

La linealidad en la segunda componente se tiene gracias a la unicidad de h,, ya que
Fner s = Moy + By,

De nuevo por la propiedad universal, se tiene que existe una tnica transformacion
lineal 0 : (F® F)RG — E® (F®G) tal que @ o® = 1), es decir, el siguiente diagrama

es conmutativo:

(E®F)><GLZJ>E®(F®G)

“ &
(E®F)® G
Luego, se tiene que a((z @ y) ® 2) =Y(rRy,2) =h,(rQy) =2 R (y ® 2).
Sea x € F fijo. Definamos ¢, : F x G = (FE® F) ® G por ¢,(y,2) = (r ®y)  z.
Claramente g, es bilineal. Una vez mas, por la propiedad universal, existe una unica
transformacién lineal iy, : F @G — (E®F)® G tal que hyo® = g, es decir, el siguiente

diagrama conmuta:

FxG- (Bered

®
"\
FeG
Luego se tiene que:
haoly ® 2) = gu(y, 2) = (2 @ y) ® 2. (2.1)
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Definimos 1) : E x (F®G)— (F®F)®G de la siguiente manera:

~

Y(r,y ®2) = g.(y ® 2).
QZ también es bilineal, y por lo tanto existe una tinica
a=agrq: FR(FRG) = (E®QF)®G,

tal que o ® = 7:Z}\7 es decir, el siguiente diagrama conmuta:

o~

Ex(F@G)i(E®F)®G

®© o
E®(F&Q)
Luego se tiene que
az®(y©2) =dry®z) = (r0y) (2.2)

de (2.1) y (2.2), se tiene que:
(@ea)z@(y®2) =a((t®y) @z) =2 (y®:2),

(acd)((z@y)®z2)=az® (y®2))=(zQY) 2.

Por lo tanto, a o & = id = @ o a, luego « es el isomorfismo de asociatividad, es un
isomorfismo y por lo tanto, (EQ F) @ G = E® (F ® G).
Identidad a izquierda y derecha: Dado E € Ob(Vect (k)), definimos v y § como
sigue:
v: kxE — FE g: Exk — F
(a,v) — av (v,a) — wa,
donde av y va es la multiplicacion usual por escalar. v y [ preservan la linealidad gracias

a que los elementos del cuerpo k son asociativos bajo la multiplicacion, y son biyectivos
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por construccién. Por lo tanto, v y 8 son las identidades a izquierda y derecha, res-
pectivamente. Ahora veremos que los datos anteriores cumplen los axiomas de categoria
monoidal:

Axioma de asociatividad: Dados F, F,G, H € Ob(Vect (k)), y debemos ver que

(apre®idy)oagresen o (dr ® apcn) = CpgraH © OB FGoH-

Entonces,

(apre®idg)oapreeu o (idp ® apen)(z® (¥ @ (2 @w)))
= (apre®idy)cagrecu(z® (Y ® 2) @ w))
= (aprec®idp)(z® (y®2)) @w)
= (e®y) ®2)ew).

Por otro lado,

apereH ° OprceH(T® (Y@ (2@ w))) = apgrea((z @ y) ® (2 @ w))

= (roy) ©z)@w),

y por lo tanto, se tiene lo deseado.

Axioma de Unidad: Dados E, F' € Ob(Vect (k)), debemos ver que
idp®y=(8®idp) o agy,r.
Entonces:
dpv(z(k®y) =2y.
Por otro lado,

(BRidp)oagrr(z® (k®y)) =(idpr)((z@k)®y)

=r QY.

Por lo tanto el axioma de unidad se cumple, y finalmente se tiene que Vect (k) es una

categoria monoidal.
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Veremos ahora que Vect (k) es una categoria simétrica monoidal, haciendo la construccion
del isomorfismo s:

Dados E, F € Ob(Vect (k)), definamos 1 : EXF - EQFyp,: EXF - FQE,
o1(z,y) = xRy, pa(x,y) := y®x. Como @, es bilineal, existe s : F® F' — F @ E lineal,

tal que f o @i = g, 0 equivalentemente, el siguiente diagrama conmuta:

ExF 2. roE

©1 5

E®F
Es decir, f(z ® y) = (y ® x). De la misma manera, existe s : F ® F — E ® F tal que

g o Y2 = 1, 0 equivalentemente,

ExF ' EoF

Y2 %

FoFE
Por lo tanto, S(y @ z) = x ® y.
Luego tenemos que:
/8\080@1:/8\0902:901 y 50/3\0@2280@1:@2,
y por lo tanto Soso @) = p; v 050wy = o.

Equivalentemente,

(Fos)z@y)=(r®@y) vy (s038)(y®@r)=(y®).

Como la imagen de ¢ es igual a EQ F, se tiene que Sos = id, y andlogamente sos, y por lo
tanto, s (0 S) es biyectiva, y por lo tanto, s es el morfismo simetrizador,y FQ F = FQ E.

Dados E, F,G € Ob(Vect (k)), veremos que se cumplen los axiomas de coherencia:
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1. sprospp =idggr,
2. Bospe =",
3. spe®idroaggroidg ® spe = agEF © SEeFc © AR FG-

La igualdad 1 se tiene gracias a que sgrospp(t®y) = spriy®@z) =2 Q@ y, y 2 es

equivalente a que el producto tensorial es bilineal. Veamos 3:

(spe®idroapgroidp®sra)(z® (YR 2)) = (Spe®idroapcr)(z® (2®Y))
= (spc®idr)((z®2) ®y)

= ((z®@z)®y),
y ademas se tiene que,

(aG,pF o SEerc o apra)(T® (y® 2)) = (ager o Seerc) (2 ®@Y) ® 2)
=acpr(2®(z®y))

=((z®z)2y).

Entonces Vect (k) es una categoria simétrica monoidal.
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Capitulo 3

Operads

En este capitulo presentaremos tres ejemplos que motivaran la definicion de Operad
[15], [25], [29], el Operad de Discos Pequetios, el Operad de Cubos Pequetios y el Operad
de Endomorfismos. Luego, daremos la definicion formal de Operad sobre una Categoria
Simétrica Monoidal, junto con sus axiomas. En el ejemplo de Operad de Endomorfis-
mos haremos la construccién completa del Operad, comprobando todos los axiomas de
asociatividad, unidad y compatibilidad [6], mientras que en los ejemplos de Operad de
Discos Pequenos y Operad de Cubos Pequenos daremos ejemplos de como funciona su
estructura, debido a que la definicion es técnica y los ejemplos muestran claramente el
funcionamiento de esta estructura como un Operad. Para la definiciéon formal del Operad

de Discos Pequenos, el lector puede ver [18], y para el Operad de Cubos Pequenos, [24].

3.1. Operad de los Discos Pequenos

Consideremos la familia {P(i)};>1, donde a € P(i) es la bola unitaria en R?, junto

con ¢ discos en su interior, con rétulos y cuyos interiores son disjuntos dos a dos:
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Figura 3.1: Ejemplos de elementos de P(i).

Consideremos ahora cada P(i) como un objeto de (Top, X) categoria simétrica mo-

noidal (véase Ejemplo 22 y Ejemplo 24), que vamos a dotar con la siguiente estructura:
» Para cada n > 1, una accién del grupo simétrico de tamano n, S,, sobre P(n),
= Para toda familia de ntimeros naturales n, my,--- , m,, un morfismo
v:P(n) x P(my) X -+ X P(my) = Plmy + -+ +my),
al que llamaremos composicion,
» Un elemento distinguido, 1 € P(1),
= Morfismos identidad que dependan de v y 1,
= Compatibilidad de la composiciéon con la accion.

Accién de S, sobre P(n): Dada o € S, consideremos la accion que permuta los rétulos

de un elemento a € P(n) a través de o, asi:
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Figura 3.2: Accién de Sy sobre P(4).

Composiciéon: Dados n, mq, - - - , m, nimeros naturales, llamaremos composicion al mor-
fismo que toma un disco a € P(n) y discos a; € P(my),-- ,a, € P(m,) y lo envia en
un disco en b € P(my + - -+ my,,), donde b tendré la estructura original de a, salvo que
cada disco interior con roétulo i, se reemplazara por la configuracién de a;. Denotaremos

a la composicién por 7.
BOOO

Figura 3.3: Ejemplo de Composicion P(3) x P(1) x P(3) x P(2) = P(1+ 3+ 2).

Identidad: Consideremos un elemento distinguido en P(1), que tiene como tnico disco

contenido el mismo disco. Lo llamaremos identidad, y lo denotaremos como 1:

Figura 3.4: La identidad, denotada por 1.

Morfismos identidad: Dado el morfismo composicién v y la identidad 1, consideremos

los morfismos identidad, a izquierda y a derecha:
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» La identidad a izquierda consiste en aplicar v a 1 y a cualquier disco a € P(n). Asi,
la configuracion inicial de a no cambiard con el morfismo, debido a que dentro de 1

colocamos la configuracion de a:

o(M\ /60)
’ @@@ - @@@

Figura 3.5: Ejemplo de Identidad a izquierda de un elemento de P(4).

» La identidad a derecha consiste en aplicar v a cualquier disco b € P(n) y a n veces
1. Asi, en cada disco interior de b colocamos a 1, y asi quedara el disco interior

original:
© ©
$0.000,°

Figura 3.6: Ejemplo de Identidad a derecha de un elemento de P(4).

Asociatividad de la composicion: Dada una familia de ntimeros naturales, veremos

también que v cumple una condicién de asociatividad, es decir, que podemos compo-

ner de dos maneras distintas. en la Seccién 3.4 representaremos esta propiedad con la

conmutatividad de un diagrama. A continuacién explicaremos mediante un ejemplo la

asociatividad:

» Como primer “camino” aplicaremos «y al disco con color azul, junto con los siguientes
discos de color rojo y amarrillo. Luego, al disco resultante, junto con los discos de

color morado y verde, le aplicaremos v de nuevo:
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X

QQQ‘H
QX‘XH

X

Figura 3.7: Manera 1 de asociar la composicién.

= Como segundo “camino”, reordenaremos los discos de tal manera que se pueda hacer
la composicion del disco de color rojo con los discos de color morado y del disco de
color amarillo junto con el disco de color verde, y aplicaremos v a cada uno de ellos.
Por 1ltimo, aplicaremos 7 al disco de color azul junto con cada uno de los discos

resultantes de las composiciones anteriores:
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Figura 3.8: Manera 2 de asociar la composicion.

Compatibilidad de la composicion con la acciéon: Mediante dos ejemplos, veamos

también que la accién de S, sobre P(n) es compatible con ~:

= Dados discos de colores azul, rojo, verde y amarillo, y o = (1 23) € S es equivalente
que apliquemos v a o actuando sobre el disco de color azul y los discos de color
rojo, verde y amarillo (Figura 3.9), a aplicar v al disco de color azul junto con
los discos restantes con las posiciones permutadas por o, es decir, el disco de color
rojo en primera posiciéon, luego el de color amarillo en segunda posicion, y el de
verde en la tercera posicién, y por iltimo debemos reorganizar los rétulos con cierta

permutacién o', que depende de o (Figura 3.10).
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[

DD
OC
DO

X

e
©

(=)}
W

Figura 3.9: Manera 1 de actuar sobre la composicion.

[

0@

00
0

© @@@
©
I

w

(=) . @@®
©

Figura 3.10: Manera 2 de actuar sobre la composicién.

= Dados discos de colores azul, rojo, verde y amarillo, y 7 = (%) € S,
_ (123 _ (12 _ (123456
Ty = (23 1) €S3yT3= (2 1) € S, ¥y TI X Ty X T3, Ty X Ty X T3 = (134265) € S113+42,
la concatenacion de las 7;’s, es equivalente que apliquemos v a el disco de color azul

junto con 71 actuando sobre el disco de color rojo, 7 actuando sobre el disco de
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color verde, y 73 actuando sobre el disco de color amarillo (Figura 3.11), a aplicar
v a 71 X To X 73 actuando sobre el disco de color azul junto con los discos de colores

rojo, verde y amarillo (Figura 3.12).

Figura 3.11: Manera 1 de actuar sobre la composicién.

X‘X®X®;

Figura 3.12: Manera 2 de actuar sobre la composicion.
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Definicién 25. La familia {P(i)};>1 junto con la Accion de S, sobre P(n), Com-
posicion, Identidad, Morfismos Identidad, Asociatividad de la composicion
y Compatibilidad de la composiciéon con la accion, es llamada el Operad de los

Discos Pequenos.

En la definicién 25 se considerd la bola unitaria en R2, pero en general, dada la bola

unitaria en R¥ se puede definir el Operad {P;(i)};>; de forma andloga [18].

3.2. Operad de Cubos Pequenos

En esta secciéon daremos la definicién del Operad de Cubos Pequenos, basandonos

fuertemente en la definicién del Operad de Discos Pequenos, definido en la seccién anterior.

Definicién 26. Dado un entero k > 1, sea [0, 1]k el cubo unitario en R*. El Operad de

Cubos Pequenos es la familia {Q(7)}i>1, dotada con la siguiente estructura:

n Qu(n) es el espacio del cubo unitario [0,1]" en R¥ junto con n subcubos, Cy, ..., Ch,

tales que:

(i) Los lados de C; son paralelos a los lados de [0,1]", para todo i.
(11) La interseccion de los interiores de C; y C; es vacia, para todo i # j.
= Sean C'= (C4,...,Cy) € Qp(n) y D' = (Di,...,D: ) € Qu(my), para 1 < i < n.

La composicion y(C@ D'®---@ D") € Qp(my+---+my) se obtiene reemplazando

el subcubo C; por la configuracion D°.
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Figura 3.13: Ejemplo de composicién.

» La accion de S, sobre Q(n) estd dada por la permutacion del orden de los subcubos,

O'-(Ol, ceey Cn) = (Og(l), ceey Og(n)).

» El elemento 1 € Qk(1) es la configuracion que tiene como tnico subcubo a todo

[0, 1)*

El Operad de Cubos Pequenos es definido de manera similar al Operad de los Discos
Pequenos. De hecho, los axiomas de asociatividad, unidad y compatibilidad con la accion

pueden ser probados de manera analoga.

3.3. Operad de Endomorfismos

En esta seccion definiremos el Operad de Endomorfismos, y daremos un ejemplo de
cada uno de los axiomas de asociatividad, unidad y compatibilidad. Sea Vect (k) categoria
simétrica monoidal, donde consideraremos k£ = R o C. Denotaremos por
k™ € Ob(Vect (k)) al espacio vectorial de dimensién n sobre k. Denotaremos por
Func(n)=Func(k", k) al espacio vectorial de todas las transformaciones lineales de k™ a k.
Vamos a estudiar las propiedades que tienen los espacios Func(n) cuando consideramos
simultaneamente para n > 0:

Composicién: Dada f € Func(n) y transformaciones lineales g; € Func(j;), v; € k%,

paral <i<mn,y Z 7: = j, definimos la ley de composicién entre las aplicaciones asi:

=1

v : Func(n) ® Func(j;) ® - - - ® Func(j,,) — Func(j)
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’V(f;glu T 7gn>(vlv e 7Un> = f(gl(vl)v T 7gn(vn>>'

De esa manera, f(g1,- - ,¢,) € Func(j).

Accién de S, sobre Func(n): Consideremos la accién de S, sobre k™, n > 0:

Sp @ k" — k"

(07 (Ub te 7Un)) = (Ua—l(l)a te 71}0—1(71))

para o € Sy, (vy,--- ,v,) € k™.

Identidad: Consideremos 1; € Func(1) la aplicacién identidad.

Veamos que los anteriores datos cumplen determinados axiomas de asociatividad, equiva-
rianza e identidad:

Axioma de asociatividad: Dadas f € Func(n),g; € Func(j;), para 1 < i < ny

Y>> Ji = J, hg, € Func(myg,), 1 < s <n, 1 <1 < jsy vg, € k™is. Para Y mgy, = m,

debemos ver que la siguiente ecuaciéon se cumple:

f(gl(h117"' 7h111>7"' 7gn(hn17"' 7hnln>> - (f(gla"' 7gn))<h117"' 7hnln)'

Para ver esto, veamos que:

Flgr(han, - b))y s gnlhaty = s Bog ) (011, -+ 5 0na, )
=f(g1(h11(vn1), -+ hay (0w)), -+ Gn(Bna (Vi) - <+ 5 B, (Vi )))

(fQgr: -+ gn))(harvnn), <+ b (0uy), -+ o (vn), -+ ho, (V)
(f(

91; tet 7gn)>(h117 e 7hnln)(vllu Tt 7vnln>~
Compatibilidad de la composiciéon con la accién:

» Parao € S, v € k", con v = (vy,- -+ ,v,), definamos

(@) () = f(Vo1), s Vo(m))-

Para v; € k%, con 1 < i < n,y 0 € S,, denotaremos por o(ji, -+ ,jn) € S;

la permutacion de j letras que permuta n bloques de letras determinada por la
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particion dada de j cuando o permuta n letras. Veamos que la composicion es
compatible con la accién anteriormente definida, es decir, que cumple la siguiente

ecuacion:
(U ' f)(gh x agn) = 0<j17 < 7]n) ' f(ga(1)> .- '>go(n))7

En efecto, tenemos que:

(0 F)gi(v1),- - 9n(vn)) = f(9o1)(Ve())s - - > Go(n) (Vo(n)))

F((Go1)s - o)) (Vo(1)s - - - Vo))

U(j17 s 7]11) ’ f(ga(1)7 i ~7ga(n)>‘

» Dadas 7, € 5}, para 1 < s < n, denotaremos por 7y X --- X 7, la concatenacién de

las 7;’s. Veamos que la siguiente ecuacion se satisface:
Jregu T gn) = (10X X T0) - fg1,- )
Tenemos que:
Fr g1y oo T gn) (01, vn) = flgi(mivr), .- o, gn (1))
=(m X ... X)) f(g1y-- oy gn) (U1, .. .0p).
Axiomas de Identidad

» [dentidad a derecha. Dada f € Func(n), 1 € Func(1), y (v1,--- ,v,) € k", se tiene
que:

7 : Func(n) @ 13" — Func(n),
es decir, que la siguiente ecuacion se cumple:

Esto se tiene ya que:

V(fvlk‘) alk)<vla"' 7'Un) :f(lka 71]€>(U17"' avn)

(1k(vl)7 ) 1k(vn))
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» [dentidad a izquierda. Dada f € Func(n), 1 € Func(1),y (vy, -+ ,v,) € k", se tiene
que:

v : 1 ® Func(n) — Func(n),
es decir, debemos ver que se cumple lo siguiente:
Y(Li; f) = [

En efecto, tenemos que:

7(1k;f)<vlv T 7UTL> = 1k(f)(vl7"' ,Un)
:f(@l,... 71}”)'

Definicién 27. La familia { Func(n)},>1, junto con la Composicion, Accion de S, sobre
Func(n), Identidad, Azioma de Asociatividad y Compatibilidad de la compo-

stcion con la accion, es llamado el Operad de Endomorfismos.
A continuacién veremos un ejemplo concreto de la estructura de {Func(n)},>1:

Ejemplo 28. Sea k = R, y Func(n) el Operad de Endomorfismos asociado a R. Definimos
las siguientes transformaciones lineales:

[ 01,01, b1 € Func(2) y g, he, Ig € Func(l), tal que

f(51,82) = 251 + 59 g1(t1,t2) = 10t — to
go(wy) = 3w, hy(x1,x2) = bxy + 329
. 21 Z9
h =5 2z
2(2/1) N ]1(’21722) 1 9

Como se quiere probar igualdades entre funciones, ésto se debe hacer tomando un vector

y aplicarle la funcion.
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= Composicion

Y(fi 915 92) (1, t2,wi) = 2(g1(t1,t2)) + (g2(wn))
== 2(10t1 — tQ) + 3w1

= 20t1 - 2t2 + 3UJ1.

» Accion de S, sobre Func(n)

(@f)() = f(Vo1), s Vo(m))-

Sea 0= (43) € o, entonces

(af)(s1,52)

I
~
—~

w
Q
=
)
)
)
SN~—

s Identidad

- Izquierda

(11 (515 82) = 2(1(s1)) + (1(52))
= 251 + S9.

- Derecha

Y(L; £)(s1,82) = 1(f (51, 52))
= 281 + Sso.

s Axioma de asociatividad Tenemos que ver que

Y(Y(f5 915 92); ha, B, v) = Y(f37(g15 Pas ha), v (925 1))

Haremos el lado i1zquierdo de la igualdad primero:

V(V(fa g1, 92)(t17 t27 wl)a h17 h27j1)(x17 T2, Y1, <1, 22)
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= v(20t; — 2ty + 3wy; by, he, j1) (21, T2, Y1, 21, 22)

= 20(hy (21, 22)) — 2(h2(y1)) + 3(j1(21, 22))

= 20(5w1 + 3w2) — 2(5p1) +3(F — ).

= 100z + 60z5 — 10y; + 32 —
Ahora el lado derecho:

1
322.

/Y(f;'y(gl;h1,hQ)(wl,fL‘27y1)7'7<92;j1)(217752))(1‘17552;3/1,217Z2)
= 7(f;10(ha (21, 22)) — (h2(y1)), 3(j1 (21, 22))) (@1, T2, Y1, 21, 22)
= 7<f7 10(51’1 + 3$2> (5y1) (Zl - z;))(xlv L2, Y1, 21, ZQ)

= 2(50z1 + 30z5) — 5y1) + Zzl — §22

= 100z + 60z2 — 10y; + 32 — £2,.
= Compatibilidad de la composicion con la accion
- Debemos ver que

Y((o - )i g1,92) = 0(2,1) - v(f; 91, 92)-

Haremos el lado izquierdo primero, sabiendo que

(fo)(s1,s2) = f(sa2,81) =259 + s1:

(o £); g1, 92) (B, t2, wr) = 2(3wy) + (10t — 1)

= 6101 + 10t1 — tQ.
Ahora el lado derecho:

o(2,1) -y(f; 91, g2) (1, to, w1) = Y(f; g2, 1) (wa, t1, ta)

= 6U}1 + 10t1 - tz.
- Sean 7 = (%%) €Sy ym= (%) € Si. Veamos que
(71 X Tz) "Y(f§91,92) :’Y(f;Tl '91772'92)7
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sabiendo que T X Ty = (% 2 %) € S3. Veamos primero el lado derecho:

(11 X 72) - Y(f3 91, 92) (t1, to, w1) = (71 X T2) - (208, — 2ty + 3wy)

= 20t2 - 2t1 + 3’[1)1.
Ahora el lado derecho:

Y(fsm1 - g1, T2 - 92) (1, ta, wi) = Y(f5 g1, 92) (t2, t1, wr)
= 20t2 - 2t1 + 3U}1‘

3.4. Definicion Formal de Operad

A continuacion presentaremos la definicion formal de Operad, sobre una categoria

simétrica monoidal:

Definicién 29. Un Operad P sobre una Categoria Simétrica Monoidal (C,®) es una
familia de objetos {P(n)},>1 de C provistos de:

1. Una accion a izquierda de S, sobre P(n), para todo n > 1.
2. Un elemento identidad 1 € P(1),

3. Para cada familia de nimeros naturales n,my, ..., m,, un morfismo en C

vp i P(n) © P(my) © - @ P(my) = Pmy + -+ +my,)

Donde las aplicaciones cumplen las siguientes propiedades de asociatividad, de identidad,
y compatibilidad de vp con la accion de S,,.

[i] Asociatividad de . Dados niimeros naturales n,my, -« My, ri, - T
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el siguiente diagrama conmuta:

P(n) @ @mmj) 0 @8)79() PO pmy o @8)?()
P
ido T Pr)
P
P(n) @é(P(mk) @673(7@) P(n) @ép(rk)

k=1 s=1 id®yp

= T((AO O fn)O(g1 - Ogn)) = (10O Ogp, )0 O(fuOglO---Ogp ),

=1
mg
u Tk = ZT?,
i=1
n
7= ’I"k.
k=1

[ii] Identidad. Dados d € P(j), c € P(k), se tiene que:
= y(1,d) =d,
= v(c,1F) =c.

[it]] Compatibilidad de yp con la accion sobre S,,. Sean f € P(n), g1 € P(mq),---,
gn € P(my,).

s Para toda permutacion o € S, se tiene que
W f)OnO - Og)=0a(my,- mu) ([ ©go) O O gom));

donde o(my,- - ,my) (1) :=mqy + - +my_1 +1, para i = myay + - + Mepe—1) + 1,

con 1 <1 < mg.
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» Dadas permutaciones T; € Sy,,, para 1 <1 < n, se tiene que

(MXXT) w[fOnO - O¢g) =[O - 1O - OTy: gn),

donde T X -+ X Ty, € Sy +tm,, €S la concatenacion de las T;’s.
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Capitulo 4

Algebras sobre Operads

En este capitulo presentaremos la definicién de algebra sobre un Operad, motivada por
el Operad de Endomorfismos. Daremos la definicién formal y por tdltimo veremos cémo
modelar estructuras conocidas a través de las algebras sobre Operads, como espacios de
lazos, dlgebras asociativas y conmutativas [29].

De la misma forma que los axiomas de Operad estan modelados sobre composiciones
en un espacio vectorial, la nocién de algebra sobre Operad es modelada por la accién de
endomorfismos sobre el espacio vectorial.

Tomemos Func(n)=Func(V", V). Existen morfismos naturales
0 =0, : Func(n) @ V" — V.

Estos morfismos satisfacen propiedades de asociatividad, unidad, y de equivarianza,
ejemplificadas a continuacién:

Axioma de Asociatividad: La conmutatividad del siguiente diagrama se tiene gra-
cias a que se evaltan las funciones de cada Func(i) en su correspondiente V* de dos formas

distintas, pero naturalmente equivalentes.
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v ®id

Func(2) ® Func(4) ® Func(3) @ V&7 Func(7) @ V&7

shuffle %4

Func(2) ® (Func(4) ® V) ® (Func(3) ® V) Func(2) @ VoV

deicd

Axioma de Unidad: Por un lado, se tiene el isomorfismo de £ ® V en V definido
como a ® v — av. Ademds n estd definido como n(1) := 1;, donde 1 € k es la identidad
en ky 1, € Func(l) es la aplicacién identidad, y por lo tanto, n(a) = aly. Asi, como

al(v) = av, se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama.

Vv

EoV
1N ® id

Func(l) ® V

Axioma de Equivarianza: Se tiene que es equivalente evaluar con 6 a permutar las
variables de f € Func(3) y hacer la accién inversa con sus argumentos. Por lo tanto, se

tiene la conmutatividad del siguiente diagrama.

c®o !

Func(3) @ V&? Func(3) @ V&?

La Definicién 30 es tomada de [29].
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Definicién 30. Sea P un Operad. Una P—dlgebra A es un espacio vectorial junto con

morfismos

0, : P(n) @ A®" — A,

para todo n € N, que satisfacen:

Axioma de Asociatividad:

Pn) @ P(ir) ® - @ Plin) ® A% VS id Pli) ® A%
0
shugffle v
0
P(n) ® (P(iy) © A¥) @ @ (P(in) ® A%™) P(n) ® A",

id®b;, @0

in

donde 1 = Zn:zk

1
Azxioma de Unidad:

ko A A
n® id
Pl A
Axioma de Equivarianza:
-1
Py oA — 727 puye A
o Q
A

El Ejemplo 31 corresponde al espacio de lazos visto como un algebra sobre el Operad

de Cubos Pequenos. J.P. May trabajé en la geometria en los espacios de lazos iterados,
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viendo este objeto como un dlgebra bajo el Operad de Cubos Pequenos [24]. Cabe resaltar
que éste no es el objeto de estudio de este trabajo, y se muestra sélo como ejemplo de
Operad topoldgico. La topologia que tiene cada espacio de lazos es la topologia compacto

abierta [7].

Ejemplo 31. Dado X espacio topologico y xo € X un punto, consideramos el espacio de
lazos

QX,z) :={y : [0,1] = X| v es continua, v(0) = zo = v(1)},

con la topologia compacto abierta. Si X es conexa por arcos, QUX,x¢) no depende del

punto xq elegido. Dado n > 1, definimos la funcion continua

Pn: Q1(n) x QX zo)" — QX x0),

n
X0, sit & U C;
i=1

’}/i(t_té), SitECi,

it

p((Cry o CR) Y1y -y Yn)(E) =

donde Q1 es el Operad de Cubos Pequenos definido en la Seccion 3.2 y C; es el intervalo
[ti,ti], para 1 < ¢ < n. Es fdcil ver que p, estd bien definida y que es continua. Los

morfismos p, definen una estructura de Qi—dlgebra sobre Q(X, o).

El Ejemplo 33 de algebra sobre Operad es puramente algebraico. Para ello necesitamos

la definicién de algebra de un grupo, obtenida de [26].

Definicién 32. Dado G = {g1,...,gn} un grupo finito y k un cuerpo, definimos el dlgebra

del grupo G como
E[G] = {a191 + - - - + angn| a; € k para todo i}.
La suma de dos elementos de k[G] esta dada de la forma
(a1gr + -+ angn) + (b1g1 + -+ bugpn) = (a1 +b1)g1 + -+ + (an + bp) gn-
La multiplicacién es de la forma

(@191 + -+ @ngn)(br1gr + -+ +bngn) = 191 + -+ + Cun,
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donde cada ¢; € k para todo i. La identidad aditiva de k[G] es 0g; + -+ + 0g,, y la
identidad multiplicativa es 0g; +---+¢; + - - - +0g,, donde g; es la identidad del grupo G.

Ejemplo 33. Consideremos Ass(n) := k[S,] como un k[S,|—mddulo, con |S,| = s, donde
k[Sy,] es el dlgebra del grupo S,. La familia {Ass(n)},>1 es un Operad con las siguientes

propiedades:

1. Accion sobre S,,:

Dados 0,9; € S,,,

o-(a101 + -+ asds) = a1001 + - - - + as00;

2. Identidad:
Ass(1) = k[S1] = k, entonces 1 € k es la identidad.

3. Composicion:
Sean A € Ass(n) y 0; € Ass(m;) permutaciones, con 1 < i < n. Definimos la

composicion asi:

Vass(GA ® 0101 @ -+ @ b,0,) :=aby -+ - byA(my, ..., my) - (01 X -+ - X dy),
donde A\(my, ..., my,) es la permutacion definida en el axioma de compatilidad de la
composicion con la accion en la Definicion 29, y 61 X --- X 6, es la concatenacion
de las 0;s.

Luego, un Ass—algebra, en particular, cuenta con morfismos
O, : k[Sn] @ A®™" — A.
Sea e, € S, la permutacion unidad. Se define una multiplicacién en A como
ap ... a, =0, @a; - ®ay,).
En particular, se tiene que ab = 0(es ® a ® b).
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La condicién de asociatividad de A, para todos a,b,c € A, a(bc) = (ab)c, se obtiene

considerando el siguiente diagrama:

Ass(2) @ Ass(2) @ Ass(1) @ A®? 1 ®id Ass(3) @ A®?
0
shuffle A
0
ido o0

Ass(2) ® (Ass(2) ® A®?) @ (Ass(1) @ A) Ass(2) @ A® A

Hacia la izquierda, se tiene que
e e RVaP®bRcre3s®a®b® e abe.
Hacia abajo, se tiene que
eaReRe;RaARbRcrr ea®(e2Ra®D)® (1 ®¢) — ea ®ab® c— (ab)c.

Por la conmutatividad del diagrama, se tiene que abc = (ab)c. Si intercambiamos Ass(2) y
Ass(1), obtendremos de manera similar que abc = a(bc), y por lo tanto (ab)c = a(bc). Esto
prueba que la nocion de Ass—algebra es equivalente a aquella de algebra asociativa, ya
que si quisiéramos obtener una Ass—algebra a partir de un algebra asociativa simplemente
podemos definir los morfismos 6,, como la multiplicaciéon usual de n argumentos.

Para modelar las dlgebras asociativas unitarias, es necesario considerar Ass(0) := k,
y A®0 = k. Asi, tendremos un morfismo § = 6, : K — A, que produce un elemento
distinguido 14 € A. Para ver que este elemento es de hecho el elemento identidad en el

algebra, consideremeos el siguiente diagrama:
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7 ®id

Ass(2) @ Ass(0) ® Ass(1) ® A Ass(l) @ A
0
shuffle A
0

ide oo

Ass(2) ® (Ass(0) ® A®%) @ (Ass(1) @ A) Ass(2) @ A® A

Hacia la derecha, se tiene que
e Reg®erPar— e Qara,
Donde e; es la unidad del Operad. Hacia abajo, se tiene que
eaRepRegRarre®(eg® 1) ® (61 ®a) =~ e ®14®a® 1,a.

Asi, a = 14a. Si cambiamos Ass(0) y Ass(1), tendremos que la multiplicacién a derecha
por 14 es de hecho el operador identidad.
Para el Ejemplo 34, utilizaremos la nocién de un cuerpo k& como la representacién

trivial del grupo S,,, [26].

Ejemplo 34. El Operad Com es dado por Com(n) := k como la representacion trivial de
grupo S, es decir, cada permutacion de S, actia de manera trivial (como la identidad)

sobre k. (Sy,-mddulo trivial).

1. Accion sobre S,,:
La accion sobre S,, es la trivial, es decir, toda permutacion o € S, actiua sobre

Com(n) como la identidad.

2. Identidad:

Como Com(1) = k, tomaremos como la identidad 1 € k.
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3. Composicion:

Para cada Com(n) =k, tenemos 1,, € Com(n). Definimos la composicion ast:

7(171 QLlp, ®...0 1mn) = L+ tmns

y en general,

Y@y @by, @ ... ®bpy,) =ap by« oo by,

Con ay + by + ... by, € k pensado como un Sy-mddulo, donde M =" m;.

La asociatividad y la unidad se prueba de manera analoga a como se hizo para Ass, porque
unicamente utilizamos los elementos identidad e,, € k[S,] = Ass(n), que los tenemos de
la forma 1,, € Com(n).

Para ver la conmutatividad, consideremos el siguiente diagrama, con o la transposicion
en Ss:

c®o !

Com(2) ® A®? Com(2) @ A®?

Hacia abajo, se tiene que

1®a®b— ab.

Hacia la derecha, se tiene que
1a®b—1®b®a+— ba,

Luego ab = ba, y finalmente se tiene que la nocién de Com—algebra es equivalente a la

de algebra conmutativa y asociativa.
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