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Introduccion

En este trabajo se estudié una rama reciente de las matematicas llamada geometria
tropical; los primeros articulos en los que aparece asi tienen m&s o menos diez anos; uno
de los primeros articulos donde aparece con el titulo de “tropical” es del matematico
e informatico brasileno Imre Simon, con su articulo “On semigroups of matrices over
the tropical semiring” [24]. Pero existen otros documentos computacionales mas antiguos
donde se habla del tema, pero aun no llevan su nombre de “tropical”.

Respecto a lo que es, se podria decir que es la geometria creada a partir del dlgebra
min-plus [61]. Digamos que es una geometria en la que la caracteristica més relevante
es que sustituye los objetos geométricos clasicos (rectas, conicas, superficies) por ciertos
complejos poliedrales. Estos complejos poliedrales pueden verse como “una sombra” de los
objetos clasicos. Lo curioso es que algunas propiedades geométricas se preservan al hacer
esta sustitucion, por lo que algunos problemas, que pueden ser complicados de resolver
en geometria clasica, se vuelven mas sencillos en geometria tropical, 6 al menos permiten
ser tratados con técnicas de combinatoria, ampliando las herramientas con las que cuenta

el matematico a la hora de enfrentarse a los problemas.

En este trabajo queremos dar unas ideas basicas de la geometria tropical como pun-
to de partida para futuras investigaciones. En el Capitulo 1, definiremos los conceptos
bésicos, con ejemplos y aplicaciones a la geometria lineal tropical. Luego en el segundo
capitulo daremos las definiciones mas importantes y necesarias del algebra lineal tropi-

cal, definiendo el T-espacio vectorial junto con las operaciones de adiciéon y producto y



sus propiedades. Como nuestro objetivo principal serd identificar la correspondencia que
existe entre variedades algebraicas y variedades tropicales, en la tercera parte de este
trabajo definiremos aquellos conceptos importantes para entender esta correspondencia,
y luego describiremos el comportamiento de las curvas en el plano tropical. En el capitulo
4, se dard una idea visual del comportamiento de la geometria tropical y nos ayudaremos
de ciertos programas computacionales como, Singular [12], con el que podemos ver las
curvas tropicales y sus compactificacion utilizando el poligono de Newton, con “Tropical
Surface” [5], para dar una idea de como es la superficie de una curva tropical, y para

graficar una ameba, utilizaremos programas como “Maple” [41].



Resena historica

Geometria tropical es una disciplina nueva en matematicas, lo que podria ser descrito
vagamente como una version de la geometria algebraica. Sus principales ideas han apare-
cido en diferentes formas en las obras de Bergman [73] y de Bieri y Groves [74], pero
solo desde finales de los anos noventa se ha realizado un esfuerzo para consolidar las
definiciones basicas de la teoria. Este esfuerzo ha sido en gran parte motivadas por las
fuertes aplicaciones para la geometria algebraica enumerativa descubiertas por Grigory
Mikhalkin. Debido a que es una evolucion reciente y de ambito de la investigacién, no hay
una formulacién estandar para la teoria.

El adjetivo “tropicales” se da en honor al matematico e informatico brasileno Imre
Simon [63] profesor en la universidad de Sao Paulo, quien fue pionero en el campo. Sim-
plemente refleja la opinién del Francés en Brasil (ya que fue acunado por un francés). Mas
alla de eso, no tiene significado mas profundo.

Respecto a lo que es, se podria decir que es la geometria creada a partir del algebra min-
plus [61]. Podemos decir que, es una geometria en la que la caracteristica mas relevante
es que sustituye los objetos geométricos clasicos (rectas, conicas, superficies) por ciertos
complejos poliedrales. Estos complejos poliedrales pueden verse como “una sombra”de los
objetos clasicos. Lo curioso es que algunas propiedades geométricas se preservan al hacer
esta sustitucion, por lo que algunos problemas, que pueden ser complicados de resolver
en geometria clasica, se vuelven més sencillos en geometria tropical, 6 al menos permiten
ser tratados con técnicas combinatorias, ampliando las herramientas con las que cuenta

el matematico a la hora de enfrentarse a los problemas.



Después de una serie de seminarios en geometria tropical que se estan impartiendo en
la Fundaciéon IMDEA Matemaéticas [23], con diversos especialistas, nacionales e interna-
cionales, que han acudido para mostrar resultados y puntos de vista. Aqui presentamos
un resumen de lo que se conté en las mismas.

En enero 2008, la serie de seminarios arrancan con las exposiciones de Ilia Itenberg [65]
(U. Estrasburgo) y Luis Felipe Tabera [70] (IMDEA Matemaéticas). El profesor Itenberg
impartié dos seminarios titulados “Tropical Curves” y “Recursive formulas for Welschinger
invariants”. En estos seminarios se explicaron los conceptos basicos relativos a las cur-
vas tropicales planas: como se definen o como determinar su grado y género. También
explico la aplicacién de la geometria tropical a problemas de geometria enumerativa real
y compleja, mostrando un calculo tropical de los invariantes de Welschinger y Gromov-
Witten [64] en algunos contextos. Por su parte Tabera conté en su charla “Geometric
Constructions in Tropical Geometry” como comparar construcciones geométricas en el
plano complejo y tropical.

En febrero del mismo afio, cuentan con las conferencistas Alicia Dickenstein (U. Buenos
Aires) y Marfa Jests de la Puente (U. Complutense de Madrid). La profesora Dickenstein,
en su conferencia “Tropical discriminants” conté como, dada una familia de polinomios,
se le puede asociar un polinomio discriminante que captura los casos en los que las solu-
ciones del sistema de polinomios es patologico. Mostré como la tropicalizacién de este
discriminante puede ser calculada sin necesidad de calcular previamente el discriminante
algebraico. Por otro lado, la profesora de la Puente dio una visién global de la geometria
tropical. Al ser una disciplina tan reciente, ain estan bajo estudio y discusion los concep-
tos mas elementales y, por el momento, no hay una tnica definicién de curva tropical o de
grado de una curva. En esta charla se ven los distintos puntos de vista, como se relacionan
o las alternativas que hay.

La siguiente conferencista fue Sonia Rueda (U. Politécnica de Madrid), ”Polhyedral
representations of invariant differential operators”, y que habld en abril sobre una apli-

cacion de la combinatoria a problemas fuera de ella. Mostrando los poligonos que se



esconden tras los anillos de operadores diferenciales invariantes bajo ciertas acciones en
el espacio afin.

Erwan Brugallé [68] (U. Paris 6), con su charla “Floor decomposition of tropical
curves” mostro como extender las técnicas tropical planas de conteo de curvas de género y
grado fijo que pasan por una familia de curvas al caso en el que las curvas son espaciales.
Por su parte, el profesor Francisco Santos [69] (U. Cantabria) hablé sobre las distintas
posibilidades combinatorias de colocar rectas tropicales en el plano y la relacion de es-
tas posibilidades con las triangulaciones del producto de dos simplices en su seminario
“Triangulations of products of simplices and tropical geometry”.

Finalmente, en Junio del 2008, con la visita de Michael Kerber [67] (T.U. Kaiser-
slautern) y su seminario “A Riemann-Roch theorem in tropical geometry”, en el que
generaliza una versién combinatoria del teorema de Riemann-Roch sobre grafos a un
teorema de Riemman-Roch vélido para curvas tropicales, asi como a una posible inter-
pretacion geométrica del mismo.

Por otro lado, en el 2009 se presentaron una serie de semninarios en el MSRI [47]
“Mathematical Sciences Research Institute” desde el 17 de Agosto 2009 al 18 de Diciem-
bre 2009, organizado por: Eva-Maria Feichtner [62] (University of Bremen), Ilia Itenberg
[65] (Institut de Recherche Mathmatique Avance de Strasbourg), Grigory Mikhalkin [66]
(Université de Genéve), and Bernd Sturmfels (UCB - University of California, Berkeley).



Capitulo 1

Objetos Basicos de la Geometria

Tropical

En este capitulo estudiaremos los conceptos basicos de la geometria tropical, como
la aritmética tropical y sus propiedades. Luego definiremos el semianillo tropical con las
operaciones de adicion y producto, para entender como se grafica una ecuacién tropical.
Al definir el algebra tropical podremos entender el concepto de polinomio tropical y sus

propiedades.

1.1. Aritmética tropical

Antes de empezar, veamos algunos ejemplos de la aritmética de las operaciones tropi-

cales definidas como:

r@y:=min{zr,y} y z0y:=z+y.

Ejemplo 1. La suma tropical entre 3 y 7 es 3. El producto tropical entre 3 y 7 es 10. Lo

escribimos de la siguiente manera:

307=mn{3,71=3 y 307=3+7=10.



Algunas de las propiedades de la aritmética son véalidas para la matematica tropical,

como la propiedad conmutativa:

rDy=ydr y xOQOy=yOx.

También la ley distributiva se satisface para la adicion tropical y el producto tropical:

rOydz)=r0ydroy.

Ejemplo 2. Un ejemplo numérico para mostrar ésta ley:

30 (7T@11) =36 (min{7,11}) =307 =3+7 = 10.
307®3011=3+7) @ (3+11)=10® 14 = min{10, 14} = 10.

Ambas operaciones tienen elemento neutro. El infinito es el elemento neutro de la

adicién tropical y el cero es el elemento identidad del producto tropical:

r@®oo:=min{r,cot=2 y x00:=2+0=0.

Ejemplo 3. Como ultimo ejemplo de la aritmetica tropical mostramos las tablas de la

adicion tropical y el producto tropical:

Gl1 2 38 4 5 6 7 ©l1 2 8 4 5 6 7
101 1 1 1 1 1 1 112 3 4 5 6 7
211 2 2 2 2 2 2 218 4 5 6 7 8 9
8|1 2 3 8 3 3 3 8l 4 5 6 7 8 9 10
411 2 8 4 4 4 4 415 6 7 8 9 10 11
511 2 8 4 5 5 5 516 7 8 9 10 11 12
6|1 2 3 4 5 6 6 6|7 8 9 10 11 12 13
711 2 8 4 5 6 7 718 9 10 11 12 13 1

Tabla 1.



Pero hay que tener cuidado con la adicion tropical, porque la resta no esta definida.
Es decir no existe x a lo que podamos llamar “10 menos 3” porque la ecuacién 3@z = 10,

no tiene ninguna solucién para x.

1.2. Algebra tropical

Empezamos definiendo el semianillo tropical y sus propiedades algebraicas principales.

1.2.1. Semianillo tropical

El conjunto T := R U {400} con las dos operaciones
r @y :=min{z,y}, rQy:=x+y

es el semianillo tropical. La palabra semianillo se usa porque T satisface los siguientes

axiomas:
1) (T,®) es un monoide conmutativo con el elemento identidad Op = +o0:

(a) (a®b)dc=ad (bDc).
(b) a®b=0b0 a.

(¢) OrPa=a®0r =a.
2) (T, ®) es un monoide con el elemento identidad 1 = 0:

(a) (a@b)®ec=a® (bOc).

(b) a® 1y =11 -a=a.
3) La multiplicacién se distribuye sobre la adicién:

(a) Por izquierda: a ® (b®c¢) = (a®b) ® (a ® ¢).

(b) Por derecha: (a®b)®c=(a®c)® (b c).

10



4) Op anula T
(a) Or ®a =a® 0 = Or.

Proposicion 4. Las operaciones tropicales satisfacenlos siguientes axiomas:
2D (YD) =(rBy) S 2.

2O YoO2)=(r0y) Oz

rdby=ydu.

rOyY=yox.
"0 (YD2)=(20y)Dd(z0O2).
Demostracion. Sean x,y,z € T.

1. Asociatividad de la adicién:
Veamos que @ (y @ z) = (z D y) D 2.
z®(ydz) = min{z,(yd2)}
= min{z, min{y, 2}}
= min{z,y,z}}
= min{min{z,y}, z}
= min{(z®y),z}
= (zoy) @z
2. Asociatividad del producto:
Veamos que ® (y© z2) = (z 0O y) © 2.
TOYOz) = r+(yo2)
= v+ W+z)=ac+y+z
= (z4y)+=z
= (z0y)+z=(z0y) o=

11



3. Conmutatividad de la adicion:
Veamos que t by =y & z.
r@®y = min{z,y}
= min{y, x}
= ydux.
4. Conmutatividad del producto:
Veamos que t ©y =y © z.
rTOY = x+Yy
= y+ux
= yoOuw.
5. Distributividad:
Veamos que z O (y @ z) = (O y) ® (z O z).
rO(y®z) = xomin{y,z}
= min{zOy,z0O z}
= min{x+y,x+z} =(x+y) ®(x+2)
= (zoy)e(z0o2).

Proposicion 5. La funcion exponencial satisface:

1. exp(x @ y) = exp(z) ® exp(y) 2. exp(z ©y) = exp(z)exp(y)

Demostracion. 1. e = e* @ €Y.

Casol z >y
e e’ = min{e”, e¥}
— oY — emin{zy}

= ey,

12



Caso 2 z <y
e deY = min{e”, eV}

= % = 6min{$,y}

= ",
Caso 3 r =y
e Pe¥ = e Pe’ =min{e’, e’}
= et = 6min{$,$}

= %7 — 7Dy,

2. e = %Y,

e = Y = TV,

O

Observamos que T es idempotente porque x ¢ x = x para cada x € T. Por esta razon
las operaciones algebraicas se simplifican. Por ejemplo consideramos la potencia de un
binomio:

(z@y)"

donde la notacion exponencial indica el producto tropical n-veces. Por la idempotencia
de T tenemos que

(r@y) =22 y?

Porque:

13



(z@y)©(zay)
zo(zdy)® (Yo (zay)
(zor)e(zoy)o(yor)®(yoy))

= (o@@ey)oyo(zay)
(zoz)@(z0y)d(yoz)®(yoOy))
(+z)@®(+y) e (y+2)o(y+y)

(2z) @ (z+y) @ (y+2) ® (2y)

= min{2z,z+y,y + x,2y}

= min{2x,2y}

= > dy’

Proposicién 6. Para cualquier entero positivo n se satisface la igualdad: (v & y)" =

" e y".

Demostracion. La demostracion es por inducciéon sobre n, siendo n = 1 el caso trivial.

Suponga que la afirmacion es cierta en el caso n — 1, veamos que,

(zey)" = (zey) ooy
= @ey ooy )
= 2" py".
donde la ultima igualdad se debe al hecho que el miimo es asumido en una de las dos

potencias. 0

1.2.2. Rectas tropicales en T?

Definicién 7. Una recta tropical es el lugar de los puntos (x,y) € T? donde el minimo
a®OrdbOydec,

es asumido por lo menos dos veces y por lo menos uno entre a,b es distinto de Or.

14



Es claro que siempre que tenemos un polinomio, es posible preguntarnos la solucién
algebraica de la ecuacion. Veamos que pasa para el caso tropical, consideremos por ejemplo
la ecuacion:

a®rdb=0,

Observe que existen muchas diferencias con respecto al modo clésico. Una de ellas es
que al lado derecho de la ecuacion, es el elemento neutro de la adicién. La otra, es que no

existe inverso aditivo de b. La ecuacién anterior es equivalente a,
min{a + z,b} =0,
luego la solucion esta dada por:
r=-—a sib>0

§z>—a sib=0

0 sib<0

\

Ejemplo 8. La recta tropical definida por el polinomio 1 ®x &2y D2 es:

1Ooz@20y®2 =min{loz,20y,2}
=min{l + z,2 +y, 2}.

Usando ley de tricotomia:

l+2=2+y<2 142=2<2+y 24y=2<1+zx

Definicién 9. La recta tropical de ecuacion
aOrdbOYDC

es la union de tres semirectas que salen de
p=(c—a,c—Db)

15



Figura 1.1: Recta tropical

Ejemplo 10. La familia de rectas tropicales que pasan por el punto p = (1,2) estdn dadas
de la siguiente manera.

La recta tropical de ecuacion
a®rdbOydec,
es la union de tres semirectas que salen de
p=(c—a,c—b)=(1,2),
es decir,

c—a=1 c=14a 14a = 2+b

c—b=2 c=2+0b a—b =1, Vc

16



=(1.2)

Figura 1.2: Familia de recta tropical que pasan por p = (1,2) variando ¢ € T.

1.2.3. Interseccion entre rectas

Ejemplo 11. Podemos observar que dos rectas tropicales se pueden encontrar en infinitos
puntos sin ser igquales. Por ejemplo las rectas:
Ri:10x820y® 2, Ry:202®30y @4

En la interseccién de las dos rectas tropicales, podemos distinguir dos situaciones:

y y

R1 R2

/

pd

Figura 1.3: Intersecciéon de rectas tropicales
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La primera figura muestra algo ya esperado, dos rectas tropicales que se intersectan
en un punto. En la segunda vemos que la intersecciéon se da en infinitos puntos. Si con-

sideramos la matriz de los coeficientes de los polinomios R y Rs:

1 2 2
2 3 4

observamos que la primera columna es multipla tropical de la segunda. Es natural
preguntarse una forma para saber cuando la interseccién se da en un punto o en infinitos

puntos usando determinantes. Para esto damos la siguiente definicién.

Definicién 12. Decimos que una matriz tropical es singular si a1y + ass = a1 + as1, para

una matriz 2 X 2.
Este es un fenémeno general, que podemos resumir con lo siguiente:

Proposicién 13. Dos rectas tropicales en T? tienen infinitos puntos de interseccion si y

solo st la matriz de los coeficientes,

apg ap amg
bo b1 Do
de las rectas, Ry :ag ©®x ®ay Oy Day, Rs:by®xdb ©yd by, es cada una multiplo

de la otra.
Demostracion. Consideremos los puntos
p=(az —ag,az —ar), q=(by—bo,by —by).

Las dos rectas tropicales tienen infinitos puntos de interseccién si y solo si, o bien p y ¢
tienen una coordenada igual o bien la diferencia entre las dos coordenadas de ¢ es igual a

la diferencia entre las dos coordenadas de p. O
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1.2.4. Determinante tropical
Definicion 14. El determinante tropical de una matriz 2 X 2 estda dado por la expre-

sion:

a

c d

=a®deboe.

Una matriz es singular si el minimo en el determinante es asumido dos veces, o equi-

valentemente si a +d = b + c.

Una matriz M es singular si el minimo de los factores lineales en el determinante es

asumido por lo menos dos veces.

2 3
Ejemplo 15. Sea A = , una matriz 2 X 2.
5 4

Por la definicion anterior tenemos que

det(d) = 204®3065
= min{204,305}
= min{2+ 4,3 +5}

= min{6, 8}
= 6
1 2 3
Ejemplo 16. Ahora supongamos una matriz3 x 3, B=| 4 5 6
7 8 9

Usando el método usual para hallar determinantes de matrices 3 x 3, sin tener en

cuenta los signos negativos, solo usamos la adicion y el producto tropical.

19



det(B) = [10509040803d7T0206/GB30507T66080109020 4]
— min{l16509,40803,70206}]@ mn{30507,60801,9624}]
= min{min{l ©509,40803,70206},mn{30507,60801,902®4}}
= min{min{l +5+9,44+8+3,7+2+6}, min{3+5+7,6+8+1,9+2+4}}
— min{min{15, 15,15}, min{15, 15, 15}}
= min{15,15}
= 15.

Por otro lado podemos utilizamos el siguiente método para hallar determinantes, definien-

do las permutaciones posibles para S3 asi:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 31 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 21 1 3 2 213

Entonces,

det(A) = @ A15(1) ®...0 A14(3)

o€S3
= [a11 ©® a1a ® ai3] @ [a12 © ags © az1] @ [a13 © az © ass)

@[&13 ® ag99 © &31] ©® [&11 ® a9z ©® agz] ©® [au ® a1 ©® a33]
= min{a;; ©® a12 © a13,a12 © a3 © azi, 413 © Az © asg,
a13 ® Gz © agy, a11 © Aoz © Aza, A2 © Az © ags}
= min{a + a2 + a3, @12 + ags + asi, a1z + a1 + ass,
a13 + a9 + a31, @11 + Ao + a3z, A12 + a2 + ass}.

Aplicando esta ultima solucion para hallar el determinante de B,

20



det(B) = min{l1+5+9,2+6+7,3+44+83+5+7,1+6+82+4+9}
= min{15,15,15,15,15,15}
= 15.

1.3. Polinomios tropicales

Definicién 17. Definimos un polinomio tropical como:
P=a,02"d...0a1 Oxda
donde los a; € T son los coeficientes de P y x es la variable independiente.

Para entender el dlgebra de los polinomios tropicales debemos observar que hay poli-

nomios distintos que induce la misma funcién = — P(x). Por ejemplo,
rrolord?2 @2

luego los valores de los dos polinomios coinciden para cada valor de x € T, ya que el

minimo en ambos casos se asumira en min{2z,0}.

Definicién 18. El grado de un polinomio tropical P, denotado por deg P, es el madximo

rado entre sus monomios, donde a; ® x* tiene grado i y a; # 0.
) 7

Proposicién 19. Sean P, Q) dos polinomios tropicales tales que P(x) = Q(z), para cada

x €T, entones deg P = deg Q.
Demostracion. Por definicion el grado de P es

deg P = lim P(x)/x.
Entonces:
degP = lim P(x)/x

T——00

= lim Q(x)/x por hipétesis

r——00

= deg@.
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1.3.1. Ecuaciones algebraicas tropicales

Dado un polinomio tropical P queremos definir sus raices. Consideramos el polinomio

en una variable:

P=aGCaxdb

y observamos que la ecuacién a ©® x @b = O no tiene solucién si b # Or. Entonces tenemos

que buscar otra definiciéon de los ceros en P. De la igualdad
a®Or®b=a0 (r®(b—a))
definimos el niimero b — a como el cero de P.

Definicién 20. Las raices de un polinomio tropical P son los puntos singulares del grafico

de P(z), con Op si ag = Of.
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Capitulo 2

Algebra Lineal Tropical

En éste capitulo estudiaremos el algebra lineal tropical, definiendo el T-espacio vec-
torial junto con las operaciones de adicion y producto y sus propiedades y asi entender
el concepto de bases y aplicaciones tropicales. De esta manera encontraremos la corres-
pondencia que existe entre T-aplicaciones lineales y matrices. Para esto definiremos las

operaciones basicas entre matrices.

2.1. Espacio vectorial tropical

Un espacio vectorial tropical es un conjunto V' con dos operaciones:

C: VXV —V O:TxV —V,
que satisface las siguientes propiedades:
1. V es un monoide con respecto a @.
2. a0veV,paratodoace TywvelV.
3. (@®b)®v=0a06 (bOv), para todo v € V.

4. (a®b)ov=(a®v)® (bOv), para todo a,be Tyve V.
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5. a0 (11 @v) =(a®@v)® (a®uvy), para todo a € T y vy, vy € V.

6. 0 ®v =wv, para todov € V.

Proposicion 21. Sea V' un T-espacio vectorial, entonces +00 ® v = u, para todo v € V,

donde u es la unidad aditiva del T-espacio vectorial V.

Demostracion. Como u es la unidad aditiva del T-espacio vectorial V', entonces
ubr=r, VrelV
queremos ver que, (+0o ® v),v € V también es unidad aditiva, es decir
(to@v)®r=r1r, VrelV.

sea v = (vq,...,v,) €V =T

(oo @v)®dr = (+00® (v1,...,0,) BT
= (+o0®vy,...,+0 O v,) Br
= (+oo4v1,...,+00+v,) ® (r1,...,70)
= (+oo®ry,...,toodry,)
= (min{+oo,r},...,min{+o0,r,})
= (Tb )
= r
O
2.2. Bases tropicales
Una base {v1,...,v,} de V es un conjunto minimal de vectores tales que cada elemento

de v € V' se puede escribir como:

v=a1 0 ®...®a,®Ov,, a;€T.
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Ejemplo 22. Sea V = T? un T—espacio vectorial generado por los vectores vy = (1,0) y

vy = (0,1). Entonces existe un vector v = (x,y) tal que,

Resulta un sistema de dos ecuaciones:

x:a/@l@b@(]a
y=a00®bO1

entonces,

r =min{a+ 1,0+ 0}
y=min{a+0,b+ 1}

Y tiene solucion si y solo si —1 < x —y < 1.

Proposicion 23. Cualquier base de T es de la forma: ey, ..., e, donde e; es la i-ésima

coordenada igual a +00

Demostracion. Sea b; la i-ésima coordenada de e;, entonces cualquier elemento (ay, ..., a,) €
T puede ser escrito como (a3 — b)) @ e; @ ... D (a, — by) @ e,.
Por otro lado, si fi,..., f, € T es otra base del espacio vectorial tropical tal que se puede

escribir como una combinacién lineal asi,
e1=a1 O fi®D... 0 a1 O fn,

podemos deducir que el coeficiente f; debe ser +o00 si f; no es un multiplo de e;. Esto

significa que lo anterior se reduce a la igualdad e; = ay; ® f;. ]

Ejemplo 24. Sea V' un T-espacio vectorial generado por los vectores vi = (1,0) y vy =

(0,1). Para visualizar mejor este espacio, observe:

T T+ h T
)
y y y+k
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Donde h,k > 0 y mds ain, no hay otra forma de descomponer v = (z,y)* como la suma
tropical de dos vectores distintos de v. Fsto implica que la ecuacion v = a ® v B b © vy
tiene solucion siempre que a ®vy y bO vy pertenezcan a las lineas horizontales y verticales
que salen de v, es decir, v tiene que ser un punto en la franja acotada por las lineas

vy + (CL, a)T, Vo + (b, b)T

A
i

=
I

Figura 2.1: Vectores tropicales

2.3. Transformaciones lineales tropicales

Una aplicacion lineal entre espacios vectoriales tropicales es una funciéon T : V. — W

que satisface

Tavdbow)=a0T(W)®bo T(w),

para cada a,b € T y v,w €V,

Observe que una T-aplicacién lineal 7' : T — T debe satisfacer:
T(x) =T(z©0)=z0T(0) =z +T(0)
y si T'(0) # Og, la aplicacién es solo una traslacion.
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Dos T-espacios vectoriales son isomorfos si existe una T-aplicacién lineal invertible en-

tre ellos. Y para la imagen de una T-aplicacion lineal necesitamos la siguiente proposicion.

Definicién 25. La imagen de una T-aplicacion lineal, estd definida como,
Tw)=A0v

donde, A es una matrizn x m y v € T".

Proposicion 26. La imagen de una T-aplicacion lineal es un T-espacio vectorial.

Observe que no hay una nocién natural del kernel de una T-aplicacién ya que, para la
ecuacién T'(v) = +oo tiene tnica solucién v = +oo.

Algunas propiedades de las aplicaciones lineales clasicas se preservan en el caso tropi-
cal. Por ejemplo si T': V. — W es una T-aplicacién lineal, entonces T (V) C W es un
T-espacio vectorial. Este sigue directamente de la definiciéon de T-aplicacion lineal. Més

dificil es dar una definicién del ntcleo de T'.

Definicién 27. Sea T : T" — T™ definida para x — (T1(z), ..., Tn(x)), podemos definir
ker(T') := ﬂ hiperplano T;(x).
i=1
Podemos observar que el nicleo de una T-aplicacién lineal es un T-espacio vectorial.

Si A es una matriz tropical de tamano n x m, la aplicacion T : T — T™ definida por
Tw):=A0Gwv
es T-lineal.

Ejemplo 28. La aplicacion T : T> — T? definida por la matriz A = , no es

myectiva porque,
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10
Tw) = ©Ov

0 1

10 2 0
T(2,0) = ® -

0 1 0 1

10 1 0
T(1,0) = ® -

0 1 0 1

Es decir, T'(2,0) = T'(1,0) = (0,1). El nicleo de T es la interseccion de los ceros de
1Oz @y yr1 ® 10Oz, luego ker(T) = (O, Or).

Este ejemplo prueba que el nicleo de una aplicacion lineal tropical no esta relacionado

con el hecho que la aplicacién sea inyectiva.

Proposicién 29. Sea f: T" — T™ la aplicacion definida por f(v) = A®wv, entonces el
Tker(f) # Opn si y solo si, dim f(T") < n.

Ejemplo 30. Determine la T-imagen y el T-kernel de la matriz,

100
M=1010
0 01

Para encontrar la T-imagen de M, tomamos v = (z1, T, x3) € T® y resolvemos,
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1 0 0 1
fwy=Aev = [ o010 [0 n

0 01 T3
10212002, B00 23
= 001 ®L1OX®00O x3
0021000 2,B1O x5
min{1l + 1,0 + x2,0 + x3}
= min{0 + z1, 1 + 29,0 + z3}
min{0 + x1,0 + 22, 1 + 3}
min{1l + z1, 9, x3}

= min{zy, 1 + x93, x3}

min{xy, xs, 1 + x3}

Ahora, para encontrar el T-kernel de f en M, igualamos f(v) = Ors ast,

IIlfIl{]. +ZE1,I’2,I’3} 0’]1‘3 T = 0']1‘3
fv) = min{zy, 1 +x9,23} | = Ops | = 22=0ms
min{zy, xe, 1 + x3} O3 x3 = Ops

Por lo tanto el Tker(f) = (Ors, Ops, Ops)

La correspondencia clasica entre aplicaciones lineales y matrices tienen una forma
analoga en el caso tropical. Primero veamos las definiciones basicas y las operaciones

entre matrices.

2.4. Producto entre matrices tropicales

El producto tropical entre dos matrices esta definido de la misma manera que en el

algebra de matrices, es decir el producto tropical entre dos matrices 2 x 2 es
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a b e f a®edb®g a®© fObOI

® =
c d g h cOeddoOg cOfBAdO
1 2 2 1
Ejemplo 31. Sea A = y B =
3 4 5 0

El producto tropical de A ® B es

1020205 10102060
3020405 30194060

min{l1 ©2,265} mn{l® 1,260}
min{3©2,405} mn{31,400}

min{3+2,44+5} min{3+ 1,4+ 0}

min{3,7} min{2, 2}
min{5,9} min{4,4}

(m1n{1+2 ,2+5} min{l+1,2+0}

Ejemplo 32. Ahora veamos como seria el producto tropical entre matrices 3 X 3.
1 2 3 4 5 1

Sea A=1| 2 4 1 yB=10 3 2
3 2 4 1 0 2

El producto tropical de A ® B es
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1 2 3 4 5 1
241 |1©]1 03 2
3 2 4 1 0 2

104020006301 105062030300 10102020303
20404000101 20504030100 20104020103
30402000401 30502030400 30102020403

min{2©4,400,101} mn{265,43,100} mn{201,42,16 3}
min{3©4,200,4c1} mn{365,263,400} mn{3c1,262,40 3}

min{l+4,240,34+1} min{l1+5,2+3,3+0} min{l+1,2+2,3+3}
min{2+4,44+0,14+1} min{2+5,4+3,1+0} mm{2+1,4+2,1+ 3}
min{3+4,2+0,44+1} min{3+5,2+3,4+0} mi{3+1,2+2,4+ 3}

( min{104200301} mn{l®526033600} mn{le,262,363)
min{5,2,4} min{6,5,3} min{2,4,6}

min{6,4,2} min{7.7,1} min{3,6,4}

min{7,2,5} min{7.5,4} min{4,4,7}

2 3 2

213

2 4 4

Un resultado interesante en el producto tropical de matrices es el siguiente:

Ejemplo 33. Sean a,b > 1. Considere el producto



a
Luego la matriz mduce la matriz identidad sobre el T-espacio vectorial
b 0

generado por las columnas del lado derecha.

Por otro lado, también podemos encontrar un automorfismo no trivial, por ejemplo:

Ejemplo 34.
10 10 01
® -
01 0 1 10
En este caso la matriz intercambia los dos generadores del T-espacio vec-
0 1
torial.

Ejemplo 35. Sea matriz A una matriz de tamno 2x2. Las matrices M tales que MA = A

estan dadas por.

a b m n
Sean A = . M=

c d P q

a b m n a b
MA = = = A.
c d P q c d
min{m + a,n+ ¢} min{m+b,n+d} a b
min{p + a,q+c} min{p+b,q+d} c d
entonces,

min{m +a,n+ct=a — sim+a<n+c=m=0
sim+a>n+c=>n+c=a
min{m+bn+d} =0 — sim+b<n+d=m=0
ssim+b>n+d=n+d=0>
min{p+a,q+ct=a — sigtc<p+a=qg=0
siq+c>p+a=pta=c
min{p+b,q+dt=b — sig+d<p+b=q=0
siq+d>p+b=p+b=d
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entonces, m,q = 0.

0 n a b min{a,n 4+ ¢} min{b,n +d
Ahora, MA = = { } { }
p 0 c d min{p + a,c} min{p+ b, d}
entonces,

a < n+c a—c < n

b < n+d b—d < n W n
e e

c < p+a c—a < p ehdoasb < p

d < p+0 d—b < p

Una consecuencia inmediata del producto de matrices es la siguiente proposicion:

Proposiciéon 36. Sea A una matriz n x m, sea V- C T un T-espacio vectorial, luego la

aplicacion v — Av para todo v € V' es una T-aplicacion lineal.

Para cualquier matriz A le podemos asociar una T-aplicacion lineal T : Vi — V5
y a ésta le asociaremos un T-espacio lineal: T'(V}). Una pregunta natural en este punto
serd la dimensién de T'(V7). Para responder esta pregunta, consideraremos el caso cuando
la matriz A es de tamano n x n y definiremos el determinante tropical como:

det(A) = @ A1o(1) © - .. @ Aio(n)
o€Sn

donde ¢ varia entre las permutaciones de S,, en un conjunto de n elementos. El determi-
nante para matrices 2 X 2 se definio anteriormente en el capitulo 1.
Observe que el determinante tropical es el minimo de un conjunto de factores lineales en

las entradas de una matriz.

Definicién 37. Una matriz M se dice que es singular si el minimo de los factores lineales

en el determinante es asumido por lo menos dos veces.

Ejemplo 38. El determinante tropical de las siguientes matrices es:

0 5 400 5 1 2
A= =5 B = = 400 C = =2
0 6 +o00 6 01

Entonces las matrices B y C' son singulares.
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Nota 39. Observe que si la matriz M tiene T-determinante +00 entonces es singular.

Proposicién 40. Sea A una matriz cuadrada y sea f: T" — T" la aplicacion definida

por f(v) = A®wv,v € T". Entonces Tker(f) # Orn si y solo si, A es singular.

Ejemplo 41. Sean A una matriz singular 2 X 2 y f : T? — T? dada por f(v) = A®v.

Veamos que se puede afirmar de su T-imagen y su T-kernel.

Supongamos,
+00 9
+o0o 6
matriz singular. Sea v = (x1,x9) € T? entonces,
400 5 I
flo)=A0v =
+oo 6 T2

min{+o00 + 1,5 + 5}
min{+oo + 1,6 + x2}
5+ ) 011‘2

6+ T 0’]1‘2

entonces, xo = Op y f(v) no depende de x1 por tanto el Tker(f) = (x1,0r2). Por otro

lado, usando la proposicion 29, como Tker(f) # Or2 entonces dim f(T?) < 2.
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Capitulo 3

Geometria algebraica tropical

Nuestro objetivo en este capitulo es introducir la nocién de variedad algebraica co-
mo un objeto de estudio de la geometria algebraica. Si tomamos los polinomios en dos
variables, sean x y y, el conjunto de los valores de x y y que hacen los polinomios cero,
se llama variedad algebraica. Las variedades algebraicas son el principal estudio de la
geometria algebraica. El 1971, G.M. Bergman [73] consideré logaritmos de variedades,
es decir, la ameba de una variedad algebraica, estas fueron introducidas para estudiar
las propiedades topologicas de las curvas algebraicas reales. Asi que, en esta seccion em-
pezaremos considerando las amebas de las variedades algebraicas definidas en los niimeros
complejos, donde ésta sera la imagen bajo la aplicacion logaritmo que definiremos a lo
largo del capitulo. En el estudio de la geometria algebraica tropical, veremos el acer-
camiento asintético de las variedades a través de un objeto llamado espina de la ameba y
sera aqui donde la geometria tropical tiene su mayor influencia en la geometria algebraica.

Puesto que, el ideal de este trabajo de tesis ha sido dar una serie de definiciones que
sirvan como base para introducir las variedades algebraicas tropicales, en este capitulo
nos centraremos en tomar estas definiciones algebraicas como instrumento de estudio
para encontrar la correspondencia que existe entre la geometria clasica y la geometria
tropical. Todas estas, son ideas intuitivas mas no formales, ya que se usaron para tener

una idea de como usar programas computacionales y mostrar en fin de éste trabajo.
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En algunos ejemplos, las graficas que nos sirven de ayudar para entender ciertos con-

ceptos de la geometria tropical, han sido obtenidas de los articulos [2] y [37].

3.1. Amebas

Como primera medida es esencial la siguiente definicion.
Definiciéon 42. Consideremos la aplicacion,
log:C*xC"— R xR
definida como,
(x,y) — (log(|x[),log(ly[))

que llamaremos la aplicacion log. Como el logaritmo es indefinido en cero, excluimos el

origen restringiendo el dominio de nuestros polinomios al toro (C*)?, donde C* = C\ {0}.

Definicién 43. Si X C (C*)? es una variedad algebraica, su ameba es el conjunto,
A(X) :== —log(X).

La ameba de una variedad algebraica es la imagen bajo la aplicacién log : (C*)* — R2.

Proposicion 44. Una ameba tiene las siguientes propiedades:

» Cualquier ameba es un conjunto cerrado.
s Cualquier componente conexa del complemento R™ \ A es conveza.

» [l drea de una ameba de un polinomio no idénticamente cero en dos variables com-

plejas, es finito.
s Una ameba en dos dimensiones tiene una serie de "tentdculos”, que son infinita-
mente largo y de forma exponencial estrechamiento hacia el infinito.

Llamamos tentdculos a esta parte de la ameba que se extiende a infinito desde el

origen.

Ejemplo 45. Si L C (C*)? es la recta de ecuacion x +y+ 1 =0, entonces A(X) es:
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Figura 3.1: Ameba de larectaz +y+1 =0

Observe que, la ameba de L tienes tres direcciones asintoticas al infinito que se corre-
sponden con los varoles (z,y) € L donde o bien una de las dos coordenadas va a 0 o bien

las dos se van al infinito.

Ejemplo 46. Tomando un ejemplo de [37]. Sea L C (C*)? la recta definida por la ecuacion
xy+z+y—1=0, entonces A(X) es,

Figura 3.2: Ameba de larecta zy + +xr+y—1=0

La ameba A(X) tiene cuatro ramos, que se van al infinito en correspondencia de los

valores (z,y) que tiene una coordenada que va o bien a cero o bien a infinito.
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3.2. Compactificacion de una ameba

Compactificamos la ameba de f~1(0) trazando lineas perpendiculares a cada uno de
los tentaculos de la ameba. Al trazar estas lineas perpendiculares, se corta el plano en dos,
y tomaremos la parte del plano donde existe la ameba. La interseccién de estos planos

tomados definira un poligono. Este es el poligono de Newton.

Ejemplo 47. Compactifique la ameba de recta x + y + 1 = 0 hallando su poligono de
Newton.

st partimos el plano en dos por cada recta perpendicular a cada tentaculo y tomamos
solo la parte del plano donde se encuentra la ameba, al intersectar estos planos resultantes

podemos notar que el poligono de Newton de un polinomio lineal es un triangulo.

Figura 3.3: Compactificacién de la ameba en la recta = +y + 1 =0 [2]

Para este caso, el politopo de Newton serd el triangulo de vertices (0,0), (1,0), (0,1),
que se muestra en la figura 3.3, donde cada lado del triangulo es perpendiculares a los
tentaculos de la ameba.

En este caso, los tres puntos representan las tres componentes conexas de R? \ A(X)

Ejemplo 48. El poligono de Newton Ay de la hipérbola de ecuacion xy +x+y—1=10
es el cuadradado de vértices (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) que vemos en la figura a la derecha,
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0,1)

(0,0) (1,0)

Figura 3.4: Poligono de Newton

a la izquierda vemos como queda su compactificacion partiendo el plano en dos con lineas

perpendiculares a cada uno de sus tentdculos.

©0) 1.0)

Figura 3.5: Compactificacion de la ameba en la hipérbola zy +x+y—1=10

3.3. La espina de una ameba

Mirando el dibujo —A(L), donde L son la rectas de ecuacion z+y+1 = 0y zy+x+y—1,
se puede ver que dentro de la ameba hay una recta tropical. Esta recta se llama la espina

de la ameba.

Para los ejemplos anteriores podemos verificar esta nocién de la espina de una ameba.
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Ejemplo 49. Identifique la espina de la ameba de recta v +y+ 1 = 0.

/

Figura 3.6: Espina de la ameba de recta v +y+1=10

Ejemplo 50. Identifique la espina de la ameba de la hipérbola xy +x +y —1 = 0.

Figura 3.7: Espina de la ameba de la hipérbola zy +x+y—1=10
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Capitulo 4

Aspectos computacionales de la

geometria tropical

En este capitulo mostraremos un programa computacional que nos ayudara a visulizar
conceptos de la geometria tropical, como son, la tropicalizacién de un polinomio, la grafi-
ca de un polinomio tropical, el punto minimo de un polinomio tropical, la subdivisién
de Newton, entre otros. Para esto, usaremos la herramienta SINGULAR [12], es un soft-
ware libre que usa librerias de ¢/c++, como NTL, GMP, etc. Singular es un sistema
computacional de dlgebra para el calculo de los polinomios, con énfasis en las necesidades
especiales del dlgebra conmutativa y no conmutatica, la geometria algebraica y la teoria de
las singularidades. La libreria tropical, fue creada por Anders Jensen Needergard, Hannah
Markwig y Thomas Markwig [6], con el propésito de efectuar calculos computacionales de
la geometria tropical, esta libreria puede ser descargada en Singular y para el uso adecua-
do de esta libreria sera necesario utilizar un sistema operativo Linux. Los programas como
Gfan [30], es un de software libre para el célculo de los fans de Grébner y variedades tro-
picales, Latex y kghostview son importante para el desarrollo de los calculos en Singular
y la visualizacion de las curvas tropicales y la subdivision de Newton.

Otra herramienta computacional que usaremos es “Tropical Surface” por Lars Aller-

mann [5], que ofrece una implementacién a la geometria tropical mostrando la superficie
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de una curva tropical en un software libre que puede ser descargado de la pagina del autor.

Otros programas computacionales para el estudio de la geometria tropical, que se
pueden usar son programas como “Maple” [41] o “Amoeba Computing” [39], estos pro-
gramas computacionales generan una ameba. Una variedad algebraica son los objetos
principales de la geometria algebraica, en 1971, G.M. Bergman [73], considerd logarit-
mos de variedades. En geometria algebraica tropical, nos fijamos en el comportamiento
asintético de las variedades, para esto, los programas [41] y [39] serdn de gran ayuda para
su estudio.

A lo largo de este capitulo veremos el manejo de estos programas con algunos ejemplos
y estudiaremos los resultados importantes de ciertos polinomios que no podemos entender

a simple vista.

4.1. Conceptos generales de Singular

Para el uso de Singular en la geometria tropical es importante entende los primeros
pasos para su uso. Primero debe descargar la libreria "tropical.1lib", luego debe definir
un anillo. La definicién de un anillo se compone de tres partes: la primera determina el
campo, la caracteristica y el parametro, la segunda parte determina los nombres de las
variables del anillo, y la tercera parte determina el orden monomial que se quiere utilizar.
por ejemplo,
ring r=(0,t), (x,y),dp;

Por lo tanto, el ejemplo anterior declara un anillo de polinomios llamados r con un campo
de caracteristica 0 (es decir, lo niimeros racionales) y las variables de anillo llamado x y ¥.
El dp al final determina que el orden que sera usado es el del grado inverso lexicografico.
Existen otros ordenes como, 1p orden lexicografico, ds orden de grados negativos inverso
lexicogréfico, etc. Ademas, puede definir un ideal, de la siguiente forma,

ideal i=x2+y2+1;, en este caso, el nombre del ideal sera i.

Por otro lado, podemos definir listas, esto con el fin, de incluir todos los elementos de
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un anillo de manera especial; estas se definen asi
list nombre=expresién lista;,
es decir, en “nombre”, debe nombrar la lista como desee, en “expresién”, debe dar la
orden que desea y el “lista”, escrir la clase de lista que quiere. Un ejemplo lo vera mas
claro méas adelante.

Al escribir en Singular, si quiere escribir: ¢ - x en Singular lo escribe como t*x, y si
quiere escribir 2, escribalo como x2. Es importante que siempre termine con ; “punto y

coma” al final de cada orden en Singular.

4.2. Tropicalizacion de un polinomio

Para tropicalizar un polinomio usaremos la ayuda de Singular. Debemos asumir que f
es un polinomio en Q(t)[x1,. .., z,]. Luego, debemos definir un anillo r y después escribir
el polinomio con la orden tropicalise para generar la tropicalizacién del polinomio
deseado.

Singular trabaja con las siguientes convenciones para la tropicalizacion:
= Si un ntmero es vacio, entonces la valoracion de t sera 1,
= si un numero es la cadena “max”, serd —1,

= esta ultima supone que si se considera el maximo de sus formas lineales, entonces

se considerara su minimo.
Ejemplo 51. Tropicalizar el siguiente polinomio,
1
232? — 7 cxy + 2857 + (32 —t) -+ ty + (15 + 1)

Usando Singular:

LIB "tropical.lid";

ring r=(0,t), (z,y),dp;

tropicalise (2t3z2-1/t*xy+2t3y2+(3t3-t) *x+ty+(t6+1));
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resultado en Singular,
[1]:
2*xz+3
[2]:
Tty
[3]:
2%y+3
[4]:
T+l
[5]:
-1
es decir, trop(f) = min{2x + 3, + y,2y + 3,z + 1, —1}

También se puede crear una lista de las formas lineales de la tropicalizacion de f asi,
Ejemplo 52. Definicion de una lista para
1
%27 — ; sy 2800+ (3t — ) x+ty + (0 4+ 1)

LIB "tropical.ld";

ring r=(0,t), (z,y),dp;

poly F=2t3z2-1/t*zy+2t3y2+(3t3—t)*z+ty+(t6+1);

list tropical_g=tropicalise(f);, el nombre de la lista es troptcal_g y la orden es
tropicalizar f

tropical_g;, al dar esta la orden, aparece la lista que definimos anteriormente

Por otro lado, se puede calcular la tropicalizaciéon de varios polinomios, creando un

ideal y dandole la orden tropicaliseSet.

Ejemplo 53. Seai € Q(t)[x1,...,x,|. Tropicalizar el conjunto de polinomios en
1
i:t-xy—y2+1,2t3~x2+z-y—t6
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LIB "tropical.lid";
ring r=(0,t), (z,y),dp;
ideal i=tzy-y2+1,2t3z2+1/t*y-t6;
tropicaliseSet (i);
resultado en Singular,
[1]:
[1]:
z+y+1
[2]:
2%y
[3]:
0
[2]:
[1]:
2%g+3
[2]:
y-1
[3]:
6

4.3. Curvas tropicales

La orden para graficar una curva tropical en Singular es drawTropicalCurve. Esta
sera una herramienta importante en el estudio de la geometria tropical, ya que nos ayudara
a visualizar mas facilmente la grafica de un polinomio tropical complicado.

Debe tener en cuenta que los programas LaTex y kghostview deben estar instalados y

ademas, Singular debe ser utilizado bajo un sistema operativo de Linux.
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Usando la libreria "tropical.lib", debe definir un polinomio f, donde f es la lista
de polinomios lineales de la forma ax + by + ¢ con a,b € Z en los ntimeros enteros y ¢ € Q
un numero racional que representa un polinomio tropical de Laurent y define una curva
plana tropical. Otra alternativa para f puede ser un polinomio en Q(¢)[z, y| que define una
curva plana tropical a través de la aplicacién de valoracion. Es importante que el anillo r

que defina tenga un orden para cada monomio, dos variables y hasta un parametro.
Ejemplo 54. Grafique el siguiente polinomio,
3., .3 1 2 .2 2 2 1
f=t- (2" +y +1)—|—¥-(x +y +rt+y+ay+ay )+t—2-:1:y

LIB "tropical.lid";

ring r=(0,t), (x,y),dp;

poly f=t*(z3+y3+1)+1/t*(z2+y2+z+y+Ty+Ty2)+1/12*%TY;
drawTropicalCurve(f);

resultado,
1 1 1 1 1 1 1
:t.xg _.xZ _'.TQ t.g _.xZ — . _.2 — . _ . t
f1 to Tyt by o by et oyt
Los vertices de la curva tropical son:

(—=2,0),(-1,-1),(-1,0),(0,-2),(0,—1),(0,1),(1,0), (1,1),(2,2)

|

Figura 4.1: Curva tropical de f;
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El comando drawTropicalCurve(f) calcula la grafica de la curva tropical dada por

f y despliega una imagen post script, siempre que disponga de kghostview.

Ejemplo 55. Si se quiere graficar una lista tropicalizada, como la del ejemplo 43, debe

dar la orden de drawTropicalCurve el nombre de la lista,

LIB "tropical.lid";

ring r=(0,t), (z,y),dp;

poly f=2t3*x2-1/t*zy+2t3*y2+(3t3-t)*x+t*y+(t6+1);
list tropical_g=tropicalise(f);
drawTropicalCurve(tropical_g);

resultado,

fo=min{2-z+3,z+y—1,2-y+ 3,2+ 1,y+ 1,0}

Los vertices de la curva tropical son:

(—2,2),(2,-2),(-1,2),(2,-1)

AN

Figura 4.2: Curva tropical de fs
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Podemos ademas, aplicar este mismo procedimiento a polinomios y dar la orden “méxi-

mo”de esta forma la gréafica calculard los puntos maximos del polinomio tropicalizado.

Ejemplo 56. Tomado el ejemplo anterior, damos la orden "maz" al graficar:
LIB "tropical.ld";

ring r=(0,t), (z,y),dp;

poly f=2t3*x2-1/t*zy+2t3*y2+(3t3-t) *x+t*y+(t6+1);
drawTropicalCurve(f, "maz");

resultado,

fo=méx{2 -z -3, z+y+1,2-y—3,x— 1,y — 1,0}

Los vertices de la curva tropical son:

(2,-2),(-2,2),(1,-2),(—2,1)

7
AN
AN

Figura 4.3: Curva tropical de f3

Al usar drawTropicalCurve aparecera un archivo post script image con la grafica y

al final vera la subdivision de Newton.

48



Ejemplo 57. Para los ejemplos anteriores tenemos los siguientes poligonos de Newton:

Figura 4.4: Poligono de Newton de fi, fo y f3, respectivamente

Ejemplo 58. Sea fy = ta® + 2xy + 3ty + 5z + Ty — (t* +t°). Tropicalizar f4 y graficarlo

con Singular. La tropicalizacion de f4 es,

fa=min{2-z+ 1, z+y,2-y+1,2,y,2}

Los vertices de la curva tropical son:

(—1,0),(0,-1),(0,0),(2,2)

Figura 4.5: Curva tropical de f; y subdivisién de Newton
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Ejemplo 59. Sea f5 = tz? + 3zy — 7(1* + t°)y + ty — Tx + 5. Tropicalizar f5 y graficarlo

con Singular. La tropicalizacion de fs5 es,

fs=min{2-z+1,z+y,2-y+ 3,2,y + 1,0}

Los vertices de la curva tropical son:

(—1,0),(1,-1),(0,0),(1,-2)

Figura 4.6: Curva tropical de f5 y subdivisién de Newton

Ejemplo 60. Sea fs = ta? —Tta+8xy — Ty*> +6. Tropicalizar f y graficarlo con Singular.

La tropicalizacion de fg es,

fe=min{2-z+3,2+y,2-y,x+ 1,0}

Los vertices de la curva tropical son:

(—=2,1),(—-1,1),(0,0)
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Figura 4.7: Curva tropical de fg y subdivisiéon de Newton

Ejemplo 61. Sea f; = t'2® +22%y + t*xy? + t*y® +t2® + vy + ty* + v +y+t. Tropicalizar

f7 y graficarlo con Singular. La tropicalizacion de f; es,

foe=min{3-z+4,2- 2 +y+2,2+2-y+2,3-y+4,2- s+ L,z +y+2-y+1,2,y,1}
Los vertices de la curva tropical son:

(=3,-1),(-2,-2),(-2,-1),(-1,-3),(-1,-2),(-1,0), (0, —1),(0,0), (1, 1)

|

-

Figura 4.8: Curva tropical de f7; y subdivisién de Newton
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4.4. Superfcies tropicales

Para visualizar una superficie tropical, usaremos el programa “Tropical Surfaces” [5]
creado por el Aleméan Lars Allermann de la universidad de Kaiserslautern.

El programa “Tropical Surfaces” es un software libre muy sencillo de usar, simplemente
se escribe un polinomio igualado a 0 y se da click en “Zeichne”, que significa dibujar en

aleman y se deplegara la superficie tropical de la curva tropical dada.

Ejemplo 62. Grdfica del plano tropical
maz{0,z,y, 2z}

Figura 4.9: Plano tropical

Al dibujar la superficie tropical, podemos girar la superficie, cambiar los colores, la

transparencia, acercar, alejar, guardar, etc.
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4.5. Amebas

Para graficar un ameba existen varios programas, como lo es “Maple” [41] o “Amoeba
Computing” [39]. La herramienta Maple, es depronto més conocida y por tanto mas
sencilla de utilizar, ya que es un programa muy utilizdo para graficar todo tipo de funciones
y generar cualquier tipo de calculos matematicos. Para el caso de gréficas de amebas nos
guiaremos del articulo “Tropical Algebraic Geometry in Maple a preprocessing algorithm

for finding common factors to multivariate polynomials with approximate coefficients”

2].

Ejemplo 63. Veamos como se grafica una ameba usando la opcion “plot” de Maple,

usando como guia [2]. Usaremos coordenadas polares para graficar una variedad algebraica

5)
57‘6[0 — 5’)]

lineal,

1

1
f= §x+gy—1:0 A= [ln(’rew’),ln(

y escribimos en Maple,

>f:=1/2%x+1/5%y-1:

>s:=solve(f,y):

>L:=map (log,map (abs, [z,s])):

>A:=subs (z=r*exp (I*theta),L);

>Ap:=seq(plot ([op (subs(theta=k*P1/200,4)), r=-100..100],thickness=6),k=0..99):

>plots[display] (Ap, azes=none);

Resultado en Maple,
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Figura 4.10: Ameba de f =z + 1y — 1

Se desplegara una grafica en la que podemos utilizar todas las herramientas de Maple
para graficas como, usar o quitar ejes, acercar, mover, colores, hacer trazos, etc. Y ademas

podemos guardar las graficas en archivos como Bitmap, JPEG, PostScript, etc.
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