Trabajo de grado presentado como requisito para
optar por el titulo de informatico matematico

Conjuntos con orbita acotada para
semigrupos de funciones analiticas

Andrés Felipe Fang Fernandez

Mayo 2013

Pontificia Universidad Javeriana
Facultad de Ciencias
Carrera de Informatica Matematica



Directores
Prof. Renato Colucci, Ph.D.
Prof. Gerardo Roman Chacén Pérez, Ph.D.



“Una vez que has entregado el alma, lo deméas sigue con
absoluta certeza, incluso en pleno caos” Henry Miller






NOTA DE ADVERTENCIA
Articulo 23 de la Resolucién N o 13 de Julio de 1946

“La Universidad no se hace responsable por los conceptos emitidos por sus alumnos
en sus trabajos de tesis. Solo velara por que no se publique nada contrario al
dogma y a la moral catdlica y por que las tesis no contengan ataques personales
contra persona alguna, antes bien se vea en ellas el anhelo de buscar la verdad y la
justicia”.






Tabla de Contenido

Resumen

1 Marco teérico
1.1 Sistemas Dindmicos . . . . . . . . .. ...
1.2 Sistemas Dindmicos Complejos . . . . . . .
1.3 Conjunto de Julia . . . . . . ... ... ..

1.4 Sistemas Dinamicos Complejos para semigrupos . . . . . . . . . . ..

1.4.1 Ramas Acotadas . . . . .. . ...
1.4.2 Atractores . . . . . . . . ... ...

2 Resultados principales
2.1 Resumen . . . .. .. ... .. .......
2.2 Representacion computacional . . . . . . .

2.2.1 Construccion del arbol de la 6rbita hacia delante . . . . . . .

2.2.2  Construcciéon del plano de atractores
2.2.3 Graficaciéon del plano de atractores

Bibliografia

Nomenclatura

10
10
11

13
15






Resumen

En la siguiente tesis se disend y se desarrollé6 una herramienta que permite repre-
sentar métodos utiles para la descripcién y definicién de atractores para semigrupos
de funciones analiticas.

El documento se divide en dos partes importantes, la primera parte se dedica a
la presentacion y definicién de conceptos basicos para entender el desarrollo de la
aplicacion como lo es la definicién de sistemas dinamicos, la definicion del conjunto
de Julia y propiedades relevantes de estos conjuntos.

La segunda parte mostrara como se realizoé la construccién de una aplicacion parametriz-
able desarrollada en JAVA en la que se programaron los algoritmos de deteccién de
atractores y simulacién de resultados para semigrupos de funciones analiticas con
resultados tanto en dos dimensiones como en tres dimensiones.






1 Marco teodrico

El objetivo de este marco tedrico es dar las pautas para contextualizar y enten-
der los conceptos principales que llevaran al correcto entendimiento de la teoria de
atractores.

Primero se hara una introduccién a la definicion de sistemas dinamicos cléasicos,
luego se ampliara el concepto para sistemas dindmicos complejos, la inclusién de
semigrupos y los métodos utilizados para poder medir los atractores de los mismos.

1.1 Sistemas Dinamicos

Un sistema dindmico es una transformacién f : X — X en un espacio métrico (X, d).
Se denota como {X; f}.

Los sistemas dindmicos involucran el hecho de iterar una funcién repetidamente.
[terar una funcion repetidamente significa evaluar una funciéon una y otra vez usando
el resultado de su aplicacién inmediatamente anterior como el nuevo parametro de
entrada. Para una funcién f, f?(x) significa la segunda iteracién de f, de donde se
introduce que f"es la n-ésima iteracién de la funcion f evaluada en z. De lo anterior
se desprende la siguiente definicion:

Definicién 1.1. La 6rbita de un punto x € X es la secuencia { f*"(x)}5°, de acuerdo
con [Bar88]. O

La teoria de los sistemas dindmicos estd interesada en el comportamiento de la
orbita, de donde nacen las siguientes definiciones:

Definicién 1.2. Sea{X; f} un sistema dindmico. Un punto fijo de f es un punto
x € X tal que f(z) = z. O

Definicién 1.3. Sea{X; f} un sistema dindmico. Un punto peridédico de f es un
punto x € X tal que f°*(r) = x para algin n € {1,2,3,...}. Si x es n punto
periédico de f entonces un entero n tal que f*(x) = z,n € {1,2,3,....} es llamado
un periodo de z. El ultimo de estos enteros es llamado el periodo minimo del punto
peridédico f. La érbita de un punto periddico de f es llamado el ciclo de f. O

Definicién 1.4. Sea{X; f} un sistema dindmico y sea x; € X un punto fijo de f.
El punto z; es llamado un punto fijo de atraccién de f si existe un nimero € > 0
tal que f mapea la bola B(zs,e) = {y € X : d(xy,y) < €}. O
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Definicién 1.5. Sea{X; f} un sistema dindmico y sea x; € X un punto fijo de f.
El punto x; es llamado un punto fijo repulsivo de f si hay nimeros e > 0y C > 1
tal que d(f(xy), f(y)) > Cd(zy,y) para todo y € B(xy,€). O

1.2 Sistemas Dinamicos Complejos

Un sistema dindmico complejo es una transformaciéon f : C — C en un espacio
métrico (C,d).

Segtin [Dev92] la dindmica de la funcion cuadratica Qo(z) = 22 en el plano complejo
es especialmente facil de entender, a modo de ejemplo. Al escribir zy = re se
observa la orbita de zy sobre Qg la cual esta dada por:

29 = re’?
52— 2,i(20)
IR TET))

n y n
261 = r2 ez(2 0)

Con lo que se puede concluir que la 6rbita de zy tiende a tres posibles resultados:
e Sir <1, r* — 0 mientras n — oo por lo que |Q8(z)| — 0.
e Sir>1,r* — oo mientras n — oopor lo que |Q8(z0)| — oo.
e r =1 es el circulo unitario. Si |z9| = 1 entonces |Qf(20)| = 1.

El ultimo caso hace referencia al caso en que el radio es igual a uno, por lo que sin
importar el valor del angulo la imagen de la funcién estara en el circulo unitario,
pero el hecho de que el angulof se duplique en cada nueva iteracion en la érbita hace
que cuando esta tienda al infinito tenga un comportamiento cadtico.

De esta forma se puede escribir el plano complejo como la uniéon de dos regiones com-
plementarias, cuyas regiones contienen al conjunto de érbitas con dinamica regular
o convergente y al conjunto de las érbitas con dindmica irregular o cadtica.

Las orbitas convergentes son aquellas que tienden a un punto definido como el caso
de r < 1 mencionado anteriormente, mientras que en los otros dos casos la dinamica
es cadtica de acuerdo a las demostraciones de Devaney en[Dev92].

Se dice que la orbita de z bajo Q. estd acotada si existe un K tal que |Q7(2)| < K
para todo n. De otra forma se dice que la orbita es no acotada.



1.3 Conjunto de Julia

1.3 Conjunto de Julia

Sea f : C - Cun polinomio de grado mayor a uno. Sea I el conjunto de puntos
en C cuyas 6rbitas convergen, es decir:

Fr={ze C:{|f"(2)|}ryestd acotado.

Este conjunto es llamado el Conjunto Lleno de Julia asociado al polinomio f. La
frontera de Fy es llamado el Conjunto de Julia del polinomio f y es denotado como
J segun [Bar88].

Figure 1.1: Convergencia del conjunto de Julia para el semigrupo G =

1.4 Sistemas Dinamicos Complejos para semigrupos

Los sistemas dinamicos complejos para semigrupos son la generalizacion de la dindmica
compleja clésica pero estudiada con un niimero finito de polinomios G = (g1, ..., gn)-

Se introduce en [GRD12| que para cada punto z se puede denotar como 7'(z) al
arbol de la orbita hacia delante con raiz en z.

Donde la 6rbita de un Sistema Dinamico Complejo se define como el arbol eneario
con raiz en z donde cada nivel se compone por los valores g(z) de las funciones ¢
quienes han hecho la composicién de los generadores de G desde la raiz. Cada nivel
k del 4rbol tiene N* nodos, donde N es el nimero de funciones en G.
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gl(z) .9'3(3) gﬂ(Z)

9,(9,@) g,(9,@) ... g,0g,)

Al igual que en los sistemas dinamicos tradicionales, en los semigrupos se busca
estudiar el comportamiento de la érbita, para este caso se estudia en cada nivel del
arbol T'(z) bajo los pardmetros nombrados a continuacién.

1.4.1 Ramas Acotadas

Supongase z, un punto fijo de atracciéon de F', La cuenca de atraccion de x, es el
conjunto de todos los puntos cuya orbita tiende a x,.

Cuando la orbita de todas las ramas de un arbol tiende a infinito, se denomina por
Boyd en [Boy99] como A, (G) con el fin de representar la cuenca de atraccion de
infinito. Se llamara A,(G) al conjunto de ramas que estan acotadas y se representara
asi

Ay(G) ={z € C: ¢.(z)estdacotado paratodok € NyVi = 1,..., N¥}

Donde el conjunto {qi(z) : @ = 1,..., N¥} representa todos los hijos del 4rbol al
k-ésimo nivel del arbol Ti(z) de la 6rbita hacia delante del semigrupo en z.

1.4.2 Atractores

Al estudiar la orbita de los sistemas dinamicos se puede encontrar que hay casos
intermedios entre A,(G) y Ax(G) que vale la pena resaltar. En [GRD13] se estudian
las ramas acotadas del arbol de la 6rbita hacia delante de T'(z), también se introduce
la idea de que a cada nivel k del arbol, hay una funciéon m; que cuenta la proporcion
de hijos que permanecen dentro de una bola fija de radio R en el plano complejo.
Para la eleccion de este radio se puede encontrar un teorema en [GRD13].



1.4 Sistemas Dinamicos Complejos para semigrupos

La funcién m(z) es definida como el limite de my_oo.

La importancia de la funcién m(z) radica en el hecho de que permite estudiar todos
los casos intermedios entre A,(G) vy Ax(G). Ver ejemplo en Fig. 1.2

Figure 1.2: Atractores de semigrupo para g; = 2> — 1y g, = 22 — 1.476






2 Resultados principales

2.1 Resumen

En el siguiente capitulo se explicara la abstraccion de los conceptos matemaéaticos
repasados en el marco tedrico y se ilustrara detenidamente coémo se definié cada uno
de ellos para poder llevar a cabo una representacién grafica de los atractores para
semigrupos. El algoritmo numérico creado para la representacion de los atractores
hace principal uso de la funcién m que mide la proporciéon de convergencia de las
hojas del arbol Ty(z) para un nivel k del sistema dindmico generado en cada punto
del plano complejo en el intervalo [—2, 2] tanto vertical como horizontalmente.

2.2 Representacion computacional

Para poder hacer una representacién abstracta de la teoria matematica del marco
teodrico se debid tener en cuenta el universo en el que se trabajo, es decir, examinar
cada instancia matematica con la que se interactud y definirla computacionalmente,
en las cuales se incluyen las siguientes:

o Definiciéon de ntimeros complejos

« Arbol de la 6rbita hacia delante de un sistema dindmico para semigrupos
o Plano Complejo

o Funcion m

A partir de estas se puede generar una interpretacion de los atractores para funciones
analiticas mediante dos algoritmos importantes que se explicaran en las siguientes
subsecciones.

Adicionalmente la teoria afirma que el plano complejo tiene una representaciéon con-
tinua, pero al tratar de representrar la continudad se deben establecer valores discre-
tos lo suficientemente pequenos para que la forma discreta simule la forma continua,
para este caso particular el § o tamano del paso es 0,01, este valor se obtiene de
la divisién de 400 pixeles en el intervalo [—2,2]. Por lo que en el plano se buscard
encontrar atractores paral60.000 nimeros complejos.

El color de las imagenes presentadas hace referencia a la paleta de colores rojo-verde-
azul siendo rojo la proporciéon 1 y azul la proporcion cuando tiende a cero, si es cero
no hay imagen.
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2.2.1 Construccion del arbol de la 6rbita hacia delante

En la sec. 1.4 se define la érbita de un sistema dindmico como el arbol eneario de
la composicién de funciones en G. Para el caso de G = (g1, g2)se genera el arbol
binario perfecto que se puede modelar con un arreglo de nimeros V', un arbol binario
perfecto es aquél que tiene todas sus hojas (vértices sin hijos) al mismo nivel, dicho
arreglo tiene como elemento Vj a la raiz del arbol y cada elemento V; es hijo de
Vi(i-1)/2), a su vez cada elemento V; es padre de sus dos hijos V5,41 y Vai42como lo
ilustra la gréfica Fig. 2.1

Figure 2.1: Representacion del drbol binario como un vector
2i+2 Vo
! 2i+1
v ! %4 Vs,
Vo 41 Vs Vs Vs Vs Vs /\ /‘\\

L 1 1 Vs V, Vs V,

Los hijos de cada nodo son la composiciéon de las funciones de G, para el ejemplo,
el hijo izquierdo es la composicion con g; y el hijo derecho la composicion con gs.

De tal forma que, para cada punto z € C se puede construir su érbita en el arreglo
V. El tamaiio del arreglo es 2% donde k es el pardmetro de la funcién my,.

2.2.2 Construccion del plano de atractores

Una vez calculada la érbita para cada uno de los puntos del plano, se debe calcular
la proporcién de todas las hojas del arbol Ty (z) cuyo valor sea menor a R, siendo R
el radio calculado en [GRD13]. Para calcular el valor de la funcién my, se calcula la
proporcion de las hojas del arbol, por lo que estas se encuentran desde la posicion
2F=1 del arreglo V Fig.2.2.

La funcién my arroja una proporcién entre 0 y 1 para la pareja (x,y) en el plano
complejo, de esta forma se puede observar si en el punto (x,y) hay un atractor para
el semigrupo.

10



2.2 Representacion computacional

\ Hijos de Ty (2) )

f

Figure 2.2: Hijos de un arbol binario completo representados en un vector.

2.2.3 Graficacién del plano de atractores

Graficar los valores encontrados en el plano de atractores permite observar el com-
portamiento de los semigrupos en el plano, permite hacer conjeturas y en un punto
podria ayudar a formalizar la teoria del comportamiento de los mismos.

Despues de que se ha construido el plano de atractores se hace una representacion de
la funcién m parametrizandola en un plano 3D con una altura y color definidos para
cada punto entre 0 y 1, el ejemplo del semigrupo G = (g1, ¢2) tal que gy = 2> — 1y
go = 22%y my, tal que k = 15 se ve en Fig. 2.3.

Figure 2.3: Representacion de mys para g; = 2% — 1y gy = 222

11
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Nomenclatura

f’rL
Qo(2)

Zp =7Te

CU{o0}. Plano Complejo extendido también llamado esfera de Rie-
mann.

Representacion para el conjunto de los niimeros complejos.

A (G) Cuenca de atraccién de infinito, érbita cuyas ramas tienden
a infinito.

f™ es la n-ésima iteracion de la funcion f evaluada en un punto.
Qo(2) Es la ecuacién cuadratica 22 + 0, tal que 2z € C.

29 = re'? definicién de niimero complejo en notacién polar.
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