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Índice general

Agradecimientos 4

Introducción 5

1. Conceptos básicos de álgebras de Lie 8
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3.1.3. Sistema de ráıces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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4. Superálgebra de Lie Ortosimpléctica impar osp(2m+ 1|2n) = B(m,n) 36

4.1. Conjunto de generadores osp(2m+ 1|2n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2. Subálgebra de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Introducción

Las superálgebras de Lie son generalizaciones de las álgebras de Lie. Una superálgebra

de Lie es una superálgebra o álgebra Z2-graduada sobre un cuerpo con caracteŕıstica cero,

en donde la operación [ , ] (llamada supercorchete de Lie) debe cumplir las 3 propiedades

siguientes: bilinealidad, superantisimetŕıa y superidentidad de Jacobi. La importancia

de las superálgebras de Lie recae en las áreas de la matemática y de la f́ısica. En [15],

Kac escribe que el interés del campo de superálgebras apareció en la decada de los 70’s

en f́ısica y más concretamente en el contexto de la supersimetŕıa [6, 17, 24]. Una gran

cantidad de resultados sobre superálgebras y álgebras graduadas ha sido escrito por Kac,

Zelmanov, Wall, Shestakov y otros ([11, 22]). Además de la supersimetŕıa en f́ısica, las

superálgebras tienen aplicaciones en diferentes áreas de la matemática como la Geometŕıa

Algebráica, Teoŕıa de Categoŕıas, Grupos Cuánticos, entre otros. Teniendo en cuenta su

importancia, resulta útil contar con una representación gráfica de éstas para facilitar el

estudio y los cálculos en estos espacios abstractos. Por tanto, el presente proyecto tiene

como objetivo realizar el estudio y la representación gráfica por medio de grafos dirigidos

de las superálgebras de Lie clásicas. Cabe mencionar que la notación diagramática tiene

diferentes aplicaciones en las matemáticas. Por ejemplo, en álgebra lineal, en Teoŕıa de

Representaciones y en Supersimetŕıa. Para el caso del presente proyecto se utilizarán para

la representación gráfica de las superálgebras de Lie clásicas.

Iniciaremos recopilando información de los libros propuestos en la bibliograf́ıa [8, 16,

18] entre otras, y en particular nos concentraremos en el art́ıculo [5] el cual presenta una

introducción gráfica a las álgebras de Lie.

5



La idea principal del trabajo será realizar el estudio completo de las superálgebras

clásicas sl(m|n), osp(2m|2n), osp(2m − 1|2n) y osp(2|2n) por medio de la representación

gráfica mencionada. Primero se estudiarán las bases de estos espacios y se reemplazarán

por los grafos equivalentes, teniendo aśı una forma más óptima y sencilla para trabajar y

realizar operaciones con los elementos. A partir del desarrollo de los grafos, se calculará el

álgebra de Cartan, la cual se define como la subálgebra maximal nilpotente que coincide

con su propio normalizador. Para las superálgebras clásicas esta subálgebra se reduce a

la subálgebra de Cartan de la parte par. Luego revisaremos el sistema de ráıces de la

superálgebra asociado al álgebra de Cartan. Para hallar el sistema de ráıces de g, dado

por Φ = Φ0 ∪ Φ1, se debe hallar Φ0 y Φ1, donde Φ0 es el sistema de ráıces de la parte

par de g y Φ1 es un sistema de pesos para la representación de g0 sobre g1. El espacio

vectorial generado por todas las posibles ráıces se llama espacio ráız, el cual es el dual

de la subálgebra de Cartan como espacio vectorial. De estas ráıces podemos obtener

las ráıces fundamentales o ráıces simples. Adicional a esto, se estudiarán las corráıces

asociadas a cada ráız. Con esta información se procede a calcular la matriz de Cartan para

luego construir los diagrama de Dynkin de cada álgebra, los cuales tienen una cualidad

particular y es que teniendo el diagrama asociado es posible recuperar (por medio de

un procedimiento extenso [19] mirar también [23]) el álgebra de Lie simple. En general

las definiciones para las álgebras y las superálgebras de Lie son similares, presentando

cambios que aunque son pequeños son significativos y se debe tener especial cuidado y

claridad sobre el espacio en el que se esté trabajando.

El documento estará dividido en varios caṕıtulos. En el primero se explicarán y se

expondrán los conceptos básicos de álgebras de Lie, de manera que el lector se contex-

tualice con ellas. Lo anterior con el fin de comprenderlas a profundidad, su impacto en el

estudio de las matemáticas y la necesidad de una representación gráfica de las mismas.

En el segundo caṕıtulo presentaremos los conceptos de superálgebras, superálgebras de

Lie y algunos ejemplos para clarificar las definiciones y teoremas. Se omitirán las pruebas

en el texto, ya que son resultados técnicos que requieren un mayor desarrollo de esta
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teoŕıa. La idea del trabajo es contextualizar al lector en los aspectos básicos de la teoŕıa

de superálgebras de Lie, haciendo énfasis en la representación gráfica. Para terminar el

caṕıtulo, presentaremos la representación gráfica que se utilizará para realizar el estu-

dio. Los grafos fueron realizados en LATEX utilizando el paquete “Tikz”. En el caṕıtulo

3 comenzamos mostrando el proceso de estudio de una forma muy coloquial, de manera

que el lector comprenda la secuencia en que se estudian las superálgebras por medio de

estos grafos. Para esto desarrollamos primero sl(1|2) explicando cada una de sus partes.

Seguidamente, realizamos el estudio generalizado de esta superálgebra que es sl(m|n) y

que en la notación de Cartan es A(m − 1, n − 1). En los caṕıtulos 4, 5 y 6 presentamos

el estudio por medio de los grafos bipartitos de las superálgebras B(m,n), D(m,n) y

C(n+ 1) respectivamente.

En el presente trabajo no se trabajará con supervariedades o con supergrupos. Si el

lector desea aprender más sobre estos temas, puede revisar [3] y [14].

Todas las superálgebras utilizadas en esta tesis son sobre el cuerpo de los complejos y

son de dimensión finita.
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Caṕıtulo 1

Conceptos básicos de álgebras de Lie

En este caṕıtulo daremos una breve introducción a las álgebras de Lie, de manera que

el lector se contextualice un poco con los términos y conceptos de estas álgebras. Además,

varias definiciones son iguales o análogas a las definiciones de superálgebras de Lie por lo

que nos servirán para aplicarlas en el desarrollo del proyecto. Se omiten las pruebas de

algunos teoremas, pero el lector interesado en conocerlas puede revisar [10, 12, 23].

Definición 1. Un álgebra de Lie (g, [, ]) sobre un cuerpo K de caracteŕıstica cero, es un

espacio vectorial g con una aplicación bilineal [·, ·] : g × g → g, llamada corchete de Lie,

que satisface

i) [·, ·], es una operación bilineal.

ii) [x, y] = −[y, x], para todo x, y ∈ g (Antisimetŕıa).

iii) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para todo x, y, z ∈ g (Identidad de Jacobi).

Teorema 2. Sea A una K-algebra asociativa. A puede ser considerada como un álgebra

de Lie (A, [·, ·]) definiendo el corchete como

[x, y] = xy − yx, para todo x, y ∈ A.

Demostración. Para probar que A es un álgebra de Lie se deben probar las tres condicio-

nes. Comenzaremos por la antisimetŕıa:
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i) Antisimetŕıa: [x, y] = xy − yx = −(yx− xy) = −[y, x]

ii) Linealidad en la primera componente

[x+ λz, y] = (x+ λz)y − y(x+ λz) = xy − yx+ λ(zy − yz) = [x, y]− λ[z, y].

Con la linealidad en la primera componente y la antisimetŕıa se consigue la bilinea-

lidad.

iii) La identidad de Jacobi se obtiene de las siguientes identidades

[x, [y, z]] = xyz − xzy − yzx+ zyx,

[y, [z, x]] = yzx− yxz − zxy + xzy,

[z, [x, y]] = zxy − zyx− xyz + yxz.

Definición 3. Un morfismo de álgebras de Lie g1 y g2 es una transformación lineal

ρ : g1 → g2 tal que ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)] para todo x, y ∈ g1.

Definición 4. i) Un subespacio A de un álgebra de Lie g es una subálgebra de Lie si

[x, y] ∈ A para todo x, y ∈ A.

ii) Una subálgebra A de g es abeliana si [x, y] = 0 para todo x, y ∈ A.

iii) Una subálgebra A de g es un ideal si [x, y] ∈ A para todo x ∈ A e y ∈ g.

iv) A es un ideal propio de g si A 6= {0} y A 6= g.

Ejemplo 5. Dado cualquier espacio vectorial de dimensión finita V , el espacio de endo-

morfismos End(V ) = {T : V → V | T transformación lineal } con el corchete

[T, S] = T ◦ S − S ◦ T

es un álgebra de Lie, la cual denotamos gl(V ) y llamaremos Álgebra de Lie lineal general.
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Proposición 6. Para cualquier K-álgebra el espacio de derivaciones de A

Der(A) = {D : A→ A | D(xy) = D(x)y + xD(y), para todo x, y ∈ A}

es una subálgebra de Lie de End(A).

Demostración. Sean D1, D2 ∈ Der(A) y x, y ∈ A entonces

[D1, D2](xy) =(D1 ◦D2)(xy)− (D2 ◦D1)(xy)

=D1(D2(xy))−D2(D1(xy))

=D1(D2(x)y + xD2(y))−D2(D1(x)y + xD1(y))

=D1(D2(x)y) +D1(xD2(y))−D2(D1(x)y)−D2(xD1(y))

=(D1 ◦D2 −D2 ◦D1)(x)y + x(D1 ◦D2 −D2 ◦D1)(y)

=[D1, D2](x)y − x[D1, D2](y).

Luego [D1, D2] es nuevamente una derivación.

Ejemplo 7. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K. Luego

podemos identificar el álgebra de Lie gl(V ) con el conjunto de matrices de tamaño

n× n sobre K, que denotamos también como gln(K), donde n es la dimensión de V . Las

siguientes álgebras de Lie son subálgebras del álgebra lineal general:

• El álgebra lineal especial sln+1(K) o An, es la subálgebra de gln+1(K) de todos los

endomorfismos o matrices de traza cero.

• El álgebra simpléctica sp2n(K) o Cn definida como sp2n =
{ (

A B
C −At

)
| A,B,C ∈

Mn(C) y B = Bt, C = Ct
}
.

• Las álgebras ortogonales so2n+1(K) y so2n(K) o Bn y Dn, respectivamente. Definidas

como so2n+1 =

{(
A B −Ht

C −At −Gt

G H 0

)
| A,B,C ∈Mn(C), H,G ∈M1×n y B = −Bt, C = −Ct

}
y

so2n =
{(

A B
C −At

)
| A,B,C ∈Mn(C) y B = −Bt, C = −Ct

}
.
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Las álgebras de Lie An, Bn, Cn y Dn son llamadas clásicas. Para mayor información

sobre estas mirar [12]. Una representación gráfica para estos espacios se encuentra en [5].

Este trabajo está basado en ella.

La teoŕıa de álgebras de Lie fue desarrollada principalmente por Wihelm Killing y Élie

Cartan. En 1894 Élie clasificó todas las álgebras de Lie simples de dimensión finita sobre

C (ver [2]) y probó que deben ser isomorfas a alguna de las álgebras clásicas o a una de las

excepcionales, como se enuncia formalmente más adelante en el Teorema 20. Realizando

esta clasificación, Cartan introduce los conceptos de matriz de Cartan, sistema de ráıces,

entre otros, los cuales son de vital importancia para el desarrollo de esta tesis.

Definición 8. i) Un álgebra de Lie es simple si no es abeliana y no contiene ideales

propios no triviales.

ii) Un álgebra de Lie g es semisimple si no contiene ideales abelianos distintos de {0}.

Ejemplo 9. • sl2(C) es un álgebra semisimple y simple.

• El álgebra de Lie ortogonal especial so4(C) es semisimple pero no simple ya que tiene

un ideal que es isomorfo a sl2(C), más concretamente so4(C) = sl2(C)⊕ sl2(C).

El siguiente ejemplo se desarrollará a lo largo del caṕıtulo con el propósito de que el

lector comprenda los conceptos teóricos y los vea aplicados en un álgebra de Lie. Además

se mostrará la forma abstracta como se estudian.

Utilizaremos el álgebra lineal especial sl2(C). Una base para este espacio es

X =

 0 1

0 0

 , H =

 1 0

0 −1

 , Y =

 0 0

1 0

 .

Definición 10. Para cualquier álgebra de Lie g, la representación adjunta ad : g →

End(g) está dada por adx(y) = [x, y], para todo x, y ∈ g.

Definición 11. Una subálgebra h de un álgebra de Lie g es llamada subálgebra de Cartan

si es maximal abeliana.
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La subálgebra de Cartan para sl2(C) es h =


 a1 0

0 a2

 : a1 + a2 = 0

.

Teorema 12. Toda álgebra de Lie g de dimensión finita sobre C posee una subálgebra de

Cartan.

Demostración. La prueba de este teorema se omite en este trabajo debido a su extensión,

el lector interesado en ella puede remitirse a [20].

Definición 13. La forma de Killing en g es la transformacion bilineal 〈·, ·〉 : g× g→ C

dada por 〈x, y〉 = tr(adx ◦ ady) para todo x, y ∈ g, donde ◦ denota el producto en End(g).

La traza del operador adx ◦ ady es independiente de la elección de la base de g. La forma

de Killing tiene las siguientes propiedades:

1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ g (Simétrica).

2) 〈[x, y], z〉 = 〈x, [y, z]〉, ∀x, y, z ∈ g (Invariante bajo acción adjunta).

3) Si g1, g2 son álgebras de Lie y ρ : g1 → g2 es un isomorfismo de álgebras de Lie,

entonces

ρ(〈x, y〉g1) = 〈ρ(x), ρ(y)〉g2.

Para probar la semisimplicidad de un álgebra de Lie directamente de la definición,

habŕıa que probar que ningún ideal es abeliano, lo que puede ser una tarea difićıl. Es por

esto que existe el siguiente teorema.

Teorema 14 (Criterio de Cartan). Sea g un álgebra de Lie entonces g es semisimple si

y sólo si su forma de Killing es no degenerada (el determinante de la matriz asociada es

distinto de cero).

Para calcular la forma de Killing primero debemos hallar las matrices adjuntas para

los elementos de la base.
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adX(H) = [X,H] = −2X, adX(Y ) = [X, Y ] = H,

adX(X) = [X,X] = 0, adY (H) = [Y,H] = 2Y .

El resto de las relaciones se derivan de estas por la propiedad de antisimetŕıa. Con esta

información armamos las matrices adjuntas:

adX =


0 0 0

−2 0 0

0 1 0

 , adH =


2 0 0

0 0 0

0 0 −2

 , adY =


0 −1 0

0 0 2

0 0 0

 .

Ahora hallamos la forma de Killing. No es necesario hallar todas las relaciones ya que por

las propiedades de la forma de Killing sabemos que es simétrica.

〈X,X〉 = 0, 〈H,X〉 = 0, 〈Y,X〉 = 4,

〈H,H〉 = 8, 〈Y,H〉 = 0,

〈Y, Y 〉 = 0.

Por lo tanto la matriz de la forma de Killing es
0 0 4

0 8 0

4 0 0

 .

Como el determinante es distinto de cero se prueba que la forma de Killing es no degene-

rada y por lo tanto sl2(C) es semisimple. Es aqúı donde radica la importancia de la forma

de Killing.

La prueba del teorema 14 se puede ver en [12].

En lo que sigue denotaremos por h∗ el dual de la subálgebra de Cartan, más formal-

mente h∗ = {f : h→ C | f lineal }.

Definición 15. Sea h la subálgebra de Cartan de g. El álgebra g puede descomponerse de

la siguiente manera:

g =
⊕
α∈h∗

gα, donde gα = {x ∈ g : [h, x] = α(h)x, para todo h ∈ h}.

El conjunto
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Φ = {α ∈ h∗ : gα 6= 0}

es el sistema de ráıces de g.

A los elementos α ∈ Φ los llamaremos ráıces y a gα espacio ráız asociado a α.

Sea h ∈ h, las ráıces de sl2(C) son

[h,X] = (a1 − a2)X y [h, Y ] = (a2 − a1)Y ,

luego Φ = {a1 − a2, a2 − a1}.

Definición 16. Dado un sistema de ráıces Φ el grupo W generado por todas las reflexiones

Sα con α ∈ Φ, donde Sα(β) = β − 2
〈α, β〉
〈α, α〉

α, se conoce como el grupo de Weyl asociado a

Φ.

Existe un subconjunto
∏

= {α1, α2, . . . , αn} de Φ llamado ráıces fundamentales o

ráıces simples, tal que
∏

es una base de h∗ y cada ráız α ∈ Φ se puede escribir como

combinación lineal de ráıces en
∏

con coeficientes en Z que son todos no negativos o

todos no positivos. Los enteros

Aij = 2
〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

(1.1)

son llamados los enteros de Cartan y la matriz A = (Aij) es la Matriz de Cartan. Si i = j

entonces Aii = 2. Para cualquier αi, αj ∈
∏

con i 6= j, Sαi
(αj) es una Z-combinación de

αi y αj. Como el coeficiente de αj es 1, el coeficiente asociado a αi en Sαi
(αj) debe ser un

entero negativo. Además Aij = 0 si y sólo si Aji = 0. El ángulo θij entre αi y αj está dado

por la fórmula del coseno

〈αi, αj〉 = 〈αi, αi〉
1
2 〈αj, αj〉

1
2 cos(θij).

Operando en esta ecuación obtenemos

4 cos2(θij) = 2
〈αi, αj〉
〈αi, αi〉

2
〈αi, αj〉
〈αj, αj〉

= AijAji.
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Sea nij = AijAji, claramente nij ∈ Z y nij ≥ 0. Como 0 ≤ cos2(θij) ≤ 1 los únicos valores

posibles para nij son 0, 1, 2 o 3.

Es posible mostrar la información de la matriz de Cartan de una manera gráfica y esto

se hace utilizando los diagramas que definiremos a continuación, llamados diagramas de

Dynkin. Los definiremos mostrando la manera como se construyen.

Definición 17. Un Diagrama de Dynkin ∆ asociado a un álgebra de Lie simple g es

el grafo ∆ con vértices {1, . . . , n} en correspondencia biyectiva con el conjunto de ráıces

fundamentales
∏

de g tal que

1) Los vértices i, j (i 6= j) están unidos por nij = AijAji aristas.

2) A cada par o tŕıo de aristas que unan dos vértices, se coloca un śımbolo de desigual-

dad (<ó>) apuntando hacia la ráız más corta con respecto a la forma de Killing.

3) La forma cuadrática

Q(x1, x2, . . . , xn) = 2
n∑
i=1

xi
2 −

∑
i 6=j

√
nijxixj

asociada al diagrama es definida positiva.

Continuando con el ejemplo del álgebra lineal especial de dimensión 3, podemos decir

que el conjunto de ráıces fundamentales es
∏

= {a1− a2}, lo que resulta en un diagrama

de Dynkin que consta de un único vértice ◦. La forma cuadrática asociada al diagrama

es Q(x1) = 2x2
1 y el grupo de Weyl de sl2 es el grupo simétrico en dos elementos S2.

Es posible recuperar un álgebra de Lie simple g de su diagrama de Dynkin correspon-

diente. Mirar [23] y [19] para ver más detalles sobre esto.

Proposición 18. Sea Φ el sistema de ráıces asociado a un álgebra de Lie simple g y sea

α ∈ Φ una ráız. Para cada xα ∈ gα distinto de cero, existe x−α ∈ gα y hα ∈ h tal que

α(hα) = 2, [xα, x−α] = hα, [hα, xα] = 2xα y [hα, x−α] = 2x−α.

Definición 19. Sea Φ ⊂ h el sistema de ráıces asociado a un álgebra de Lie g.
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1) Para cualquier ráız α ∈ Φ, el elemento de Cartan hα ∈ h dado en el Proposición

18 es llamado corráız asociada a la ráız α. Adicionalmente, Φc = {hα : α ∈ Φ} es

el sistema de corráıces asociado a h y
∏

c = {hα : α ∈
∏
} el sistema de corráıces

fundamental.

2) Los elementos w1, w2, . . . , wn ∈ h∗ dados por las relaciones wi(hj) = δij, para todo

1 ≤ i, j ≤ n, donde hj es la corráız asociada a la ráız fundamental αj, son llamados

pesos fundamentales.

Sean

xα =

 0 1

0 0

 y x−α =

 0 0

1 0


los covectores asociados a las ráıces α = a1−a2 y −α = a2−a1 de sl2(C), respectivamente.

La corráız asociada es

[xα, x−α] =

 1 0

0 −1

 = hα.

El peso fundamental es w1 = a1, ya que

(a1)

 1 0

0 −1

 = 1.

Para terminar este caṕıtulo enunciaremos el teorema de clasificación de álgebras de Lie

simples, que nos permite identificar cualquier álgebra Lie con una de las clásicas o excep-

cionales.

Teorema 20 (Clasificación de álgebras de Lie simples). Sea g un álgebra de Lie de

dimensión finita sobre C, luego g es isomorfa a alguna de las siguientes álgebras

sln(C), so2n+1(C), sp2n(C), so2n(C), E6, E7, E8, F4, G2.

La prueba de este teorema se puede ver en [10]. Las primeras cuatro álgebras de la lista

del teorema anterior son las álgebras de Lie clásicas y en [5] se puede mirar el estudio de

estas por medio de los grafos bipartitos. Las álgebras restantes son llamadas excepcionales

y su definición y estudio se puede encuentrar en [13].
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Caṕıtulo 2

Superálgebras de Lie

En este caṕıtulo mostraremos primero los conceptos básicos de superálgebras, luego

los conceptos básicos de superálgebra de Lie, que en algunos casos son similares o análogos

a los del caṕıtulo anterior debido a que las álgebras y las superálgebras de Lie guardan

una importante relación entre ellas. Seguido de esto, presentamos la superálgebra lineal

general gl(m|n), de la cual emergen el resto de las superálgebras que estudiaremos en los

caṕıtulos siguientes. Para finalizar mostraremos la representación gráfica con la que se

trabajará el resto de la tesis.

2.1. Conceptos básicos de superálgebras

Para poder definir lo que es una superálgebra primero es necesario entender los super-

espacios vectoriales.

Definición 21. Un superespacio vectorial V es un espacio vectorial Z2-graduado, es decir,

un espacio vectorial V sobre un cuerpo K con la siguiente descomposición

V = V0 ⊕ V1.

Definición 22. Sea V un superespacio vectorial. La superdimensión de V se define como

sdimV := dimV0 − dimV1.
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Definición 23. Sea a ∈ V = V0 ⊕ V1, definimos la paridad de a como:

a =

 0, a ∈ V0

1, a ∈ V1

La paridad también se conoce como el grado. Los elementos que pertenecen a V0 son

llamados pares o bosones y los elementos de V1 impares o fermiones. A estos elementos se

les llama homogeneos.

Definición 24. Un subespacio de un superespacio vectorial V = V0⊕V1 es un superespacio

vectorial W = W0⊕W1 ⊆ V con graduaciones compatibles, es decir, Wi ⊂ Vi para i ∈ Z2.

Definición 25. Una superálgebra g, también llamada álgebra Z2-graduada, es un super-

espacio vectorial g = g0 ⊕ g1 dotado con una multiplicación bilineal tal que

gigj ⊂ gi+j, para i, j ∈ Z2.

Definición 26. Un módulo M sobre una superálgebra g siempre se entiende en el sentido

de la Z2-graduación, i.e. M = M0 ⊕M1 tal que giMj ⊆Mi+j, para i, j ∈ Z2.

Las subsuperálgebras y los ideales de una superálgebra g, al igual que los módulos,

se entienden en el sentido de la Z2-graduación. La condición de simplicidad para una

superálgebra es la misma que para un álgebra de Lie.

Definición 27. i) Un homomorfismo ρ de una superálgebra g en una superálgebra g′

es una transformación lineal que respeta la Z2-graduación, esto es, ρ(g0) ⊂ g′0 y

ρ(g1) ⊂ g′1.

ii) Un homomorfismo entre g-módulos M y N es una transformación lineal ρ : M → N

que satisface ρ(am) = aρ(m), con a ∈ g, m ∈M .

Ejemplo 28. Sea A cualquier álgebra. Con la graduación A0 = A, A1 = 0, dotamos

a A con la estructura de superálgebra. Ésta es llamada superálgebra trivial y no tiene

estructura adicional a su estructura algebráica normal.
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Ejemplo 29. Los cuaterniones H toman la estructura de una superálgebra sobre R con

la siguiente graduación, H = (R⊕Rk)⊕ (Ri⊕Rj). Más generalmente, podemos definir el

álgebra generalizada de los cuaterniones

(
a, b

K

)
1 como la K-álgebra de dimensión cuatro

con base {1, u, v, uv}, con multiplicación dada por u2 = a, v2 = b, uv = −uv. Al igual que

con los cuaterniones, a esta álgebra se le puede dar la graduación

(
a, b

K

)
0

= K⊕Kuv y(
a, b

K

)
1

= Ku⊕Kv.

Ejemplo 30. Sea A cualquier álgebra. Fijemos algún α ∈ Z(A) (centro de A), y defina-

mos A[u] como el álgebra A+Au donde u2 = α. La multiplicación en A[u] está dada por

(a0 + a1u)(b0 + b1u) = (a0b0 + αa1b1) + u(a0b1 + b0a1), y A[u] es una superálgebra con

graduación A0 = A y A1 = Au.

2.2. Superálgebras de Lie

Con la anterior sección en mano, podemos definir nuestros espacio de interés: las

Superálgebras de Lie.

Definición 31. Una superálgebra g = g0⊕g1 con una aplicación bilineal [·, ·] : g×g→ g,

que satisface las siguientes propiedades

i) [a, b] = −(−1)ab[b, a], para todo a, b ∈ g (Superantisimetŕıa),

ii) [a, [b, c]] = [[a, b], c]+ (−1)ab[b, [a, c]], para todo a, b, c ∈ g (Superidentidad de Jacobi)

es llamada superálgebra de Lie.

Definición 32. Si para todo a, b ∈ g

ab = (−1)abba

entonces se dice que g es una superálgebra superconmutativa.

1Se generaliza el álgebra para cualquier cuerpo K con elementos a y b [21].
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Ejemplo 33. Una superálgebra asociativa g = g0 ⊕ g1 sobre C adquiere la estructura de

superálgebra de Lie al tomar el supercorchete [·, ·]

[a, b] = ab− (−1)abba

para dos elementos a, b ∈ g.

Este corchete es de vital importancia en el desarrollo del trabajo ya que es el conmu-

tador que le da estructura de superálgebra de Lie a los espacios que se estudian en los

caṕıtulos 3, 4, 5 y 6.

Las superálgebras de Lie son usualmente llamadas álgebras de Lie Z2-graduadas. Cabe

resaltar que g0 es un álgebra de Lie mientras que g1 no es un álgebra. Por lo tanto si g1 = 0,

g es un álgebra de Lie. Por otro lado, si g0 = 0, la superálgebra tiene que ser abeliana

([g, g] = 0) por la condicion de superantisimetŕıa.

Definición 34. Para cualquier superálgebra de Lie g la representación adjunta

ad : g→ End(g) está dada por

adx(y) = [x, y], para todo x, y ∈ g.

Nota 35. A una superálgebra de Lie g = g0 ⊕ g1 le podemos asociar la siguiente infor-

mación

• Un álgebra de Lie g0.

• Un g0-módulo g1 inducido por la acción adjunta.

Definición 36. Una representación ρ de g en g′ es completamente reducible si para cada

subespacio invariante, existe un subespacio complementario que a la vez es invariante.

Definición 37. Una superálgebra de Lie simple g = g0⊕g1 es clásica si la respresentación

de g0 sobre g1 es completamente reducible.

Definición 38. Sea g = g0⊕g1 una superálgebra de Lie clásica. Una subálgebra h es una

subálgebra de Cartan para g si es una subálgebra de Cartan para g0.
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Definición 39. Sea g = g0 ⊕ g1 una superálgebra de Lie clásica con dimensión n y sea

h la subálgebra de Cartan de g. La superálgebra g puede descomponerse de la siguiente

manera:

g =
⊕
α∈h∗

gα, donde gα = {x ∈ g : [h, x] = α(h)x, para todo h ∈ h}.

El conjunto

Φ = {α ∈ h∗ : gα 6= 0}

es el sistema de ráıces de g.

Definición 40. Sea
∏

= {α1, . . . αn} ⊂ Φ sea un sistema de ráıces.
∏

es simple o

fundamental si existen vectores ei ∈ gαi
y fi ∈ g−αi

tal que

1) [ei, fj] = δijhi ⊂ h.

2) Los vectores ei y fi generan g y
∏

es el mı́nimo conjunto con estas propiedades.

El sistema de ráıces se divide en una parte par y una impar (Φ = Φ0∪Φ1). El conjunto

de ráıces pares se denotará Φ0 y el conjunto de las ráıces impares Φ1. Una ráız α es par

si gα ∩ g0 6= 0. Análogamente, una ráız es impar si gα ∩ g1 6= 0.

Definición 41. Sea Φ un sistema de ráıces para g. Para todo α existe un elemento hα ∈ h

tal que

[xα, x−α] = hα.

El conjunto

Φc = {hα : α ∈ Φ}

se llama sistema de corráıces asociado a g.

Definición 42. La matriz de Cartan A asociada a una superálgebra de Lie g está dada

por

A = Aij = αj(hi), (2.1)

donde αi es la i-ésima ráız fundamental y hi es la correspondiente corráız asociada.
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Definición 43. El diagrama de Dynkin asociado a una superálgebra de Lie simple g es

un grafo ∆ con vértices {1, . . . , n}, con correspondencia biyectiva con el conjunto
∏

de

ráıces fundamentales de g tal que

1) Los vértices de ∆ pueden ser ©,
⊗

y llamados, blancos, grises y negros respec-

tivamente. A cada ráız fundamental par se le asocia un vértice blanco, a cada ráız

fundamental impar con longitud distinta de cero (Aii 6= 0) un vértice negro y a cada

ráız impar de longitud cero (Aii = 0) uno gris.

2) Los i-ésimos y j-ésimos vértices se unirán por nij aristas, donde

nij = máx(| Aij |, | Aji |).

3) Se agrega una flecha en las aristas que conecta el vértice i-ésimo con el j-ésimo

cuando nij > 1 y | Aij |6=| Aji |, apuntando de j a i si | Aij |> 1.

Las superálgebras de Lie finitas fueron clasificadas por Victor G. Kac [15] en 1977.

Existe un teorema análogo al teorema de clasificación de álgebras de Lie presentado en el

caṕıtulo pasado, pero ahora para superálgebras y lo enunciamos a continuación,

Teorema 44. Una superálgebra de Lie clásica es isomorfa a una de las álgebras de

Lie simples An, Bn, . . . , E8, o a una de las superálgebras A(m,n), B(m,n), C(n), D(m,n),

D(2, 1;α), F (4), G(3), P (n) o Qn.

La prueba de este teorema se encuentra en [15].

En los caṕıtulos siguientes de este trabajo se trabajará con las superálgebras A(m,n),

B(m,n), C(n), D(m,n). Para el lector interesado en conocer las definiciones y estudio de

las superálgebras D(2, 1;α), F (4), G(3), P (n) y Qn ver [4].

2.3. Superálgebra Lineal General

Las superálgebras de Lie clásicas se pueden respresentar como matrices de la siguiente

manera. Sea V el espacio vectorial Z2-graduado V = V0⊕V1 con dimV0 = m y dimV1 = n.

Luego el álgebra EndV adquiere naturalmente estructura de superálgebra por
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EndV = End0V ⊕ End1V , donde EndiV = {φ ∈ EndV : φ(Vj) ⊂ Vi+j}

La superálgebra de Lie gl(m|n) se define como la superálgebra EndV con el corchete

anteriormente mencionado en el ejemplo 33. El álgebra gl(m|n) está generada por las

matrices de la forma

M =

 A B

C D

,

donde A y D son matrices gl(m) y gl(n) respectivamente y B y C son matrices rectan-

gulares de m× n y n×m respectivamente.

Las matrices con elementos pares tiene la forma ( A 0
0 D ) y las matrices impares la forma

( 0 B
C 0 ).

En particular, gl(V )0
∼= gl(m) ⊕ gl(n) y gl(V )1, como gl(V )0-módulo, es isomorfo a

(Cm ⊗ Cn∗)⊕ (Cm∗ ⊗ Cn), donde Cn∗ denota el espacio dual de Cn.

Definición 45. Sea M ∈ gl(m|n). Definimos la supertraza como:

str(M) = tr(A)− tr(D).

donde tr(x) se refiere a la traza de la matriz cuadrada x.

Se puede probar que str([g, k]) = 0 para g, k ∈ gl(m|n) (ver [9]). Por lo tanto el

subespacio

sl(m|n) := {M ∈ gl(m|n) : str(M) = 0},

es una subálgebra de gl(m|n) y se llama Superálgebra de Lie lineal especial.

Ejemplo 46. Tomemos la superálgebra gl(1|1) y consideremos la siguiente base compuesta

por matrices elementales

e =

 0 1

0 0

 , f =

 0 0

1 0

 , E0,1 =

 1 0

0 0

 , E1,1 =

 0 0

0 1

 .

Sea h = E0,1 + E1,1 = Id1|1. Luego h es central, [e, f ] = h, y sl(1|1) tiene por base el

conjunto {e, f, h}.

23



Definición 47. Una representación lineal ρ de una superálgebra de Lie g = g0⊕ g1 en V

es un homomorfismo ρ : g→ gl(V ).

Definición 48. La transformación ad : g→ gl(g) dada por adg(a) = [g, a] es una respre-

sentación lineal de g llamada la representación adjunta.

Definición 49. La forma de Killing en una superálgebra de Lie g es una forma bilineal

dada por 〈M,L〉 = str(adM ◦ adL), para M,L ∈ g. Tiene las siguientes propiedades:

1) 〈M,L〉 = 0, para M ∈ g0, L ∈ g1.

2) 〈M,L〉 = (−1)ML 〈L,M〉, para M,L ∈ g.

3) 〈[M,L], N〉 = 〈M, [L,N ]〉, para M,L,N ∈ g.

Proposición 50. Sea g una superálgebra de Lie. Para cualquier x, y ∈ h ⊂ g se tiene lo

siguiente

〈x, y〉 =
∑
α∈Φ0

α(x)α(y)−
∑
α∈Φ1

α(x)α(y).

Demostración. La idea de la prueba es tomar una base de auto vectores {zα} para el

álgebra de Lie g. Con estos elementos tenemos [y, zα] = α(y)zα para todo y ∈ g. Como

ad(x)◦ad(y)(zα)=ad(x)[y, zα] = α(y)ad(x)zα = α(y)[x, zα] = α(x)α(y)zα

entonces

str(ad(x)◦ad(y))=
∑
α∈Φ0

α(x)α(y)−
∑
α∈Φ1

α(x)α(y).

2.4. Representación gráfica de las Superálgebras de

Lie clásicas

En la presente sección diremos que [n] = {1, 2, · · ·n} con n ∈ N. La respresentación

gráfica de estas superálgebras se realizará por medio de grafos dirigido bipartitos. Deno-

taremos por Digraph1(m|n) el superespacio vectorial generado por los grafos dirigidos
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bipartitos con un único vértice de inicio en el conjunto [m+n] y un único vértice final en

el conjunto [m+ n]. Gráficamente tiene la siguiente forma:

Digraph1(m|n) =

〈
i

j

, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

〉
,

donde el śımbolo

i

j

denota el grafo con vértice de inicio en i y vértice final j. El producto de estos grafos se

define como

i

j

·
k

l

=

 i

l

=
i

l

, si j = k

0, en otro caso.

La traza en Digraph1(m|n) se define como el funcional lineal tr : Digraph1(m|n) → C

dado por

tr

(
i

i
)

= 1 y tr

(
i

j
)

= 0.

Existen dos tipos de grafos, los bosónicos y los fermiónicos. Se dice que un grafo es

bosónico cuando la flecha no cruza la ĺınea vertical, en otro caso es fermiónico, como se

ilustra en la siguiente página.
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Grafos bosónicos

i

j

o
i

j

.

Grafos fermiónicos

i

j

o
i

j

.

El álgebra Digraph1(m|n) es isomorfa a End(Cm|n) a través de la siguiente aplicación

Digraph1(m|n) ∼= gl(Cm|n)

i

j

7−→ Eij.

Donde Eij es la matriz cuadrada de tamaño (m + n) × (m + n) con un uno en la fila i,

columna j y en el resto ceros:

j

↓

Eij =



0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
... 0

0 · · · 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0


← i
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Caṕıtulo 3

Superálgebra lineal especial sl(m|n)

En este caṕıtulo realizamos el estudio de sl(m|n). Comenzamos enunciando el caso

particular cuando m = n, luego desarrollamos un caso sencillo de esta superálgebra con

m = 2 y n = 1 para luego śı realizar el caso general.

La superálgebra unitaria A(m− 1, n− 1) = sl(m|n) se define como la superálgebra de

matrices M ∈ gl(m|n) que satisface la condición de que la supertraza sea cero, es decir

sl(m|n) = {M ∈ gl(m|n) : str(M) = 0}.

Si m = n entonces sl(n|n) contiene un ideal I de una dimensión generado por la identidad

In|n, el cual es un ideal no trivial y en consecuencia la superálgebra no es simple. Sin

embargo al hacer el cociente de la superálgebra por este ideal, la volvemos simple y de

esta manera podemos dar la siguiente definición

A(m− 1, n− 1) =

sl(m|n) si m 6= n,m, n ≥ 1

psl(n|n) := sl(n|n)/I si m = n, n > 1

Cuando n = 1, sl(1|1) no es simple.

Para ver un estudio más detallado de este caso particular remitirse a [1].

A continuación se realizará el estudio utilizando grafos dirigidos para el álgebra

A(m− 1, n− 1). Para fijar las ideas del trabajo comenzaremos exponiendo el estudio de

un caso simple de este espacio.
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3.1. Superálgebra lineal especial sl(2|1)

Tomamos m = 2 y n = 1, luego

sl(2|1) = {M ∈ gl(2|1) : str(M) = 0}.

la matriz M = ( A B
C D ) es una matriz cuadrada de 3× 3, donde A es una matriz de 2× 2,

B es una matriz de 2× 1, C es de 1× 2 y D tiene un sólo elemento.

3.1.1. Base para sl(2|1)

Generadores bosónicos (diagonales):

1

1

+
3

3

,
2

2

+
3

3

Generadores bosónicos (no diagonales):

1

2

,
2

1

Generadores fermiónicos:

1

3

,
2

3

,
3

1

,
3

2

por lo tanto el conjunto de generadores para sl(2|1) es

sl(2|1) =

〈
1

1

+
3

3

,
2

2

+
3

3

,
1

2

,
2

1

,

1

3

,
2

3

,
3

1

,
3

2 〉
⊂ Digraph1(2|1)

Ahora miraremos la subálgebra de Cartan.
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3.1.2. Subálgebra de Cartan

Para este espacio la subálgebra de Cartan es

h =

{
a1

1

1

+ a2

2

2

+ b1

3

3

: a1 + a2 = b1

}
.

El espacio dual es h∗ = 〈a1, a2, b1〉/{a1 + a2 = b1}, donde

ai

(
j

j )
= δij.

Utilizamos esta subálgebra para hallar el sistema de ráıces asociado a la parte par y a

la impar.

3.1.3. Sistema de ráıces

Sea h = a1

1

1

+ a2

2

2

+ b1

3

3

un elemento de la subálgebra de Cartan.

Aplicamos el supercorchete de este elemento con cada uno de los elementos de la base

para aśı hallar las ráıces, i.e,

[h, xα] = α(h)︸︷︷︸
raiz

xα.

Parte bosónica:[
h,

1

1

+
3

3 ]
= a1

1

1

+ b1

3

3

− a1

1

1

− b1

3

3

= 0.

Nota 51. Cuando se hace el supercorchete entre elementos de la base que generen la

diagonal y elementos de la subálgebra de Cartan, el resultado es cero ya que este elemento

hace parte de la subálgebra de Cartan la cual tiene como propiedad principal la abelianidad.[
h,

2

2

+
3

3 ]
= 0,

[
h,

1

2 ]
= a1

1

2

− a2

1

2

= (a1 − a2)
1

2

,
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[
h,

2

1 ]
= a2

2

1

− a1

2

1

= (a2 − a1)
2

1

.

Parte fermiónica:[
h,

1

3 ]
= a1

1

3

− b1

1

3

= (a1 − b1)
1

3

,

[
h,

2

3 ]
= a2

2

3

− b1

2

3

= (a2 − b1)
2

3

,

[
h,

3

1 ]
= b1

3

1

− a1

3

1

= (b1 − a1)
3

1

,

[
h,

3

2 ]
= b1

3

2

− a2

3

2

= (b1 − a2)
3

2

.

Entonces el sistema de ráıces está dado por

Φ0 = {±(a1 − a2)}, Φ1 = {±(a1 − b1),±(a2 − b1)},

Φ = {±(a1 − a2),±(a1 − b1),±(a2 − b1)}.

Las ráıces fundamentales del sistema son:

∏
0 = {a1 − a2},

∏
1 = {b1 − a1, b1 − a2},

∏
= {b1 − a1, a1 − a2}.

3.1.4. Sistema de corráıces

Sean xα y x−α los covectores asociados a las ráıces α y −α de sl(2|1), respectivamente.

Un vector hα ∈ h es una corráız asociada a la ráız α ∈ h∗ si hα = [xα, x−α]. De esta forma

calculamos las corráıces asociadas a las ráıces del sistema.
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Definimos hi como

hi =
i

i

.

1) Corráız asociada a α1 = a1 − a2:

[xα1 , x−α1 ] =

[
1

2

,
2

1 ]
=

1

1

−
2

2

= h1 − h2.

2) Corráız asociada a α2 = b1 − a1:

[xα2 , x−α2 ] =

[
3

1

,
1

3 ]
=

3

3

+
1

1

= h3 + h1.

3) Corráız asociada a α3 = b1 − a2:

[xα3 , x−α3 ] =

[
3

2

,
2

3 ]
=

3

3

+
2

2

= h3 + h2.

Por lo tanto el sistema de corráıces del sistema es

Φc = {h1 − h2, h3 + h1, h3 + h2}

y el sistema de corráıces funcamentales es∏
c = {h3 + h1, h1 − h2}.

3.1.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

La matriz de Cartan depende de la elección del sistema de ráıces fundamentales, por

lo que pueden existir varias matrices de Cartan. Sin embargo sólo existe un diagrama

de Dynkin asociado a cada matriz. Para el sistema de ráıces fundamentales escogido la

matriz y el diagrama son los siguientes

M =

 0 1

−1 2


y su diagrama de Dynkin asociado

⊗
©
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3.2. Superálgebra lineal especial sl(m|n)

Ahora realizaremos el estudio de esta superálgebra para el caso general. Recordando

del caṕıtulo anterior

A(m− 1, n− 1) := sl(m|n) = {M ∈ gl(m|n) : str(M) = 0}.

3.2.1. Conjunto de generadores sl(m|n)

Al igual que en el ejemplo anterior, estos generadores se dividen en bosónicos y fer-

miónicos.

Generadores bosónicos (diagonales):{
p

p

+
m+q

m+q

, 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ q ≤ n

}
.

Generadores bosónicos (no diagonales):{
i

j

,
m+k

m+l

, 1 ≤ i 6= j ≤ m, 1 ≤ k 6= l ≤ n

}
.

Generadores fermiónicos:{
i

m+k

,
m+k

i

, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n

}
por lo tanto el conjunto de generadores para sl(m|n) es

sl(m|n) =

〈
p

p

+
m+q

m+q

,
i

j

,
m+k

m+l

,
i

m+k

,
m+k

i 〉
donde 1 ≤ i, j, p ≤ m, 1 ≤ k, l, q ≤ n con i 6= j y k 6= l.

3.2.2. Subálgebra de Cartan

h =

〈
p

p

+
m+q

m+q

, 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ q ≤ n

〉
.
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3.2.3. Sistema de ráıces

Sea h ∈ h

h =
m∑
p=1

ap
p

p

+
n∑
q=1

bq
m+q

m+q

, donde
m∑
p=1

ap −
n∑
q=1

bq = 0.

El sistema de ráıces se obtiene como:[
h,

i

j ]
= (ai − aj)

i

j

,

[
h,

m+k

m+l ]
= (bk − bl)

m+k

m+l

,

[
h,

i

m+k ]
= (ai − bk)

i

m+k

,

[
h,

m+k

i ]
= (bk − ai)

m+k

i

.

Por lo tanto el conjunto de ráıces de sl(m|n) es

Φ0 = {ai − aj, bk − bl, i 6= j, k 6= l}, Φ1 = {ai − bk, bk − ai},

Φ = {ai − aj, bk − bl, ai − bk, bk − ai}.

y las ráıces fundamentales son

α1 = b1 − b2, α2 = b2 − b3 . . . , αn−1 = bn−1 − bn, αn = bn − a1,

αn+1 = a1 − a2, . . . , αm+n−1 = am−1 − am,∏
= {α1, α2, · · · , αm+n−1}.

3.2.4. Sistema de corráıces

Antes de hallar las corráıces definimos

hi =
i

i

, gk =
m+k

m+k

.
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El sistema de corráıces para sl(m|n) es

1) Corráız asociada a ai − aj:

[
i

j

,
j

i ]
=

i

i

−
j

j

= hi − hj.

2) Corráız asociada a bk − bl:

[
m+k

m+l

,
m+l

m+k ]
=

m+k

m+k

−
m+l

m+l

= gk − gl.

3) Corráız asociada a ai − bk:

[
i

m+k

,
m+k

i ]
=

i

i

+
m+k

m+k

= hi − gk.

Luego

Φc = {±(hi − hj),±(gk − gl), hi + gk}

y las corráıces fundamentales son

∏
c = {g1 − g2, g2 − g3, . . . , gn + h1, h1 − h2, . . . , hm−1 − hm}.

3.2.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

Utilizando la ecuación (2.1) se puede probar que la matriz de Cartan de sl(m|n) es
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

2 −1 0 · · · 0 0 0 · · · · · · 0

−1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

. . .
...

0 0 −1 2 −1
. . . 0

0
. . . −1 0 1

. . . 0

0
. . . −1 2 −1 0 0

...
. . . −1

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . 0
. . . . . . . . . −1

0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0 −1 2



.

El diagrama de Dynkin es

A(m− 1, n− 1), © © ©
⊗

© © © .
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Caṕıtulo 4

Superálgebra de Lie Ortosimpléctica

impar osp(2m + 1|2n) = B(m,n)

Para g = osp(m|n) tenemos que g0 = so(m) ⊕ sp(n), que es la suma directa entre

el algebra de Lie ortogonal y el álgebra de Lie simpléctica, de aqúı toma el nombre de

ortosimpléctica.

En las álgebras de Lie existen diferencias importantes en la estructura de las álgebras

ortogonales dependiendo de si es par o impar. Con las superálgebras pasa algo similar y

es por esto que la superálgebras ortosimplécticas se dividen en tres familias:

• La superálgebra B(m,n) = osp(2m+ 1|2n) definida para m ≥ 0, n ≥ 1 con dimen-

sión 2(m+ n)2 +m+ 3n.

• La superálgebra C(n+ 1) = osp(2|2n) para n ≥ 1 con dimensión 2n2 + 5n+ 1.

• La superálgebra D(m,n) = osp(2m|2n) definida para m ≥ 2, n ≥ 1 con dimensión

2(m+ n)2 −m+ n.

En este caṕıtulo estudiaremos la primera estructura mencionada. Esta superálgebra

también es conocida como superálgebra de Lie orto-simpléctica impar y se define por

osp(2m+ 1|2n) = {X : X tS + SX = 0},
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donde

S =



0 Im 0

Im 0 0

0 0 1

0 In

−In 0


∈M2m+1+2n(C).

Luego osp(2m+ 1|2n) está compuesto por las matrices de la forma





A B U X X1

C −At V Y Y1

−V t −U t 0 Z Z1

Y t
1 X t

1 Zt
1 D E

−Y t −X t −Zt F −Dt


:

B,C ∈Mm×m(C), B = −Bt, C = −Ct,

E, F ∈Mn×n(C), E = Et, F = F t,

U, V ∈Mm×1(C),

X, Y,X1, Y1 ∈Mm×n(C),

Z, Z1 ∈M1×n(C).


.

Las matrices A y D son matrices cualquiera de tamaño m×m y n× n, respectivamente.

4.1. Conjunto de generadores osp(2m + 1|2n)

Podemos observar que si n = 0 entonces la superálgebra orto-simpléctica

osp(2m+ 1|2n) es igual al álgebra de Lie ortogonal impar so2m+1(C) y si m = 0 se tiene

un caso especial, el cual analizaremos al final del caṕıtulo. De esto podemos concluir que

la submatriz de los elementos de osp(2m+ 1|2n) compuesta por las matrices A,B,C, U y

V , tiene la misma forma que las matrices del álgebra de Lie so2m+1(C). Sin embargo los

generadores en este caso se escribirán con los grafos introducidos en este trabajo. Estos

generadores son{
i

i

−
m+i

m+i

,
i

m+j

−
j

m+i

,
m+i

j

−
m+j

i

,
i

j

−
m+j

m+i

,

j

i

−
m+i

m+j

,
i

2m+1

−
2m+1

m+i

,
m+i

2m+1

−
2m+1

i

, 1 ≤ i < j ≤ m

}
.
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Igualmente sucede con la submatriz de los elementos de osp(2m + 1|2n) compuesta por

las matrices D,E y F , pero ahora generados por el álgebra de Lie simpléctica sp2n(C).

Como los generadores son conocidos, sólo basta con reescribirlos en los nuevos grafos,{
2m+1+k

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1+n+k

,
2m+1+k

2m+1+n+l

+
2m+1+l

2m+1+n+k

,
2m+1+n+k

2m+1+l

+
2m+1+n+l

2m+1+k

,

2m+1+k

2m+1+l

−
2m+1+n+l

2m+1+n+k

,
2m+1+l

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1+n+l

,
2m+1+k

2m+1+n+k

,
2m+1+n+k

2m+1+k }
,

con 1 ≤ k < l ≤ n.

De esta manera sólo nos resta encontrar los generadores fermiónicos. Sea F el conjunto

de los generadores

F =

{
i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

m+i

,
2m+1

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1

,
i

2m+1+n+k

−
2m+1+k

2m+1

,

i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

m+i

,
m+i

2m+1+n+k

+
2m+1+n+k

i

,
2m+1

2m+1+n+k

+
2m+1+k

2m+1 }
,

con 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ k ≤ n.

Por lo tanto osp(2m+ 1|2n) como subespacio de Digraph1(2m+ 1|2n) está generado

por

osp(2m+ 1|2n) = 〈graphs(so2m+1(C)),graphs(sp2m(C)),graphs(F )〉.

4.2. Subálgebra de Cartan

Tomamos como subálgebra de Cartan el siguientes subespacio

h =

〈
p

p

−
m+p

m+p

,
2m+1+q

2m+1+q

−
2m+1+n+q

2m+1+n+q

, 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ q ≤ n

〉
.

4.3. Sistema de ráıces

Sea h ∈ h definida por
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h =
m∑
p=1

ap

(
p

p

−
m+p

m+p )
+

n∑
q=1

bq

(
2m+1+q

2m+1+q

−
2m+1+n+q

2m+1+n+q )
Calculamos las ráıces positivas[

h,
i

j

−
m+j

m+i ]
= (ai − aj)

(
i

j

−
m+j

m+i )
,

[
h,

i

m+j

−
j

m+i ]
= (ai + aj)

(
i

m+j

−
j

m+i )
,

[
h,

i

2m+1

−
2m+1

m+i ]
= ai

(
i

2m+1

−
2m+1

m+i )
,

[
h,

2m+1+k

2m+1+l

−
2m+1+k

2m+1+l ]
= (bk − bl)

(
2m+1+k

2m+1+l

−
2m+1+k

2m+1+l )
,

[
h,

2m+1+k

2m+1+n+l

+
2m+1+l

2m+1+n+k ]
= (bk + bl)

(
2m+1+k

2m+1+n+l

+
2m+1+l

2m+1+n+k )
,

[
h,

2m+1+k

2m+1+n+k ]
= 2bk

(
2m+1+k

2m+1+n+k )
.

Consideremos la transformación lineal

T : Digraph1(2m+ 1|2n) −→ Digraph1(2m+ 1|2n)

que env́ıa cada grafo en su opuesto. Esta transformación es un antimorfismo, i.e,

T (ab) = T (b)T (a), para todo a, b ∈ Digraph1(2m+ 1|2n). Por ejemplo,

T :
i

m+j

−→
m+j

i

.

Utilizando esta transformación se hallan las ráıces negativas.

En conclusión el conjunto de ráıces pares de osp(2m+ 1|2n) es

Φ0 = {±ai ± aj,±ai,±bk ± bl,±2bk, 1 ≤ i 6= j ≤ m, 1 ≤ k 6= l ≤ n}.

Nota 52. Podemos observar que la parte par del sistema de ráıces es igual a la suma

directa del sistema de ráıces del álgebra de Lie so2m+1(C) y sp2n(C), esto es
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Φ0 = Φso2m+1(C) ⊕ Φsp2n(C).

Ahora hallamos el conjunto de ráıces impares de la siguiente manera[
h,

i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

m+i ]
= (ai − bk)

(
i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

m+i )
,

[
h,

m+i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

i ]
= (−ai − bk)

(
m+i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

i )
,

[
h,

2m+1

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1 ]
= (−bk)

(
2m+1

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1 )
,

[
h,

i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

m+i ]
= (ai + bk)

(
i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

m+i )
,

[
h,

m+i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

i ]
= (−ai + bk)

(
m+i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

i )
,

[
h,

2m+1

2m+1+n+k

+
2m+1+k

2m+1 ]
= (bk)

(
2m+1

2m+1+n+k

+
2m+1+k

2m+1 )
.

Por lo tanto el sistema de ráıces impares es

Φ1 = {±ai ± bk,±bk, 1 ≤ i 6= j ≤ m, 1 ≤ k 6= l ≤ n}

y el sistema de ráıces fundamentales es∏
= {b1 − b2, b2 − b3, . . . , bn − a1, a1 − a2, . . . , am−1 − am, am}.

4.4. Sistema de corráıces

Para esta sección utilizaremos la siguiente notación

hi =
i

i

−
m+i

m+i

,

gk =
2m+1+k

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1+n+k

.

Tomamos todas las ráıces de Φ0 y calculamos sus corráıces correspondientes.
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1) Corráız asociada a la ráız ai − aj:[
i

j

−
m+j

m+i

,
j

i

−
m+i

m+j
]

= hi − hj.

2) Corráız asociada a ai + aj:[
i

m+j

−
j

m+i

,
m+i

j

−
m+j

i
]

= −hi − hj.

como (ai + aj)(−hi − hj) = −2 entonces la corráız asociada a ai + aj es hi + hj.

3) Corráız asociada a ai:[
i

2m+1

−
2m+1

m+i

,
m+i

2m+1

−
2m+1

m+i
]

= −hi

la corráız asociada a esta ráız es 2hi ya que ai(2hi) = 2.

4) Corráız asociada a bk − bl:[
2m+1+k

2m+1+l

−
2m+1+n+l

2m+1+n+k

,
2m+1+l

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1+n+l
]

= gk − gl.

5) Corráız asociada a bk + bl:[
2m+1+k

2m+1+n+l

−
2m+1+l

2m+1+n+k

,
2m+1+n+k

2m+1+l

−
2m+1+n+l

2m+1+k
]

= gk + gl.

6) Corráız asociada a 2bk: [
2m+1+k

2m+1+n+k

,
2m+1+n+k

2m+1+k
]

= gk.

Luego, el conjunto obtenido es

Φ0
c = {±hi ± hj,±2hi,±gk ± gl,±gk}.
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Nota 53. Sea Φc
0 ⊂ Φc el conjunto de todas las corráıces de osp(2m+1|2n) que provienen

de Φ0. Entonces podemos observar que

Φc
0 = Φc

so2m+1(C) ⊕ Φc
so2n(C).

Ahora calculamos las corráıces que provienen de Φ1, i.e. Φc
1:

1) Corráız asociada a ai − bk:[
i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

m+i

,
m+i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

i
]

= hi + gk.

2) Corráız asociada a ai + bk:[
i

2m+1+n+k

+
2m+1+k

m+i

,
m+i

2m+1+k

−
2m+1+n+k

i
]

= −hi + gk.

3) Corráız asociada a bk:[
2m+1

2m+1+n+k

+
2m+1+k

2m+1

,
2m+1

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1
]

= gk

la corráız asociada a esta ráız es 2gk ya que bk(2gk) = 2.

Concluimos que

Φc = {±hi ± hj,±2hi,±gk ± gl,±gk,±hi ± gk,±2gk1 ≤ i < j ≤ m, 1 ≤ k < l ≤ n}

es el sistema de corráıces de osp(2m + 1|2n), y el conjunto de ráıces fundamentales es∏
c = {g1 − g2, g2 − g3, . . . , gn + h1, h1 − h2, . . . , hm−1 − hm, 2hm}.

4.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

Utilizando la ecuación (2.1) se puede verificar que la matriz de Cartan es
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

2 −1 0 · · · 0 0 0 · · · · · · 0

−1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

. . .
...

0 0 −1 2 −1
. . . 0

0
. . . −1 0 1

. . . 0

0
. . . −1 2 −1 0 0

...
. . . −1

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . 0
. . . . . . . . . −1

0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0 −2 2



.

El diagrama de Dynkin es

B(m,n),m > 0 © © ©
⊗

© © 〉 © .

Se debe tener en cuenta el caso particular que se da cuando m = 0. El álgebra obtenida es

B(0, n), la cual es esencialmente la misma que el álgebra de Lie ortogonal especial impar

Bn (ver [12]). El sistema de ráıces es

Φ0 = {±bk ± bl,±2bk, 1 ≤ i 6= j ≤ n}, Φ1 = {±bk, 1 ≤ k ≤ n},

Φ = {±bk ± bl,±2bk,±bk, 1 ≤ i 6= j ≤ n}

y el sistema de ráıces simples es∏
= {b1 − b2, b2 − b3, . . . , bn−1 − bn, bn},

lo que nos da una matriz de Cartan

A =



2 −1 0 0

−1
. . . . . . . . .

...

0
. . . −1 0
. . . −1 2 −1

0 · · · 0 −2 2


.
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y su diagrama de Dynkin asociado es

B(0, n), © © 〉 .

Para obtener más informacion sobre este caso particular revisar [7] .
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Caṕıtulo 5

Superálgebra de Lie Ortosimpléctica

par osp(2m|2n) = D(m,n)

Esta superálgebra también es conocida como superálgebra de Lie ortosimpléctica impar

y se define por

osp(2m|2n) = {X : X tS + SX = 0},

donde

S =


0 Im

Im 0

0 In

−In 0

 ∈M2m+2n(C).

Lo que es equivalente al conjunto de las matrices formadas por


A B X X t

1

C −At Y Y t
1

Y t
1 X t

1 D E

−Y t −X t F −Dt

 :

A,B,C ∈Mm×m(C), B = −Bt, C = −Ct,

D,E, F ∈Mn×n(C), E = Et, F = F t,

X, Y,X1, Y1 ∈Mm×n(C).


.
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5.1. Conjunto de generadores osp(2m|2n)

Podemos observar que si n = 0 entonces la superálgebra ortosimpléctica osp(2m|2n)

es igual al álgebra de Lie ortogonal par so2m(C) y si m = 0 es igual al álgebra de Lie

simpléctica sp2n(C). Al igual que en el caṕıtulo anterior podemos concluir que la subma-

triz de los elementos de osp(2m|2n) compuesta por las matrices A,B,C, U, V , tienen la

misma forma que los elementos del álgebra de Lie so2m+1(C). Igualmente sucede con la

submatriz de los elementos de osp(2m|2n) compuesta por las matrices D,E y F , pero

ahora generados por el álgebra de Lie sp2n(C).

Aśı, sólo nos resta encontrar los generadores fermiónicos. Sea F el conjunto de éstos

F ={
i

2m+k

−
2m+n+k

m+i

,
m+i

2m+k

−
2m+n+k

i

,
i

2m+n+k

+
2m+k

m+i

,
m+i

2m+n+k

+
2m+k

i }
,

con 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ k ≤ n.

Por lo tanto osp(2m|2n), como subespacio de Digraph1(2m|2n), está generado por

osp(2m|2n) = 〈graphs(so2m(C)),graphs(sp2m(C)), F 〉.

5.2. Subálgebra de Cartan

La subálgebra de Cartan está generado por los mismos elementos que la subálgebra

de Cartan de osp(2m+ 1|2n)

h =

〈
p

p

−
m+p

m+p

,
2m+q

2m+q

−
2m+n+q

2m+n+q

, 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ q ≤ n

〉
.

5.3. Sistema de ráıces

Sea h ∈ h dada por

h =
m∑
p=1

ap

(
p

p

−
m+p

m+p )
+

n∑
q=1

bq

(
2m+q

2m+q

−
2m+n+q

2m+n+q )
.
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Para calcular las ráıces podemos tomar como referencia la Nota 52 del caṕıtulo anterior

y adaptarla para la nueva superálgebra, teniendo en cuenta que los cálculos y por tanto

los resultados son análogos.

Sea Φ = Φ0 ∪ Φ1 un sistema de ráıces asociado a osp(2m|2n), entonces el sistema de

ráıces par es igual a la suma directa del sistema de ráıces del álgebra de Lie so2m(C) y

sp2n(C) esto es

Φ0 = Φso2m(C) ⊕ Φsp2n(C).

Calculamos Φ1[
h,

i

2m+k

−
2m+n+k

m+i ]
= (ai − bk)

(
i

2m+k

−
2m+n+k

m+i )
,

[
h,

m+i

2m+k

−
2m+n+k

i ]
= (−ai − bk)

(
m+i

2m+k

−
2m+n+k

i )
,

[
h,

i

2m+n+k

+
2m+k

m+i ]
= (ai + bk)

(
i

2m+n+k

+
2m+k

m+i )
,

[
h,

m+i

2m+n+k

+
2m+k

i ]
= (−ai + bk)

(
m+i

2m+n+k

+
2m+k

i )
.

Por lo tanto el sistema de ráıces es

Φ0 = {±ai ± aj,±bk ± bl,±2bk, 1 ≤ i 6= j ≤ m, 1 ≤ k 6= l ≤ n}, Φ1 = {±ai ± bk},

Φ = {±ai ± aj,±bk ± bl,±2bk,±ai ± bk, 1 ≤ i 6= j ≤ m, 1 ≤ k 6= l ≤ n}.

y el sistema de ráıces simples es

∏
= {b1 − b2, . . . , bn − a1, a1 − a2, . . . , am−1 − am, am−1 + am}.
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5.4. Sistema de corráıces

Utilizaremos la siguiente notación

hi =
i

i

−
m+i

m+i

,

gk =
2m+1+k

2m+1+k

−
2m+1+n+k

2m+1+n+k

.

Podemos utilizar la Nota 53 y adaptarla a osp(2m|2n) para no realizar los cálculos de

algunas de las corráıces ya que son análogos a los realizados en el caṕıtulo anterior. Esto

reduce los cálculos significativamente.

Sea Φc
0 ⊂ Φc el conjunto de todas las corráıces de osp(2m|2n) que provienen de Φ0.

Entonces

Φc
0 = Φc

so2m(C) ⊕ Φc
so2n(C).

Sólo hace falta calcular Φc
1:

1) Corráız asociada a ai − bk:

[
i

2m+k

−
2m+n+k

m+i

,
m+i

2m+n+k

+
2m+k

i ]
= hi + gi.

2) Corráız asociada a ai + bk:

[
i

2m+n+k

+
2m+k

m+i

,
m+i

2m+k

−
2m+n+k

i ]
= −hi + gk.

El sistema de corráıces de osp(2m+ 1|2n) es

Φc = Φc
0 ∪ Φc

1 = {±hi ± hj,±gk ± gl,±gk,±hi ± gk, 1 ≤ i < j ≤ m, 1 ≤ k < l ≤ n}

y el conjunto de ráıces fundamentales es∏
c = {g1 − g2, g2 − g3, . . . , gn + h1, h1 − h2, . . . , hm−1 − hm, hm}.
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5.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

La matriz de Cartan asociada al sistema de ráıces simples es

2 −1 0 · · · 0 0 0 · · · · · · 0

−1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

. . .
...

0 0 −1 2 −1
. . . 0

0
. . . −1 0 1

. . . 0

0
. . . −1 2 −1 0 0

...
. . . −1

. . . . . . . . .
...

0
. . . −1 −1
. . . −1 2 0

0 · · · · · · 0 0 0 · · · −1 0 2



.

El diagrama de Dynkin asociado a la matriz de Cartan es

D(m,n), © © ©
⊗

© ©
©

© .
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Caṕıtulo 6

Superálgebra de Lie Ortosimpléctica

osp(2|2n) = C(n + 1)

Definimos esta superálgebra como el conjunto formado por las matrices de la forma


a 0 X X t

1

0 −a Y Y t
1

Y t
1 X t

1 D E

−Y t −X t F −Dt

 :

a ∈ C,

D,E, F ∈Mn×n(C), E = Et, F = F t,

X, Y,X1, Y1 ∈M1×n(C).


.

6.1. Generadores osp(2|2n)

Tomando como referencia los caṕıtulos 4 y 5 sabemos que los generadores bosónicos

son los mismos que los generadores de so2(C) unido con los de sp2n(C). Por su parte,

los generadores fermiónicos son similares a los de osp(2m|2n) pero con m = 1. Sea F el

conjunto de éstos, i.e.

F =

{
1

2+k

−
2+n+k

2

,
2

2+k

−
2+n+k

1

,
1

2+n+k

+
2+k

2

,
2

2+n+k

+
2+k

1 }
con 1 ≤ k ≤ n.

Por lo tanto osp(2|2n), como subespacio de Digraph1(2|2n), está generado por
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osp(2|2n) = 〈graphs(so2(C)),graphs(sp2m(C)), F 〉.

6.2. Subálgebra de Cartan

La subálgebra de Cartan es generada por los elementos siguientes

h =

〈
1

1

−
2

2

,
2+k

2+k

−
2+n+p

2+n+p

, 1 ≤ p ≤ n

〉
.

6.3. Sistema de ráıces

Sea h ∈ h definida por

h = a1

(
1

1

−
2

2 )
+

n∑
p=1

bp

(
2+p

2+p

−
2+n+p

2+n+p )
.

Sea Φ = Φ0 ∪ Φ1 un sistema de ráıces asociado a osp(2|2n), entonces el sistema de ráıces

par es igual a la suma directa del sistema de ráıces del álgebra de Lie so2(C) y sp2n(C)

esto es

Φ0 = Φso2(C) ⊕ Φsp2n(C).

Sin embargo, el sistema de ráıces de so2(C) es vaćıo ya que este espacio está generado

únicamente por el elemento
1

1

−
2

2

de la subálgebra de Cartan, luego

Φ0 = Φsp2n(C).

Calculamos Φ1[
h,

1

2+k

−
2+n+k

2 ]
= (a1 − bk)

(
1

2+k

−
2+n+k

2 )
,

[
h,

2

2+k

−
2+n+k

1 ]
= (−a1 − bk)

(
2

2+k

−
2+n+k

1 )
,

[
h,

1

2+n+k

+
2+k

2 ]
= (a1 + bk)

(
1

2+n+k

+
2+k

2 )
,

[
h,

2

2+n+k

+
2+k

1 ]
= (−a1 + bk)

(
2

2+n+k

+
2+k

1 )
.
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Por lo tanto el sistema de ráıces es

Φ0 = {±bk ± bl,±2bk, 1 ≤ k 6= l ≤ n}, Φ1 = {±a1 ± bk, 1 ≤ k ≤ n},

Φ = {±bk ± bl,±2bk,±ai ± bk, 1 ≤ k 6= l ≤ n}

y el sistema de ráıces simples es∏
= {a1 − b1, b1 − b2, . . . , bn−1 − bn, 2bn}.

6.4. Sistema de corráıces

Utilizaremos la siguiente notación

h1 =
1

1

−
2

2

,

gk =
2+k

2+k

−
2+n+k

2+n+k

.

Análogamente a lo enunciado en la Nota 53 podemos decir lo siguiente:

Sea Φc
0 ⊂ Φc el conjunto de todas las corráıces de osp(2|2n) que provienen de Φ0.

Entonces

Φc
0 = Φc

so2(C) ⊕ Φc
so2n(C).

Ahora calculamos las corráıces que provienen de Φ1, i.e. Φc
1:

1) Corráız asociada a a1 − bk:[
1

2+k

−
2+n+k

2

,
2

2+n+k

+
2+k

1 ]
= h1 + gk.

2) Corráız asociada a a1 + bk:[
1

2+n+k

+
2+k

2

,
2

2+k

−
2+n+k

1 ]
= −h1 + gk.

Luego el sistema es Φc = {±gk ± gl,±gk,±(h1 − gk), 1 ≤ k 6= l ≤ n} y las corráıces

fundamentales son
∏

c = {h1 − g1, g1 − g2, . . . , gn−1 − gn}.
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6.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

La matriz de Cartan asociada al sistema de ráıces simples es

0 1 0 · · · · · · 0

−1 2 −1 0 0

0 −1
. . . . . . . . .

...

0 0
. . . . . . −1 0

...
. . . −1 2 −2

0 · · · · · · 0 −1 2


.

El diagrama de Dynkin asociado a la matriz de Cartan es

C(n+ 1),
⊗

© ©
〈
© .
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rá
ıc

es
fu

n
d
am

en
ta

le
s
∏ c

M
at

ri
z

d
e

C
ar

ta
n

D
ia

gr
am

a
d
e

D
y
n
k
in

sl
(m
|n

)

b 1
−
b 2
,b

2
−
b 3
,·
··
,b
n
−

a
1
,a

1
−
a

2
,·
··
a
m
−

1
−
a
m

g 1
−
g 2
,g

2
−
g 3
··
·,
g n

+

h
1
,h

1
−
h

2
,·
··
h
m
−

1
−
h
m

os
p
(2
m

+
1|

2n
)

b 1
−
b 2
,b

2
−
b 3
,·
··
,b
n
−

a
1
,a

1
−
a

2
,·
··
a
m
−

1
−
a
m
,a

m

g 1
−
g 2
,g

2
−
g 3
··
·,
g n

+

h
1
,h

1
−
h

2
,·
··
h
m
−

1
−

h
m
,2
h
m

os
p
(0
|2
n

)

b 1
−
b 2
,b

2
−
b 3
,·
··
,b
n
−

1
−

b n
,b
n

g 1
−
g 2
,g

2
−
g 3
,·
··
,g
n
−

1
−

g n
,2
g n

os
p
(2
m
|2
n

)

b 1
−
b 2
,·
··
,b
n
−
a

1
,a

1
−

a
2
,·
··
,a

m
−

1
−
a
m
,a

m
−

1
+
a
m

g 1
−
g 2
,g

2
−
g 3
,·
··
,g
n

+

h
1
,h

1
−
h

2
,·
··
,h

m
−

1
−

h
m
,h

m

os
p
(2
|2
n

)

a
1
−
b 1
,b

1
−
b 2
,·
··
,b
n
−

1
−

b n
,2
b n

h
1
−
g 1
,g

1
−
g 2
,·
··
,g
n
−

1
−
g n

54



Bibliograf́ıa

[1] Georgia Benkart, Alberto Elduque, and Consuelo Martinez. A(n, n)-graded Lie su-

peralgebras. J. Reine Angew, 573:139–156, 2004.
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