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Introduccion

Las superalgebras de Lie son generalizaciones de las algebras de Lie. Una superélgebra
de Lie es una superdlgebra o algebra Zs-graduada sobre un cuerpo con caracteristica cero,
en donde la operacién [, | (llamada supercorchete de Lie) debe cumplir las 3 propiedades
siguientes: bilinealidad, superantisimetria y superidentidad de Jacobi. La importancia
de las superdlgebras de Lie recae en las dreas de la matemaética y de la fisica. En [15],
Kac escribe que el interés del campo de superédlgebras aparecié en la decada de los 70’s
en fisica y mds concretamente en el contexto de la supersimetria [6, 17, 24]. Una gran
cantidad de resultados sobre superdlgebras y dlgebras graduadas ha sido escrito por Kac,
Zelmanov, Wall, Shestakov y otros ([11, 22]). Ademds de la supersimetria en fisica, las
superalgebras tienen aplicaciones en diferentes areas de la matemaéatica como la Geometria
Algebraica, Teoria de Categorias, Grupos Cudnticos, entre otros. Teniendo en cuenta su
importancia, resulta 1til contar con una representacién grafica de éstas para facilitar el
estudio y los calculos en estos espacios abstractos. Por tanto, el presente proyecto tiene
como objetivo realizar el estudio y la representacién grafica por medio de grafos dirigidos
de las superalgebras de Lie clasicas. Cabe mencionar que la notacion diagramaética tiene
diferentes aplicaciones en las matematicas. Por ejemplo, en algebra lineal, en Teoria de
Representaciones y en Supersimetria. Para el caso del presente proyecto se utilizaran para
la representacion grafica de las superalgebras de Lie clasicas.

Iniciaremos recopilando informacién de los libros propuestos en la bibliografia [8, 16,
18] entre otras, y en particular nos concentraremos en el articulo [5] el cual presenta una

introduccion grafica a las dlgebras de Lie.



La idea principal del trabajo serd realizar el estudio completo de las superalgebras
clasicas sl(m|n), osp(2m|2n), osp(2m — 1|2n) y 0sp(2|2n) por medio de la representacion
grafica mencionada. Primero se estudiaran las bases de estos espacios y se reemplazaran
por los grafos equivalentes, teniendo asi una forma mas 6ptima y sencilla para trabajar y
realizar operaciones con los elementos. A partir del desarrollo de los grafos, se calculara el
algebra de Cartan, la cual se define como la subédlgebra maximal nilpotente que coincide
con su propio normalizador. Para las superalgebras clasicas esta subdlgebra se reduce a
la subdlgebra de Cartan de la parte par. Luego revisaremos el sistema de raices de la
superalgebra asociado al algebra de Cartan. Para hallar el sistema de raices de g, dado
por ® = &5 U P, se debe hallar &y y &, donde ®( es el sistema de raices de la parte
par de g y ®; es un sistema de pesos para la representacion de gy sobre g;. El espacio
vectorial generado por todas las posibles raices se llama espacio raiz, el cual es el dual
de la subdlgebra de Cartan como espacio vectorial. De estas raices podemos obtener
las raices fundamentales o raices simples. Adicional a esto, se estudiaran las corraices
asociadas a cada raiz. Con esta informacion se procede a calcular la matriz de Cartan para
luego construir los diagrama de Dynkin de cada algebra, los cuales tienen una cualidad
particular y es que teniendo el diagrama asociado es posible recuperar (por medio de
un procedimiento extenso [19] mirar también [23]) el dlgebra de Lie simple. En general
las definiciones para las dlgebras y las superalgebras de Lie son similares, presentando
cambios que aunque son pequenos son significativos y se debe tener especial cuidado y
claridad sobre el espacio en el que se esté trabajando.

El documento estard dividido en varios capitulos. En el primero se explicaran y se
expondran los conceptos basicos de algebras de Lie, de manera que el lector se contex-
tualice con ellas. Lo anterior con el fin de comprenderlas a profundidad, su impacto en el
estudio de las matematicas y la necesidad de una representacién grafica de las mismas.
En el segundo capitulo presentaremos los conceptos de superalgebras, superalgebras de
Lie y algunos ejemplos para clarificar las definiciones y teoremas. Se omitiran las pruebas

en el texto, ya que son resultados técnicos que requieren un mayor desarrollo de esta



teoria. La idea del trabajo es contextualizar al lector en los aspectos basicos de la teoria
de superdlgebras de Lie, haciendo énfasis en la representacion gréafica. Para terminar el
capitulo, presentaremos la representacion grafica que se utilizard para realizar el estu-
dio. Los grafos fueron realizados en IXTEX utilizando el paquete “Tikz”. En el capitulo
3 comenzamos mostrando el proceso de estudio de una forma muy coloquial, de manera
que el lector comprenda la secuencia en que se estudian las superalgebras por medio de
estos grafos. Para esto desarrollamos primero s[(1]|2) explicando cada una de sus partes.
Seguidamente, realizamos el estudio generalizado de esta superalgebra que es sl(m|n) y
que en la notacién de Cartan es A(m — 1,n — 1). En los capitulos 4, 5 y 6 presentamos
el estudio por medio de los grafos bipartitos de las superdlgebras B(m,n), D(m,n) y
C(n + 1) respectivamente.

En el presente trabajo no se trabajara con supervariedades o con supergrupos. Si el
lector desea aprender més sobre estos temas, puede revisar [3] y [14].

Todas las superalgebras utilizadas en esta tesis son sobre el cuerpo de los complejos y

son de dimensién finita.



Capitulo 1

Conceptos basicos de algebras de Lie

En este capitulo daremos una breve introduccién a las algebras de Lie, de manera que
el lector se contextualice un poco con los términos y conceptos de estas dlgebras. Ademaés,
varias definiciones son iguales o andlogas a las definiciones de superalgebras de Lie por lo
que nos serviran para aplicarlas en el desarrollo del proyecto. Se omiten las pruebas de

algunos teoremas, pero el lector interesado en conocerlas puede revisar [10, 12, 23].

Definicién 1. Un dlgebra de Lie (g,[,]) sobre un cuerpo K de caracteristica cero, es un
espacio vectorial g con una aplicacion bilineal [-,-] : g X g — @, llamada corchete de Lie,

que satisface
i) [,+], es una operacion bilineal.
i) [z,y] = =y, x], para todo z,y € g (Antisimetria).
iii) [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0, para todo z,y,z € g (Identidad de Jacobi).

Teorema 2. Sea A una K-algebra asociativa. A puede ser considerada como un dlgebra

de Lie (A, [-,]) definiendo el corchete como
[z,y] = xy — yx, para todo x,y € A.

Demostracion. Para probar que A es un algebra de Lie se deben probar las tres condicio-

nes. Comenzaremos por la antisimetria:



i) Antisimetria: [z,y] = vy — yr = —(yzr — xy) = —[y, 7|

ii) Linealidad en la primera componente
[v + Az, y] = (2 + A2)y —y(2 + A2) = 2y — yz + A2y — yz) = [z, y] — Az, ).

Con la linealidad en la primera componente y la antisimetria se consigue la bilinea-

lidad.

iii) La identidad de Jacobi se obtiene de las siguientes identidades

[xv [y, Z]] = TYz — T2Y — Y2T + YT,
[y> [Z’ :L’]] = YT — Yyrz — 2xy + 12Y,
2, [z, y]] = 2y — 2zyx — xyz + yaz.

[]

Definicién 3. Un morfismo de dlgebras de Lie g1 y g2 es una transformacion lineal

p g1 — g2 tal que p([z,y]) = [p(x), p(y)] para todo x,y € gi.

Definicién 4. i) Un subespacio A de un dlgebra de Lie g es una subdlgebra de Lie si

[z,y] € A para todo x,y € A.
ii) Una subdlgebra A de g es abeliana si [x,y] = 0 para todo x,y € A.
iii) Una subdlgebra A de g es un ideal si [z,y] € A para todo x € A ey € g.
i) A es un ideal propio de g si A # {0} y A # g.

Ejemplo 5. Dado cualquier espacio vectorial de dimension finita V', el espacio de endo-

morfismos End(V) = {T : V — V | T transformacion lineal } con el corchete
[1,S]=ToS—-SoT

es un dlgebra de Lie, la cual denotamos gl(V') y llamaremos /flgebm de Lie lineal general.



Proposicién 6. Para cualquier K-dlgebra el espacio de derivaciones de A
Der(A) ={D: A— A| D(zy) = D(z)y + xD(y), para todo z,y € A}
es una subdlgebra de Lie de End(A).

Demostracion. Sean Dy, Dy € Der(A) y z,y € A entonces

[D1, Ds)(zy) =(D1 o Ds)(zy) — (D2 0 Dy)(zy)
=D1(Ds(zy)) — D2(Di(ay))
=D1(D2(x)y + xD2(y)) — D2(D1(2)y + xDi(y))
=D1(Ds(2)y) + Di(zD2(y)) — Da(D1(2)y) — D2(zDi(y))
=(Dy 0 Dy — Dy o Dy)(x)y + x(Dy 0 Dy — Dy o Dy)(y)

=[D1, Do) (z)y — x[D1, Do](y).
Luego [D1, Ds] es nuevamente una derivacion. O

Ejemplo 7. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K. Luego
podemos identificar el dlgebra de Lie gl(V') con el conjunto de matrices de tamano
n X n sobre K, que denotamos también como gl, (K), donde n es la dimension de V. Las

siguientes dalgebras de Lie son subdlgebras del dalgebra lineal general:

e FEl dlgebra lineal especial sl,11(K) o A,, es la subdlgebra de gl ,(K) de todos los

endomorfismos o matrices de traza cero.

e El dlgebra simpléctica sp,,(K) o C,, definida como sp,, = { (& 5) | AB,C €
M,(C) y B=B'C=C'}.

e Las dlgebras ortogonales §09,,11(K) y $09,(K) 0 B, y D,,, respectivamente. Definidas

A _ t
COMO $09,41 = {(c B Zt) | A,B,C € M,(C),H,G € Myx, y B=—-B'C = —Ct} Y
G H 0

$09, =1{(& 5.)| A, B,C€M,(C)y B=-B'C=-C'}.

10



Las algebras de Lie A,, B,,C, v D, son llamadas clasicas. Para mayor informacion
sobre estas mirar [12]. Una representacion gréafica para estos espacios se encuentra en [5].
Este trabajo estda basado en ella.

La teoria de algebras de Lie fue desarrollada principalmente por Wihelm Killing y Elie
Cartan. En 1894 Elie clasificé todas las algebras de Lie simples de dimensién finita sobre
C (ver [2]) y probd que deben ser isomorfas a alguna de las dlgebras cldsicas o a una de las
excepcionales, como se enuncia formalmente més adelante en el Teorema 20. Realizando
esta clasificacion, Cartan introduce los conceptos de matriz de Cartan, sistema de raices,

entre otros, los cuales son de vital importancia para el desarrollo de esta tesis.

Definicién 8. i) Un dlgebra de Lie es simple si no es abeliana y no contiene ideales

propios no triviales.
ii) Un dlgebra de Lie g es semisimple si no contiene ideales abelianos distintos de {0}.
Ejemplo 9. e s5ly(C) es un dlgebra semisimple y simple.

e [l dlgebra de Lie ortogonal especial $04(C) es semisimple pero no simple ya que tiene

un ideal que es isomorfo a sly(C), mds concretamente s04(C) = sly(C) @ sl3(C).

El siguiente ejemplo se desarrollara a lo largo del capitulo con el propdsito de que el
lector comprenda los conceptos tedricos y los vea aplicados en un algebra de Lie. Ademés
se mostrara la forma abstracta como se estudian.

Utilizaremos el dlgebra lineal especial sl5(C). Una base para este espacio es

0 1 10
X = ., H= . Y=
00 0 -1 10

Definicién 10. Para cualquier dlgebra de Lie g, la representacion adjunta ad : g —

End(g) estd dada por ad,(y) = [z,y], para todo z,y € g.

Definicién 11. Una subdlgebra by de un dlgebra de Lie g es llamada subdlgebra de Cartan

st es mazimal abeliana.

11



a; O
La subdlgebra de Cartan para sly(C) es h = ! cap+as =0

0 (05}

Teorema 12. Toda dlgebra de Lie g de dimension finita sobre C posee una subdlgebra de

Cartan.

Demostracion. La prueba de este teorema se omite en este trabajo debido a su extensién,

el lector interesado en ella puede remitirse a [20]. [

Definicién 13. La forma de Killing en g es la transformacion bilineal (-,-) : g x g — C
dada por (x,y) = tr(ad, o ad,) para todo x,y € g, donde o denota el producto en End(g).
La traza del operador ad, o ad, es independiente de la eleccion de la base de g. La forma

de Killing tiene las siguientes propiedades:
1) (z,y) = (y,x), Va,y € g (Simétrica).
2) ([x,y],2) = (x,|y,2]), Vz,y,z € g (Invariante bajo accion adjunta,).

3) St g1, g2 son dlgebras de Lie y p : g1 — @2 es un isomorfismo de dlgebras de Lie,

entonces

(T, Y)gr) = (0(7), p(Y)) g, -

Para probar la semisimplicidad de un algebra de Lie directamente de la definicién,
habria que probar que ningun ideal es abeliano, lo que puede ser una tarea dificil. Es por

esto que existe el siguiente teorema.

Teorema 14 (Criterio de Cartan). Sea g un dlgebra de Lie entonces g es semisimple si
y solo si su forma de Killing es no degenerada (el determinante de la matriz asociada es

distinto de cero).

Para calcular la forma de Killing primero debemos hallar las matrices adjuntas para

los elementos de la base.

12



ady(H) = [X,H] = —2X, ady(Y) =[X,Y] = H,
ady(X) = [X, X] =0, ady (H) = [V, H] = 2Y.

El resto de las relaciones se derivan de estas por la propiedad de antisimetria. Con esta

informacion armamos las matrices adjuntas:

0 00 20 0 0 -1 0
adx=1-2 0 0], adg =10 0 0 [, ady =10 0 2
0 10 00 —2 0 0 0

Ahora hallamos la forma de Killing. No es necesario hallar todas las relaciones ya que por

las propiedades de la forma de Killing sabemos que es simétrica.

(X,X)=0, (HX)=0, (Y,X)=4,
(HH) =8, (Y,H)=0,
(YY) = 0.

Por lo tanto la matriz de la forma de Killing es

00 4
0 8 0
4 0 0

Como el determinante es distinto de cero se prueba que la forma de Killing es no degene-
rada y por lo tanto sl (C) es semisimple. Es aqui donde radica la importancia de la forma
de Killing.

La prueba del teorema 14 se puede ver en [12].

En lo que sigue denotaremos por h* el dual de la subalgebra de Cartan, mas formal-

mente h* = {f : h — C | f lineal }.

Definicién 15. Sea § la subdlgebra de Cartan de g. El dlgebra g puede descomponerse de

la siguiente manera:

g= D 9o, donde g,={x € g:lh,z|=alh)x, para todo h € h}.

ach*

El conjunto

13



d={aebh*:g,#0}
es el sistema de raices de g.

A los elementos a € ® los llamaremos raices y a g, espacio raiz asociado a «.

Sea h € b, las raices de sly(C) son
[h> X] = (a'l - a2)X y [h> Y] = (a2 - al)Ya
luego ® = {a; — as,as — a1 }.

Definicién 16. Dado un sistema de raices ® el grupo W generado por todas las reflexiones

S con a € O, donde S,(B) =5 — 2%0@ se conoce como el grupo de Weyl asociado a
a,
d.
Existe un subconjunto [[ = {ay,aq,...,a,} de ® llamado raices fundamentales o

raices simples, tal que [] es una base de h* y cada raiz o € ® se puede escribir como
combinacién lineal de raices en ] con coeficientes en Z que son todos no negativos o

todos no positivos. Los enteros

L <ai7aj>
Aij 2<Oéi,05i> (1.1)

son llamados los enteros de Cartan y la matriz A = (A;;) es la Matriz de Cartan. Sii=j
entonces A;; = 2. Para cualquier oy, ; € [ con i # j, S, () es una Z-combinacién de
a; y oj. Como el coeficiente de a; es 1, el coeficiente asociado a «; en S,,(a;) debe ser un
entero negativo. Ademds A;; = 0 si y sélo si A;; = 0. El 4ngulo 0;; entre «; y o estd dado

por la férmula del coseno

(o, ) = (o, 0)® (g, ;)7 cos(6).
Operando en esta ecuaciéon obtenemos
ay, O Q;, O
4COSZ(9U) = 2< j>2< ]> :Al]Aﬂ

(i, i) (o, )

14



Sea n;; = A;jAji, claramente n;; € Z y n;; > 0. Como 0 < COSQ(Qij> < 1 los tnicos valores
posibles para n;; son 0,1,2 o 3.

Es posible mostrar la informacién de la matriz de Cartan de una manera grafica y esto
se hace utilizando los diagramas que definiremos a continuacion, llamados diagramas de

Dynkin. Los definiremos mostrando la manera como se construyen.

Definicién 17. Un Diagrama de Dynkin A asociado a un dlgebra de Lie simple g es
el grafo A con vértices {1,...,n} en correspondencia biyectiva con el conjunto de raices

fundamentales [ de g tal que
1) Los vértices 1,7 (i # j) estdn unidos por n;; = A;;Aj; aristas.

2) A cada par o trio de aristas que unan dos vértices, se coloca un simbolo de desigual-

dad (<6>) apuntando hacia la raiz mds corta con respecto a la forma de Killing.

3) La forma cuadrdtica

n
Q(l‘l, To, ... ,l‘n) =2 Z .’EZ'2 — Z A /TLZ']'I'Z'.’L']‘
i=1

i#]
asociada al diagrama es definida positiva.

Continuando con el ejemplo del algebra lineal especial de dimensién 3, podemos decir
que el conjunto de raices fundamentales es [[ = {a; — as}, 1o que resulta en un diagrama
de Dynkin que consta de un tnico vértice o. La forma cuadratica asociada al diagrama
es Q(z1) = 22?2 y el grupo de Weyl de sl, es el grupo simétrico en dos elementos Ss.

Es posible recuperar un algebra de Lie simple g de su diagrama de Dynkin correspon-

diente. Mirar [23] y [19] para ver mas detalles sobre esto.

Proposicion 18. Sea @ el sistema de raices asociado a un dlgebra de Lie simple g y sea
a € ® una raiz. Para cada x, € g, distinto de cero, existe x_, € go Yy ha € b tal que

Oé(hoz) = 2; [xa,x,a] = hoz; [houma] = 2%q Yy [ha,l',a] =27 _q.
Definicién 19. Sea ® C b el sistema de raices asociado a un dlgebra de Lie g.

15



1) Para cualquier raiz a € @, el elemento de Cartan h, € b dado en el Proposicion
18 es llamado corraiz asociada a la raiz «. Adicionalmente, ®. = {hy : a € ®} es
el sistema de corraices asociado a b y [, = {ha : @ € [[} el sistema de corraices

fundamental.

2) Los elementos wy,ws, ..., w, € b* dados por las relaciones w;(h;) = 0;;, para todo
1 <1,5 <n, donde h; es la corraiz asociada a la raiz fundamental o, son llamados

pesos fundamentales.

Sean

Lo = y Lo =
0 0 10
los covectores asociados a las raices a = a1 —ay y —a = as —ay de sly(C), respectivamente.

La corraiz asociada es

1 0
[Ta, T o] = = hq.
0 —1
El peso fundamental es w; = ay, ya que
1 0
(al) =1.
0 —1

Para terminar este capitulo enunciaremos el teorema de clasificacion de algebras de Lie
simples, que nos permite identificar cualquier algebra Lie con una de las clasicas o excep-

cionales.

Teorema 20 (Clasificacién de dlgebras de Lie simples). Sea g un dlgebra de Lie de

dimension finita sobre C, luego g es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras
50,(C), $02,11(C), 5p5, (C), 502, (C), Eg, E7, Eg, Fiy, Ga.

La prueba de este teorema se puede ver en [10]. Las primeras cuatro dlgebras de la lista
del teorema anterior son las dlgebras de Lie clasicas y en [5] se puede mirar el estudio de
estas por medio de los grafos bipartitos. Las dlgebras restantes son llamadas excepcionales

y su definicién y estudio se puede encuentrar en [13].

16



Capitulo 2

Superalgebras de Lie

En este capitulo mostraremos primero los conceptos basicos de superalgebras, luego
los conceptos basicos de superalgebra de Lie, que en algunos casos son similares o andlogos
a los del capitulo anterior debido a que las algebras y las superalgebras de Lie guardan
una importante relacion entre ellas. Seguido de esto, presentamos la superalgebra lineal
general gl(m|n), de la cual emergen el resto de las superalgebras que estudiaremos en los
capitulos siguientes. Para finalizar mostraremos la representacién grafica con la que se

trabajara el resto de la tesis.

2.1. Conceptos basicos de superalgebras

Para poder definir lo que es una superalgebra primero es necesario entender los super-

espacios vectoriales.

Definicién 21. Un superespacio vectorial V es un espacio vectorial Zs-graduado, es decir,

un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K con la siguiente descomposicion
V=Va.

Definicién 22. Sea V' un superespacio vectorial. La superdimension de V' se define como

sdimV := dimVy — dimV}.
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Definicién 23. Sea a € V =V, @ Vi, definimos la paridad de a como:

0, aely
1, aeV

S]]
Il

La paridad también se conoce como el grado. Los elementos que pertenecen a Vj son
llamados pares o bosones y los elementos de V; impares o fermiones. A estos elementos se

les llama homogeneos.

Definicién 24. Un subespacio de un superespacio vectorial V = Vo@ V7 es un superespacio

vectorial W = Wyd Wy C V' con graduaciones compatibles, es decir, W; C V; para i € Zs.

Definicién 25. Una superdlgebra g, también llamada dlgebra Zs-graduada, es un super-

espacio vectorial g = go @ g1 dotado con una multiplicacion bilineal tal que

9i9; C Gitj, para 1,j € Zs.

Definicién 26. Un mddulo M sobre una superdlgebra g siempre se entiende en el sentido

de la Zy-graduacion, i.e. M = My @ M, tal que g;M; C M, ;, para i,j € Zs.

Las subsuperalgebras y los ideales de una superalgebra g, al igual que los médulos,
se entienden en el sentido de la Zs-graduacion. La condiciéon de simplicidad para una

superalgebra es la misma que para un algebra de Lie.

Definicién 27. i) Un homomorfismo p de una superdlgebra g en una superdlgebra g’

es una transformacion lineal que respeta la Zo-graduacion, esto es, p(go) C ¢4 Y

p(g1) C g7

ii) Un homomorfismo entre g-mdédulos M y N es una transformacion lineal p : M — N

que satisface p(am) = ap(m), cona € g, m € M.

Ejemplo 28. Sea A cualquier dlgebra. Con la graduacion Ay = A, Ay = 0, dotamos
a A con la estructura de superdlgebra. Esta es llamada superdlgebra trivial y no tiene

estructura adicional a su estructura algebrdica normal.
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Ejemplo 29. Los cuaterniones H toman la estructura de una superdlgebra sobre R con
la siguiente graduacion, H = (R®REk) ® (Ri ®Ryj). Mds generalmente, podemos definir el

a, b,

algebra generalizada de los cuaterniones como la K-dlgebra de dimension cuatro

con base {1,u,v,uv}, con multiplicacién dada por u? = a, v? = b, uv = —uv. Al igual que
a,b

con los cuaterniones, a esta dlgebra se le puede dar la graduacion (f) =Ko Kuv y
0

b
(%)1 = Ku & Kuv.

Ejemplo 30. Sea A cualquier dlgebra. Fijemos algin o € Z(A) (centro de A), y defina-
mos Alu] como el dlgebra A+ Au donde u* = «. La multiplicacion en Alu] estd dada por
(ag + aru)(by + biu) = (aghy + aaiby) + u(aghy + boa1), y Alu| es una superdlgebra con
graduacion Ag = A y Ay = Au.

2.2. Superalgebras de Lie

Con la anterior secciéon en mano, podemos definir nuestros espacio de interés: las

Superalgebras de Lie.

Definicién 31. Una superdlgebra g = go® g1 con una aplicacion bilineal [-,-] : gx g — g,

que satisface las siguientes propiedades

i) [a,b) = —(=1)®[b, a], para todo a,b € g (Superantisimetria),

it) [a, [b,c]] = [[a, 0], ]+ (=1)%b, [a, d]], para todo a,b,c € g (Superidentidad de Jacobi)
es llamada superalgebra de Lie.
Definicién 32. Si para todo a,b € g

ab = (—1)®ba

entonces se dice que g es una superdlgebra superconmutativa.

1Se generaliza el algebra para cualquier cuerpo K con elementos a y b [21].
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Ejemplo 33. Una superdlgebra asociativa g = go @ g1 sobre C adquiere la estructura de

superdlgebra de Lie al tomar el supercorchete |-, -]
[a,b] = ab— (—=1)%ba
para dos elementos a,b € g.

Este corchete es de vital importancia en el desarrollo del trabajo ya que es el conmu-
tador que le da estructura de superdlgebra de Lie a los espacios que se estudian en los
capitulos 3, 4, 5 y 6.

Las superalgebras de Lie son usualmente llamadas algebras de Lie Zy-graduadas. Cabe
resaltar que gg es un algebra de Lie mientras que g; no es un algebra. Por lo tanto si g; = 0,
g es un algebra de Lie. Por otro lado, si go = 0, la superdlgebra tiene que ser abeliana

([g,9] = 0) por la condicion de superantisimetria.

Definicién 34. Para cualquier superdlgebra de Lie g la representacion adjunta

ad : g — End(g) estd dada por
ad,(y) = [z,y], para todo z,y € g.

Nota 35. A una superdlgebra de Lie g = go ® g1 le podemos asociar la siguiente infor-

macion
e Un dlgebra de Lie g.
e Un go-modulo g; inducido por la accion adjunta.

Definicién 36. Una representacion p de g en g’ es completamente reducible si para cada

subespacio invariante, existe un subespacio complementario que a la vez es invariante.

Definicién 37. Una superdlgebra de Lie simple g = go® g1 es cldsica si la respresentacion

de go sobre g1 es completamente reducible.

Definiciéon 38. Sea g = go @ g1 una superdlgebra de Lie clisica. Una subdlgebra by es una

subdlgebra de Cartan para g si es una subalgebra de Cartan para gq.
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Definicién 39. Sea g = go ® g1 una superdlgebra de Lie cldsica con dimension n y sea
b la subdlgebra de Cartan de g. La superdlgebra g puede descomponerse de la siguiente

manera:
g= P ga, donde g, = {x € g: [h,z] = a(h)x, para todo h € h}.
aeh*

El conjunto
(I):{OéEf)*iga#O}
es el sistema de raices de g.

Definicién 40. Sea [[ = {a,...an} C ® sea un sistema de raices. [[ es simple o

fundamental si existen vectores €; € go, Y fi € 9—a, tal que
1) [ei,fj] = 5,]}12 C b
2) Los vectores e; y f; generan g y [[ es el minimo conjunto con estas propiedades.

El sistema de raices se divide en una parte par y una impar (¢ = ®,U®,). El conjunto
de raices pares se denotara @, y el conjunto de las raices impares ®;. Una raiz « es par

si go N go # 0. Andlogamente, una raiz es impar si g, N g1 # 0.

Definicién 41. Sea ® un sistema de raices para g. Para todo o existe un elemento h,, € b

tal que
[Ta, T_o] = ha.
El conjunto
S, ={h,:a € P}
se llama sistema de corraices asociado a g.

Definicién 42. La matriz de Cartan A asociada a una superdlgebra de Lie g estd dada
por

A=Ay = aj(hi), (2.1)
donde «; es la i-ésima raiz fundamental y h; es la correspondiente corraiz asociada.
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Definicién 43. El diagrama de Dynkin asociado a una superdlgebra de Lie simple g es
un grafo A con vértices {1,...,n}, con correspondencia biyectiva con el conjunto [] de

raices fundamentales de g tal que

1) Los vértices de A pueden ser (), Q) v @ llamados, blancos, grises y negros respec-
tivamente. A cada raiz fundamental par se le asocia un vértice blanco, a cada raiz
fundamental impar con longitud distinta de cero (Ay; # 0) un vértice negro y a cada

raiz impar de longitud cero (Ay; = 0) uno gris.
2) Los i-ésimos y j-ésimos vértices se unirdn por n;; aristas, donde
ni; = max(| Ay || Aji |).

3) Se agrega una flecha en las aristas que conecta el vértice i-ésimo con el j-ésimo
cuando n;; > 1 y | Aij |#] Aji |, apuntando de j a i si| A [> 1.
Las superélgebras de Lie finitas fueron clasificadas por Victor G. Kac [15] en 1977.

Existe un teorema analogo al teorema de clasificacion de algebras de Lie presentado en el

capitulo pasado, pero ahora para superalgebras y lo enunciamos a continuacion,

Teorema 44. Una superdlgebra de Lie cldsica es isomorfa a una de las dlgebras de
Lie simples Ay, By, ..., Es, 0 a una de las superdlgebras A(m,n), B(m,n),C(n), D(m,n),
D(2,1;«),F(4),G(3),P(n) o Q,.

La prueba de este teorema se encuentra en [15].

En los capitulos siguientes de este trabajo se trabajard con las superédlgebras A(m,n),

B(m,n),C(n), D(m,n). Para el lector interesado en conocer las definiciones y estudio de

las superdlgebras D(2,1;a), F(4), G(3), P(n) y Q,, ver [4].

2.3. Superalgebra Lineal General

Las superalgebras de Lie clasicas se pueden respresentar como matrices de la siguiente
manera. Sea V' el espacio vectorial Zo-graduado V = Vy@® V) con dim Vy = my dim V; = n.

Luego el algebra EndV adquiere naturalmente estructura de superdlgebra por
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EndV = EndyV @ End, V', donde End;V = {¢ € EndV : ¢(V}) C Viu;}

La superélgebra de Lie gl(m|n) se define como la superédlgebra EndV con el corchete
anteriormente mencionado en el ejemplo 33. El dlgebra gl(m|n) estd generada por las

matrices de la forma

A B
C D

Y

donde A y D son matrices gl(m) y gl(n) respectivamente y B y C' son matrices rectan-
gulares de m x n y n X m respectivamente.

Las matrices con elementos pares tiene la forma (
(9).

En particular, gl(V)o = gl(m) @ gl(n) y gl(V)1, como gl(V)o-médulo, es isomorfo a
(C"®C™) & (C™ ® C"), donde C™ denota el espacio dual de C".

A 0 . .
5 ) v las matrices impares la forma

Definicién 45. Sea M € gl(m|n). Definimos la supertraza como:
str(M) = tr(A) — tr(D).
donde tr(x) se refiere a la traza de la matriz cuadrada x.

Se puede probar que str([g,k]) = 0 para g,k € gl(m|n) (ver [9]). Por lo tanto el

subespacio
sl(m|n) := {M € gl(m|n) : str(M) = 0},
es una subdlgebra de gl(m|n) y se llama Superdlgebra de Lie lineal especial.
Ejemplo 46. Tomemos la superdlgebra gl(1]1) y consideremos la siguiente base compuesta

por matrices elementales

0 1 0 0 1 0
€= ) f - ) EO,l - 3 El,l -
00 10 0 0 0 1

Sea h = Eoy + Evy = Idyji. Luego h es central, [e, f] = h, y sl(1]1) tiene por base el
conjunto {e, f, h}.
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Definicién 47. Una representacion lineal p de una superdlgebra de Lie g = go® gy en V.

es un homomorfismo p : g — gl(V).

Definicién 48. La transformacion ad : g — gl(g) dada por ad,(a) = [g, a] es una respre-

sentacion lineal de g llamada la representacion adjunta.

Definicién 49. La forma de Killing en una superdlgebra de Lie g es una forma bilineal

dada por (M, L) = str(ady o ady), para M, L € g. Tiene las siguientes propiedades:
1) (M,L) =0, para M € go, L € g;.
2) (M,L) = (=D)ME(L, M), para M, L € g.
3) ([M,L],N) = (M,[L,N]), para M,L,N € g.

Proposicién 50. Sea g una superdlgebra de Lie. Para cualquier x,y € h C g se tiene lo

siguiente

(z,y) = > alv)aly) = X alz)aly).

acdg acdy

Demostracion. La idea de la prueba es tomar una base de auto vectores {z,} para el

algebra de Lie g. Con estos elementos tenemos [y, z,| = a(y)z, para todo y € g. Como
ad(z)oad(y)(za)=ad(2)[y, 2a] = a(y)ad(w)za = a(y)[z, z0] = a(z)a(y)za
entonces

str(ad(z)oad(y))= 3 a(x)aly) = 3 a(z)aly).

aedg acd

2.4. Representacion grafica de las Superalgebras de
Lie clasicas

En la presente seccién diremos que [n] = {1,2,---n} con n € N. La respresentacién
grafica de estas superdlgebras se realizard por medio de grafos dirigido bipartitos. Deno-

taremos por Digraphl(m]n) el superespacio vectorial generado por los grafos dirigidos
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bipartitos con un tnico vértice de inicio en el conjunto [m + n] y un tnico vértice final en

el conjunto [m + n]. Gréaficamente tiene la siguiente forma:

J
Digraphl(m\n)=< X 1<i<m, 1§j§n>,

donde el simbolo

denota el grafo con vértice de inicio en i y vértice final j. El producto de estos grafos se

define como

1

= f] , sij=k

i

T =

i

h

NFE

=

, en otro caso.
\

La traza en Digraph'(m|n) se define como el funcional lineal tr : Digraph'(m|n) — C

dado por

o(T) -1 v o) 0

i i
Existen dos tipos de grafos, los bosénicos y los fermidnicos. Se dice que un grafo es
bosénico cuando la flecha no cruza la linea vertical, en otro caso es fermionico, como se

ilustra en la siguiente péagina.
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Grafos bosénicos

Grafos fermionicos

El dlgebra Digraph'(m|n) es isomorfa a End(C™") a través de la siguiente aplicacion

Digraph'(m|n) = gl(C™")

j
A — Ey

Donde E;; es la matriz cuadrada de tamafo (m + n) x (m + n) con un uno en la fila 1,

columna j y en el resto ceros:

1
0 0
0
EZ]: 0 1 0 1
0 0o - 0
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Capitulo 3

Superalgebra lineal especial sl(m|n)

En este capitulo realizamos el estudio de sl(m|n). Comenzamos enunciando el caso
particular cuando m = n, luego desarrollamos un caso sencillo de esta superalgebra con
m =2y n =1 para luego si realizar el caso general.

La superdlgebra unitaria A(m — 1,n — 1) = sl(m|n) se define como la superalgebra de

matrices M € gl(m|n) que satisface la condicién de que la supertraza sea cero, es decir
sl(m|n) = {M € gl(m|n) : str(M) = 0}.

Si m = n entonces sl(n|n) contiene un ideal I de una dimensién generado por la identidad
L,n, el cual es un ideal no trivial y en consecuencia la superdlgebra no es simple. Sin
embargo al hacer el cociente de la superalgebra por este ideal, la volvemos simple y de

esta manera podemos dar la siguiente definicion

Alm—1n—1)= sl(m|n) st m#n,mmn>1
psl(n|n) :=sl(nln)/I si m=n, n>1
Cuando n = 1, sl(1|1) no es simple.
Para ver un estudio més detallado de este caso particular remitirse a [1].
A continuacién se realizard el estudio utilizando grafos dirigidos para el algebra

A(m — 1,n — 1). Para fijar las ideas del trabajo comenzaremos exponiendo el estudio de

un caso simple de este espacio.
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3.1. Superalgebra lineal especial s[(2|1)
Tomamos m =2 y n =1, luego
sl(2]1) = {M € gl(2|1) : str(M) = 0}.

la matriz M = (4 B) es una matriz cuadrada de 3 x 3, donde A es una matriz de 2 x 2,

B es una matriz de 2 x 1, C'es de 1 x 2 y D tiene un sélo elemento.

3.1.1. Base para sl(2|1)

Generadores bosénicos (diagonales):

TI+IT , TI+IT

Generadores bosonicos (no diagonales):

2 1
1 AN
1 2
Generadores fermidnicos:
3 3 1 2
; | ) ; | ) |; ) | ;
1 2 3 3

por lo tanto el conjunto de generadores para s[(2|1) es

5[(2I1)=<TI +_ It L+ I A AT

3 3 1 2
% D A W ¢ >cDigraphl<2|1>
1 2 3

3

Ahora miraremos la subalgebra de Cartan.
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3.1.2. Subalgebra de Cartan

Para este espacio la subdlgebra de Cartan es

1 2 3
h:{alT | +a ] +b 11 :a1+a2:b1}.
1 2 3

El espacio dual es h* = (a1, aq,b1)/{a1 + as = b1}, donde

(jj:) ~ 5y

i
Utilizamos esta subalgebra para hallar el sistema de raices asociado a la parte par y a

la impar.

3.1.3. Sistema de raices

1 2 3
Seah=a t | +a t| +b |t unelemento de la subdlgebra de Cartan.

1 2 3
Aplicamos el supercorchete de este elemento con cada uno de los elementos de la base

para asi hallar las raices, i.e,

[h, x| = a(h) z,.
~

Parte bosonica:

1 3 1 3 1 3
T+ H]:m b F -t -6 Tf -0
1 3 1 3 1 3

Nota 51. Cuando se hace el supercorchete entre elementos de la base que generen la
diagonal y elementos de la subdlgebra de Cartan, el resultado es cero ya que este elemento

hace parte de la subdlgebra de Cartan la cual tiene como propiedad principal la abelianidad.

h, TQI + IT3 =0,
| 3

{f%IQ':} =W /2| — a2 1/‘2| 2(01—02)IQ|:,

1

29



1 1 1

[hX[]: XL - X = (- a) X

2 2 2

Parte fermiodnica:

B =S
(e i S S o
]t
[ e e

Entonces el sistema de raices estd dado por
Oy = {£(a; —a2)}, O = {£(a; — b1),x(as — b1)},
O = {£(a; —az),x(a; — b1),E(as — by)}.
Las raices fundamentales del sistema son:
[Io = {a1 — a2}, [I, = {b1 —ai, b1 — as},
[1=1{b1 —a1,a; — as}.

3.1.4. Sistema de corraices

Sean x, v T_, los covectores asociados a las raices a y —a de sl(2|1), respectivamente.
Un vector h, € h es una corraiz asociada a la raiz o € h* si h, = 24, 2_4). De esta forma

calculamos las corraices asociadas a las raices del sistema.
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Definimos h; como

1) Corraiz asociada a ay = a; — as:

[xal,mm]:[lﬁ T - f| T e

2) Corraiz asociada a ags = by — ay:

1 3 3 1
v -0a) = | S A | = TIE + T = bt
3 1 3 1
3) Corraiz asociada a az = by — as:
2 3 3 2
v -au) = | 8 | = TIE + A = bt e
3 2 3 2

Por lo tanto el sistema de corraices del sistema es
&, = {hy — ho,h3 + hy,hs + ha}
y el sistema de corraices funcamentales es

HC — {hg + hl,hl - hg}

3.1.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

La matriz de Cartan depende de la eleccion del sistema de raices fundamentales, por
lo que pueden existir varias matrices de Cartan. Sin embargo sélo existe un diagrama
de Dynkin asociado a cada matriz. Para el sistema de raices fundamentales escogido la
matriz y el diagrama son los siguientes

M =
-1 2

y su diagrama de Dynkin asociado
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3.2. Superalgebra lineal especial sl(m|n)

Ahora realizaremos el estudio de esta superalgebra para el caso general. Recordando

del capitulo anterior

Alm —1,n —1) :=sl(m|n) = {M € gl(m|n) : str(M) = 0}.

3.2.1. Conjunto de generadores sl(m|n)
Al igual que en el ejemplo anterior, estos generadores se dividen en bosénicos y fer-
midnicos.

Generadores bosénicos (diagonales):

p m-+q
{TI +_ [t ,1§p§m,1§q§n}.
1% m-+q

Generadores bosénicos (no diagonales):

j m+1
{f| 7 ,lﬁi#jémwlﬁk#lén}

m-+k

Generadores fermionicos:

m+k i
{;| , L ,1§i§m,1§k§n}
i m-+k

por lo tanto el conjunto de generadores para sl(m|n) es

p m-+q j m-+1 m+k i
ﬂmww=<f| LIRS |f,72f1*qf>
p m-+q i m-+k i m-+k

donde 1 <1,5,p<m, 1 <kl,g<nconi#jyk#I.

3.2.2. Subadlgebra de Cartan

p m-+q
h=<1| LT ,1§p§mw1§q§n>
P

m-+q
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3.2.3. Sistema de raices

Sea h € b

h=>a, t | +>b, [} ,donde Y a,— > b,=0.
p=1 p g=1 m+q p=1

q=1

El sistema de raices se obtiene como:

:h, IH:} = (a; — ay) Ij|:7

m-+l1 m-+l1

h, | Z ] = (b —b) | Z ,
m+k m-+k
m+k m+k

h7 ; | 1 = (az - bk) ; | )

] e S

m-+k m-+k
Por lo tanto el conjunto de raices de sl(m|n) es
o = {a; —aj,bp — by, i # j, k # 1}, Py = {a; — by, by, — a;},

o = {CLZ' — aj,bk — bl,ai — bk,bk — ai}.

y las raices fundamentales son

a1 =0by —by,ap =by —b3...,an_1 =bp_1 — by, = b, — a,
Apt1 = A1 — A2, ..., Q-1 = App—1 — U,
H = {05170527 U 7am+n*1}'

3.2.4. Sistema de corraices

Antes de hallar las corraices definimos

m—+k

m+k
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El sistema de corraices para sl(m|n) es

1) Corraiz asociada a a; — a;:

{f|,§|]={| - @ — hi— .

j

2) Corraiz asociada a by — b;:

m-+1 m-+k m-+k m-+1
[|f, |\}: T "TIT ~a-—a
m+k m+1 m+k m+1
3) Corraiz asociada a a; — by:
m-+k i i m-+k
[ ,w\]:1| ST = hae
i m-+k i m-+k

Luego
®. = {£(hi — hy), =(gr — 91), hi + gr}
y las corraices fundamentales son

HC:{gl_92792_937"'agn+h1)h1_h27"-7hm—l_hm}-

3.2.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

Utilizando la ecuacién (2.1) se puede probar que la matriz de Cartan de sl(m|n) es
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2 -1 0 000 0 |
-1
0 0
-1
0 0o -1 2 |-1 0
0 —-1] 0|1 0
0 -112 -1 0 0
-1
0 0
-1
| 0 0] 0710 0 -1 2 |
El diagrama de Dynkin es
Am—1n-1).  O—O—O—®—0 00
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Capitulo 4

Superalgebra de Lie Ortosimpléctica

impar osp(2m + 1|2n) = B(m,n)

Para g = osp(m|n) tenemos que gy = s0(m) @ sp(n), que es la suma directa entre
el algebra de Lie ortogonal y el dlgebra de Lie simpléctica, de aqui toma el nombre de
ortosimpléctica.

En las algebras de Lie existen diferencias importantes en la estructura de las algebras
ortogonales dependiendo de si es par o impar. Con las superalgebras pasa algo similar y

es por esto que la superalgebras ortosimplécticas se dividen en tres familias:

e La superdlgebra B(m,n) = osp(2m + 1|2n) definida para m > 0, n > 1 con dimen-
sién 2(m +n)? + m + 3n.

e La superalgebra C(n + 1) = 0sp(2|2n) para n > 1 con dimensién 2n% + 5n + 1.

e La superalgebra D(m,n) = osp(2m|2n) definida para m > 2, n > 1 con dimensién

2(m+n)? —m+n.

En este capitulo estudiaremos la primera estructura mencionada. Esta superédlgebra

también es conocida como superalgebra de Lie orto-simpléctica impar y se define por
osp(2m + 1]2n) = {X : X'S + SX = 0},
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donde

€ Mopi1424(C).

Luego 0sp(2m + 1|2n) estd compuesto por las matrices de la forma

([ 4 B Ul|lx x B,C € Mypo(C), —_B', C=-ct |
cC —-A" V |Y 1 E,F € M,,,(C), E=E' F=F"
-Vt Ut 0 |Z Z |- U,V € M1 (C),
Yo X1 Zi |\D E X,Y, X1,Y1 € Myyn(C),
|\ Y =Xt —z'|F D! Z.Zy € Myy(C). )

Las matrices A y D son matrices cualquiera de tamano m X m y n X n, respectivamente.

4.1. Conjunto de generadores osp(2m + 1|2n)

Podemos observar que si n = 0 entonces la superalgebra orto-simpléctica
osp(2m + 1]2n) es igual al dlgebra de Lie ortogonal impar §0s,,1(C) y si m = 0 se tiene
un caso especial, el cual analizaremos al final del capitulo. De esto podemos concluir que
la submatriz de los elementos de osp(2m + 1|2n) compuesta por las matrices A, B,C,U y
V', tiene la misma forma que las matrices del dlgebra de Lie $05,,,1(C). Sin embargo los
generadores en este caso se escribirdan con los grafos introducidos en este trabajo. Estos

generadores son

i m-i m+j m-Hi J i J m-+Hi
{Tl—Tl,Xl—fl,\l—\l,fl—\l,
i m-i i j m+i m-+j i m-+j

i m-+j 2m+1 m-+i 2m+1 i
AL - A, AL - N (AL —N|,1Si<j§m}-
j m-i i 2m-+1 m-+i 2m—+1
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Igualmente sucede con la submatriz de los elementos de osp(2m + 1|2n) compuesta por
las matrices D, E' y F, pero ahora generados por el dlgebra de Lie simpléctica sp,, (C).

Como los generadores son conocidos, sélo basta con reescribirlos en los nuevos grafos,

2m+1+k 2m+1+n+k 2m-+1+n+1 2m+1+n+k 2m+1+41 2m+1+k
(T -Tf 17 +IIF I T

2m+1+k 2m-+1+n-+k 2m+1+k 2m—+1+1 2m+1+n-+k 2m+1+4+n+1

2m-+1+1 2m+1+n-+k 2m—+1+k 2m+1+4n+1 2m+1+n+k 2m+1+k

1 | NS N U | IV e | /. | }

2m-+1+k 2m-+1+4n+1 2m-+1+1 2m-+1+4n+k 2m-+1+k 2m-+1+n+k

conl <k<l<n.
De esta manera sélo nos resta encontrar los generadores fermiénicos. Sea F' el conjunto

de los generadores

2m-+1+k m-i 2m-+1+k 2m-+1 2m-+1+n+k 2m-+1
Fz{MT - N L - ON AT -1k,
i 2m+1+4+n+k 2m+1 2m+1+n+k i 2m+1+k
2m+1+n-+k m-i 2m+1+n+k i 2m+1+n-+k 2m—+1
P+ P o+ ST T+ IR L
i 2m+1+k m-+i 2m+14n+k 2m+1 2m+1+k

conl<i<myl<k<n.
Por lo tanto osp(2m 4 1|2n) como subespacio de Digraph'(2m + 1|2n) est4 generado

por

osp(2m + 1|2n) = (graphs(sos,,+1(C)), graphs(sp,,,(C)), graphs(F)).

4.2. Subalgebra de Cartan

Tomamos como subalgebra de Cartan el siguientes subespacio

P m-+p 2m+1+q 2m+1+n+q
h=<T| - M, T - [0t ,1§p§m,1§q§n>.
p m-+p 2m+1+q 2m+1+4n+q

4.3. Sistema de raices

Sea h € b definida por
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m P m+p n 2m+1+4q 2m—+1+4n-+q
hzzap(TI - TI)+qu(IT - [t )
p=1 p m-+p q=1 2m+1+q 2m+1+n+q
Calculamos las raices positivas
m+i A

h FIT - A0 -

m+j -

T - A )

m+j
m+, m-+i
- 7T )

(1
(z
. AT - T - W (7 T{f\ )
(
(22
- (T2

m+j m+i

h, 1 — 1] = (@ +a))
L i j

2m—+1 4 2m-+1

e - LA

2m+1+k 2m—+1+k

= (bp—b)

2m-+1+1 2m-+1+1 :|

b T - TF

2m-+1+1 2m-+1+1
)
2m+1+k 2m+1+k

+ _1F

2m+1+k 2m-+1+1

2m—+1+4+n+1 2m+1+n-+k
‘| = bk -+ bl

h TLZ o+ IF

2m+1+n+1 2m+1+n+k
)
2m+1-+k 2m-+1+1

- 2m+1+n+k

2m-+1+n+k )
2m+1+k

2m+1+k
Consideremos la transformacién lineal
T : Digraph'(2m + 1|2n) — Digraph' (2m + 1|2n)

que envia cada grafo en su opuesto. Esta transformacion es un antimorfismo, i.e,
T(ab) = T(b)T(a), para todo a,b € Digraph'(2m + 1|2n). Por ejemplo,

m-+] i
71T — I

i m+j

Utilizando esta transformacién se hallan las raices negativas.

En conclusién el conjunto de raices pares de osp(2m + 1|2n) es
Oy = {ta; £ aj,ta;, £b, £ b, £2b;, 1 <i#j<m, 1<k#I1<n}

Nota 52. Podemos observar que la parte par del sistema de raices es igual a la suma

directa del sistema de raices del dlgebra de Lie §02,41(C) y sp,, (C), esto es
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Do = Py i1(C) D Pop,, (C)-

Ahora hallamos el conjunto de raices impares de la siguiente manera

Por lo tanto el sistema de raices impares es
O ={ta; £ by, tby, 1<i#j<m, 1<k#1<n}
y el sistema de raices fundamentales es

H:{bl_b2762_b3a'~->bn_alaa1_af27"'7am—l_am7am}~

4.4. Sistema de corraices

Para esta seccion utilizaremos la siguiente notacién

i m-+i
=100 - 0,
i m-+i
2m-+1+k 2m-+1+n+k
go=__ —_[11
2m+1+k 2m+1+n+k

Tomamos todas las raices de @y y calculamos sus corraices correspondientes.
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- 2m-+1-+k m-i 2m+1+k m+1

o AT - TR ]z (s — by) (Mf -
L i 2m-+1+n+k 1 2m+1+n+k
- 2m-+1+k i 2m-+1+k

n AL - m]=<——bk()«—

L 2m+1+n+k m-+i 2m-+1+n-+k
- 2m-+1+k 2m—+1 2m-+1+k 2m—+1
T - TR } _ (r TR

L 2m+1 2m-+1+n+k 2m+1 2m+1+n+k
- 2m+1+n+k m-i 2m-+1+n+k

h TR +]1[] = (ath) (

L i 2m41+k 2m+1+k
r 2m+1+n+k i 2m-+1+n-+k i

n T+ EI} — (cat by (

L m-1 2m+1+k m-i 2m+1+k
- 2m-+1+n-+k 2m-+1 2m+1+n-+k 2m-+1
o T +111:[} Y ( TR
L 2m-+1 2m-+1+k 2m-+1 2m-+1+k

)
)
)
)
)



1) Corraiz asociada a la raiz a; — a;:

[z|-—?f,§|— ﬂ]:m—m

m+j j m-+i

2) Corraiz asociada a a; + a;:

[x|——?f,x|-—ﬁ|]=—m—m

m-i m+j

como (a; + a;)(—h; — h;) = —2 entonces la corraiz asociada a a; + a; es h; + h;.

3) Corraiz asociada a a;:

2m—+1 m-i 2m—+1 m-i
[,HI - W7ﬂ-—ﬂ]=—m
i 2m+1 m-i 2m+1

la corraiz asociada a esta raiz es 2h; ya que a;(2h;) = 2.

4) Corraiz asociada a by — b;:

2m+1+1 2m+1+n+k 2m+1+k 2m+1+4+n+1
[ A | L | Ve | Y ]zgk—m.
2m-+1+k 2m-+1+n+1 2m-+1+1 2m-+1+n+k

5) Corraiz asociada a by + b;:

2m+1+4n+1 2m+14+n+k 2m-+1+1 2m—+1+k
I - 101F 1IN -_I0IX = gk + gu-
2m-+1+k 2m-+1+1 2m-+1+n+k 2m-+1+n+1

6) Corraiz asociada a 2by:

a1

2m+1+k 2m+1+4+n-+k

2m-+1+n+k 2m+1+k
= Gk-

Luego, el conjunto obtenido es
(I)g = {:thz + hj, :t2hz, :tgk + qi, j:gk:}
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Nota 53. Sea 5 C ®, el conjunto de todas las corraices de osp(2m+1|2n) que provienen
de ®q. Entonces podemos observar que
q)g = ®§02m+1((:) @ q)fc;azn((:)'

Ahora calculamos las corraices que provienen de ®q, i.e. ®f:

1) Corraiz asociada a a; — by:

2m-+1+k m-i 2m-+1+n+k i
[Jﬂ s ally e +IIE]=m+%.
i 2m+1+n+k m-+i 2m-+1+k

2) Corraiz asociada a a; + by:

2m-+1+n+k m-i 2m-+1+k i
B=al, il i il BTV
i 2m-+1+k m-+i 2m+1+n+k

3) Corraiz asociada a by:

2m-+1+n+k 2m-+1 2m-+1+k 2m-+1
hli CTIT TR TR ]:%
2m-+1 2m+1+k 2m-+1 2m+1+n-+k

la corraiz asociada a esta raiz es 2g; ya que bx(2g) = 2.

Concluimos que
. = {£h; £ hj, £2h;, £gr + g1, gk, Thi T gr, 29,1 <i < j<m, 1<k <l<n}

es el sistema de corraices de osp(2m + 1|2n), y el conjunto de raices fundamentales es

HC: {gl_92792_937"'7gn+h17h1_h27‘-'7hm—1_hm72hm}'

4.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

Utilizando la ecuacién (2.1) se puede verificar que la matriz de Cartan es
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2 1 0 0lo0]o0 0 ]
1
0 0
1
0 0 —1 2 |-1 0
0 10 |1 0
0 1] 2 -1 0 0
1
0 0
1

El diagrama de Dynkin es

B(m,n),m >0 O—0OO0—&—0O-C0-
Se debe tener en cuenta el caso particular que se da cuando m = 0. El dlgebra obtenida es

B(0,n), la cual es esencialmente la misma que el dlgebra de Lie ortogonal especial impar

B, (ver [12]). El sistema de raices es

y el sistema de raices simples es

H = {bl _b27b2 - b37---;bn71 - bnybn}7

lo que nos da una matriz de Cartan

2 1 0 0 |
1
A=1 o 1 0
12 -1
0 0 -2 2



y su diagrama de Dynkin asociado es

B(Ovn)v O """ <>:>:.

Para obtener més informacion sobre este caso particular revisar [7] .
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Capitulo 5

Superalgebra de Lie Ortosimpléctica

par osp(2m|2n) = D(m,n)

Esta superédlgebra también es conocida como superélgebra de Lie ortosimpléctica impar

y se define por
osp(2m|2n) = {X : X'S + SX = 0},

donde

Lo que es equivalente al conjunto de las matrices formadas por

( 3
A B |X Xxt

A, B,C € Myym(C), B=-B C=-Ct,
c -AlY Y}

D,E,F € My,,(C), E=EFE F=F"

Yt X' |D E
Xa}/aXbYl € Man(C)
—yt —X'|F —D'
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5.1. Conjunto de generadores osp(2m|2n)

Podemos observar que si n = 0 entonces la superalgebra ortosimpléctica osp(2m|2n)
es igual al dlgebra de Lie ortogonal par s05,(C) y si m = 0 es igual al algebra de Lie
simpléctica sp,,,(C). Al igual que en el capitulo anterior podemos concluir que la subma-
triz de los elementos de o0sp(2m|2n) compuesta por las matrices A, B,C, U,V tienen la
misma forma que los elementos del dlgebra de Lie $09,,.1(C). Igualmente sucede con la
submatriz de los elementos de osp(2m|2n) compuesta por las matrices D, E y F, pero
ahora generados por el dlgebra de Lie sp,,, (C).

Asi, s6lo nos resta encontrar los generadores fermiénicos. Sea F' el conjunto de éstos

F =

2m-+k m-i 2m-+k i 2m-+n-+k m-i 2m-+n-+k i
{M—‘N T - . I LT +‘N},
i 2m-+n-+k m-i 2m-+n+k i 2m-+k m-i 2m-+k

conl<i:<myl<k<n.

Por lo tanto 0sp(2m|2n), como subespacio de Digraph'(2m|2n), esta generado por

osp(2m|2n) = (graphs(sos,,(C)), graphs(sp,,,(C)), F).

5.2. Subalgebra de Cartan

La subdlgebra de Cartan estd generado por los mismos elementos que la subdlgebra

de Cartan de osp(2m + 1|2n)

p m+p 2m-+q 2m-+n-+q
o= (IIC- AL TE -TIF . t<p<m 1<g<n)
p m+p 2m+q 2m+n-+q

5.3. Sistema de raices

Sea h € b dada por

h=§?<1 - i )+ 3 T - |2mT+q).

m+p 2m+q 2m+n-+q
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Para calcular las raices podemos tomar como referencia la Nota 52 del capitulo anterior
y adaptarla para la nueva superalgebra, teniendo en cuenta que los calculos y por tanto
los resultados son anélogos.

Sea & = &y U ®; un sistema de raices asociado a osp(2m|2n), entonces el sistema de
raices par es igual a la suma directa del sistema de raices del dlgebra de Lie $09,,(C) y

5P, (C) esto es
Oy = (I)sozm((c) S” (I)ﬁpzn((c)'

Calculamos &,

r 2m+k m-i 1

e AL -TR | = (-

2m-+n-+k A

r 2m+k i 1

h, AL - T = (—a; —by)

( )
( T)
( )

r 2m-+n-+k m-i 1

hy AT+ N[ | = (a+b)

- i 2m+k -

2m-+n-+k i

M+ N

m-i 2m-+k

r 2m-+n-+k

TP+ N = (catb)

L m+i 2m+-k -

Por lo tanto el sistema de raices es

Oy = {fa; £ aj, +b, £ b, 220, 1<i#£j<m, 1<k#Il<n}, Oy = {+a; + b},
<I>:{j:al:i:aj,j:bk:l:bl,j:%k,:i:azzlzbk, 1§’l#]§m, 1§/€7£l§n}

y el sistema de raices simples es

H:{bl_b27---7bn_a1aafl_a27---7am—1_amaam—1+am}-
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5.4. Sistema de corraices

Utilizaremos la siguiente notacién

i m-+i
hi=t [ — It
i m-+i
2m-+1+k 2m-+1+n+k
go=__1t1 —_[[1
2m+1+k 2m+1+n+k

Podemos utilizar la Nota 53 y adaptarla a osp(2m|2n) para no realizar los calculos de
algunas de las corraices ya que son analogos a los realizados en el capitulo anterior. Esto
reduce los calculos significativamente.

Sea ®f C ®. el conjunto de todas las corraices de osp(2m|2n) que provienen de P.

Entonces

DG = P, ) D Poo ()

So6lo hace falta calcular ®f:

1) Corraiz asociada a a; — by:

2m-+k m-i 2m-+n-+k i
{y1 e a2 +j§£]:m+%
i 2m-+n-+k m-+i 2m-+k

2) Corraiz asociada a a; + by:

2m+n-+k m-i 2m—+k i
F o+ A L |-
i 2m-+k m-i 2m+n+k

El sistema de corraices de osp(2m + 1|2n) es
Q. =P UDPS ={xh; £ hj,xo £ g, £k, Thit g, 1 <i<j<m, 1<k<l<n}
y el conjunto de raices fundamentales es
I[I.=1{91—92,92 =93 gn + h1,h1 — hoy o By — By hi )
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5.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

La matriz de Cartan asociada al sistema de raices simples es

2 -1 0 --- O01]l01]o0 -- o0
-1
0 0
-1
0 0o -1 2 |-1 0
0 -1/ 0|1 0
0 -112 -1 0 0
—1
0 -1 -1
-1 2 0
0 - e 000 - =1 0 2 |

El diagrama de Dynkin asociado a la matriz de Cartan es

D(m,n), O—O+O—RQ—) -
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Capitulo 6

Superalgebra de Lie Ortosimpléctica

0sp(2|2n) = C(n+1)

Definimos esta superalgebra como el conjunto formado por las matrices de la forma

( )

a 0 | X X!

0 —a|Y V!
Yt Xt |D E
-Yt - Xt|F -D!

a € C,
D,E,F € Myyn(C), E=EFE' F=TF
X7Y7X17Yi € Mlxn((c)

6.1. Generadores o0sp(2[2n)

Tomando como referencia los capitulos 4 y 5 sabemos que los generadores bosénicos
son los mismos que los generadores de s02(C) unido con los de sp,, (C). Por su parte,
los generadores fermidnicos son similares a los de 0sp(2m|2n) pero con m = 1. Sea F el

conjunto de éstos, i.e.

2+k 2 2+k 1 2+n+k 2 2+n+k 1

-~ . Fr-N . +XL T+ X

2+n+k 2 2+n-+k 1 24k 2
con 1<k <n.

Por lo tanto 0sp(2|2n), como subespacio de Digraph'(2|2n), est4 generado por
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0sp(2|2n) = (graphs(so,(C)), graphs(sp,,,(C)), F).

6.2. Subalgebra de Cartan

La subalgebra de Cartan es generada por los elementos siguientes

1 2 24k 24+n+p
:<¢| ST T -0 ,1§p§n>
1

2 2+k 24n+p

6.3. Sistema de raices

Sea h € b definida por

1 2 n 24p 24n+p
zm(ﬂ —¢|)+2@(|1 T )
1 2 p=1 2+4p 2+n+p

Sea ® = &y U ®; un sistema de raices asociado a 0sp(2|2n), entonces el sistema de raices

par es igual a la suma directa del sistema de raices del algebra de Lie s05(C) y sp,,(C)

esto es
Do = Psopc) D Pop,, (0):

Sin embargo, el sistema de raices de s05(C) es vacio ya que este espacio estd generado
1

tnicamente por el elemento $| | — #| | de la subdlgebra de Cartan, luego
1

Qo = Pgp,,(©)-

Calculamos @,

- 2+k 2 . 2+k 2

S SEts Nl R ( N Y )
L 1 24n+k A 1 2+n-+k
- 2+k 1 9 2+k 1

i anti Sulll ECETA ( . N ),
L 2+n+k A 2 2+n-+k
- 2+n+k 2+n+k 2
=a FERT] = @b (M N )
L 24k A 1 2+k

- 2+n+k 2+n+k 1
s=a - =«m+m>(;4 +-m).
L 24k 2 2+k




Por lo tanto el sistema de raices es

q)oz{:tbk:tbl,zl:2bk, 1§k7él§n}, <I>1:{:|:a1:tbk, 1§k§n},

y el sistema de raices simples es

H - {al - b17b1 - b27 s 7bn—1 - bn72bn}

6.4. Sistema de corraices

Utilizaremos la siguiente notacién

1 2
=t -4 [,

1 2

2+k 24n+k
ge=_1t —_1 [t

2+k 2+n+k

Anélogamente a lo enunciado en la Nota 53 podemos decir lo siguiente:

Sea ®§ C @, el conjunto de todas las corraices de 0sp(2|2n) que provienen de Py.

Entonces
D5 = 5, 0) D Peosn ()

5

Ahora calculamos las corraices que provienen de @4, i.e. O¢:

1) Corraiz asociada a a; — by:

24k 2 24n+k 1
[x N S +m]:h1+gk.
1 2+n+k 2 24k
2) Corraiz asociada a aj + by:
2+n+k 2 2+k 1
{Z CXT P - TR }_—mgk.
1 2+k 2 24+n+k

Luego el sistema es ®. = {*gr £ g;, £gx, E(h1 — gr), 1 < k # | < n} y las corraices

fundamentales son [[, = {h1 — 91,91 — g2, -, Gn—1 — Gn}.
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6.5. Matriz de Cartan y diagrama de Dynkin

La matriz de Cartan asociada al sistema de raices simples es

O] 1 0 0
-172 -1 0 0
0 |-1
010 -1 0
-1 2 =2
0 0 -1 2

El diagrama de Dynkin asociado a la matriz de Cartan es

Cln+1),  @—O-Ot0-
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